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Kapitel 1
Einleitung / Motivation

In dieser Bachelorarbeit geht es um die Kunita-Watanabe Zerlegung und ihre
Anwendungen in der Finanzmathematik. Wir befinden uns dafiir in unvollstan-
digen Finanzmarktmodellen, sodass wir gegebene Claims mit den klassischen
Handelsstrategien nicht hedgen konnen. Das bedeutet, dass die Anfangsprei-
se solcher Claims nicht eindeutig bestimmt werden kénnen. Wir werden daher
das Konzept der verallgemeinerten Handelsstrategien kennenlernen, mit deren
Hilfe man auch in unvollstdndigen Modellen, sofern sie gewissen Bedingungen
geniigen, Claims vollstindig hedgen kann, sodass ihr Anfangspreis eindeutig
bestimmbar wird. Wir werden fiir den Fall eines eindimensionalen risky assets
auch ein rekursiven Verfahren erarbeiten, dass uns Hedgingstrategie und An-
fangspreis fiir gegeben Claim H ausgibt.

Die Kunita-Watanabe Zerlegung von Martingalen unter Martingalmaflen, die
wir darauthin ausarbeiten werden, liefert uns dann die Existenz einer solchen
verallgemeinerten Handelsstrategie in dem Fall, dass das zugrunde liegende Maf}
ein Martingalmaf ist. Ist das in einem unvollstdndigen Modell nicht der Fall,
so kann man sich iiberlegen, ob nicht ein dquivalentes Martingalmafl P aus der
nicht-trivialen Menge der dquivalenten Martingalmafle existiert, unter dem der
arbitragefreie Anfangspreis eines Claims eindeutig via 1) [H] = Vi bestimmbar
ist. Dieses Maf} heifit Minimales Martingalmafl und existiert, falls das Finanz-
marktmodell bestimmte Bedingungen erfiillt, und wir werden sehen, dass des-
sen Dichte im eindimensionalen recht einfach bestimmbar ist, sodass auch der
Erwartungswert eines Claims unter diesem Maf3 bestimmbar ist. Diese beiden
Moglichkeiten, Anfangspreise im unvollstdndigen Modell zu berechnen, werden

dann abschliefend am Beispiel des Trinomialmodells verglichen.



Kapitel 2

Erste Defintionen

Wir wollen zuerst ein paar wichtige Definitionen vornehmen, die im Laufe des

Vortrags bendtigt werden:

Definition. Seien XY Zufallsvariablen bzgl. P. Dann ist die bedingte Kovari-

anz von X und Y definiert durch
cov(X,Y|F:) =E [XY|F] —E [X|F] E [Y|F],

wenn die bedingten Erwartungswerte definiert sind.
Die bedingte Varianz einer Zufallsvariablen X bzgl. P ist analog zur nicht be-

dingten Varianz wie folgt definiert:
var(X|F;) = E [X?|F] — E [X|F?, was auch cov(W, W|F;) entspricht
Definition. Seien W und Z zwei adaptierte Prozesse. Ist
cov(Wip1 — Wi, Zyy1 — Ze|Ft) VE=0,...,T—1 definiert und

cov(Wiyp1 — Wi, Zyy1 — Ze| Ft) =0 P — fast sicher,

so heiflen W und Z stark orthogonal. Im Folgenden ist einer der beiden Prozesse

immer ein P-Martingal. Dadurch reduziert sich die Bedingung auf:

cov(Wip1 = Wi, Zip1 — Zy|Fy) = B [(Wig1 — W) (Zig1 — Zi)| Fe] = 0,
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denn wenn Z ein Martingal ist, gilt:

cov(Wipr — Wi, Zyy — Zi|Fy)
E [(Wit1 = Wi)(Zit1 — Z)|Fe] = E Wiy = W RE [Zi1 — Zi| F]
E [(Wis1 = Wi)(Zip1 — Z4)|F2] =0

Des Weiteren gehen wir ab jetzt von einem festen Claim H € £2(P) und

einem Aktienpreisprozess X aus mit

X, € L2(Q, Fi, P,RY) V't
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Kapitel 3

Verallgemeinerte

Handelsstrategien

In diesem Kapitel wollen wir das Konzept der verallgemeinerten Handelsstrate-
gien kennenlernen. Diese brauchen nicht mehr selbstfinanzierend sein, sondern
sie erlauben, den Wert eines Claims durch Investition in das numeraire asset zu
berichtigen. Der Claim besteht dann nicht mehr nur aus einer Anfangszahlung
und einer Endzahlung, sondern auch aus Zahlungsstromen zu den einzelnen Pe-
rioden t < T. Wir werden sehen, wie ein quadratischer Hedgefehler fiir eine
solche Strategie aussieht und dann die Handelsstrategie herausfiltern, die diesen
Fahler minimiert. Solche lokal risikominimierenden Handelsstrategien existieren
allerdings nicht immer, also werden wir auch Kriterien ermittelt, unter welchen

Bedingungen sie einsetzbar sind.

Beginnen wir mit der Definition fiir die allgemeineren Handelsstrategien, die

wir im Folgenden betrachten wollen:

Definition. Ein Paar (£°,¢) bestehend aus einem adaptierten Prozess
£0 = (fg)tzoqu und einem d-dimensionalen vorhersehbaren Prozess

& = (&)t=o,..., 7 heiBt verallgemeinerte Handelsstrategie. Mit
Vo ::58 und V; := ?Jrft'Xt Vt>1

wird dann der diskontierte Werteprozess V von (£°,€) bezeichnet.
Die kumulierten Gewinne und Verluste einer solchen verallgemeinerten Han-

delsstrategie bis zum Zeitpunkt t, die man beim Investieren in das risky asset
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erhélt, sind dann durch

t
ka (X — Xi—1)
k=1

gegeben und die kumulierten Kosten bis ¢ durch
t
Vi — ka (X — Xg—1)-
k=1
Wir erhalten dadurch folgende

Definition. Zu einer verallgemeinerten Handelsstrategie (€2, &) existiert immer

ein Gewinnprozess G und ein Kostenprozess C. Diese sind definiert durch
t
Go:=0und Gy ==Y & (X — Xpy) fiirt=1,...,7
k=1

bzw
Co=V; -Gy furt=1,...,T

Definition. Eine verallgemeinerte Handelsstrategie (£°,&) heifit £2-zuldssige
Handelsstrategie fiir einen Claim H € L2(P), wenn fiir ihren Werteprozess V/

und ihren Gewinnprozess G folgendes gilt:
Vp=H P—fs. undV; € L*(P) Wt

und G € L%(P) vt

Kommen wir nun zu der lokalen Version eines quadratischen Hedgefehlers fiir

eine £2-zulissige Handelsstrategie.

Definition. Der lokale Risikoprozess fiir eine L£2-zulissige Handelsstrategie
(€°,¢) ist definiert durch:

R0 €)= [(Cryq — C)2|F], t=0,...,T—1.

Eine risikominimierende Handelsstrategie ist eine £2-zulissige Handelsstrategie
(€9, €), fiir die fiir alle ¢ gilt:

RI°(80 é) < Rloc(£2,6) P —fs

fiir jede £2-zulissige Handelsstrategie (£°,&), deren Werteprozess Viy 1 = Vtﬂ
erfiillt.

Die Notwendigkeit der letzten Bedingung wird deutlich, wenn wir uns eine sol-

che risikominimierende Handelsstrategie vom Zeitpunkt 7" an riickwérts konstru-
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ieren. Um in T eine solche fiir Réﬂ’il zu finden, miissen wir €2, £%.&r_1 und &p

bestimmen. Im Beweis den néchsten Satzes werden wir sehen, dass f%, éT und
Vr_1 durch die Minimalitét von RI¢ | bereits festgelegt sind. Es bleiben al-
so nur noch 5%71 und é7_; zu wihlen. Diese miissen aus allen &9 | &r—1 mit
59’—1 +ép_1 - Xp_1 = Vp_q gewdhlt werden.

Wir halten nun den Claim H € £2(P) fiir den Rest des Vortrags fest und
versuchen unter der Bedingung Vi = H den quadratischen Hedgefehler zu mi-
nimieren. Dadurch liegen wir mit unserer verallgemeinerten Handelsstrategie
recht nahe an einer Hedgingstrategie, die keine Investitionen in das numeraire
asset benotigt.

Kommen wir erst zu einer Defintion, die einen passenden Ersatz fiir selbstfinan-

zierende Handelsstrategien bietet:

Definition. Eine £2-zuldssige Handelsstrategie, deren Kostenprozess C' ein P-
Martingal ist, d.h. fir die gilt

E [CtJrl - Ct|ft] =0 P—1f1s. Vt,

heiflt durchschnittlich selbstfinanzierend.

Mithilfe der dieser Eigenschaft und der starken Ortogonalitit aus Kapitel 2
kénnen wir nun folgenden wichtigen Satz formulieren, der uns Auskunft gibt,

wann eine £2-zulissige Handelsstrategie risikominimierend ist.

Satz 1. Eine L£2-zulissige Handelsstrategie ist genau dann lokal risikominimie-
rend, wenn sie durchschnittlich selbstfinanzierend und ihr Kostenprozess stark

orthogonal zu X ist.

Beweis. Sei (£°,¢) eine £2-zuléssige Handelsstrategie. Dann gilt mit dem Ver-

schiebungssatz fiir die (bedingte) Varianz:

RI¢(€°,€) = var(Ciy — Cy|Fi) + E [Cryr — Ci|Fi)?
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Zerlegen wir nun die rechte Seite, so fillt auf, dass:

’U(IT'(CH_l — Ct|ft)

t+1 t

= var(Viq —ka(Xk_Xk;fl)_V;f"f'zgk(Xk — Xi—1)|Ft)
k=1 k=1

= var(Vigr — &1 - (X1 — Xi) — Vi Fe)

= var(Vepr — &1 - (X — Xo)|F2) (3.1)

und
E [Ciy1 — Cy|Fi)?
= (E [Vig1|F] = &4E (X1 — X4 F] = Vi)? (3.2)

Halten wir nun vorerst ¢ und Vi fest und betrachten &1 und V; als Para-
meter. Nun sollten wir konstatieren, dass man &Y und & so abéndern kann,
dass V; jeden gegebenen Wert annehmen kann, dass wir es dann immernoch
mit einer £2-zuldssigen Handelsstrategie zu tun haben und dass &1 und Vi
beibehalten werden kénnen. Das bedeutet, dass (3.1) durch eine etwaige Veran-
derung erhalten bleibt und damit, dass V; notwendigerweise (3.2) minimieren
muss, damit wir das optimale RI°¢(£0,¢) bekommen. Da (3.2) als Funtion von
V; den Grad 2 besitzt und V;? positives Vorzeichen hat, miissen wir also nur die

Ableitung von (3.2) nach V; annulieren, um (3.2) zu minimieren:

(E Vig1)Fe] = &41 - E [Xegr — X Fe] = V2)?)' =0
& 2-(E Vi F] = 1 - E [Xopr — X[ R = Vi) - (1) =0
& Vi=E Vil Al = &1 E (X — X R (3.3)

Analog ist (3.1) genau dann minimal, wenn gilt:

(var(Vigr — &1 - (Xep1 — Xo)|Fe)) =0
& (E[(Vitr = &1 - (X1 — X0))?|F]
—E [Vig1 — &1 (X1 — Xo)|F?)' =0
& E2(Vig1 = &1 - (X1 — Xo)) - (= (X1 — X)) 7]
= 2-E [Vigr — Gq1 - (Ko = Xy)[Fy] - (=1) - E [Xe1 — Xo| /] =0
& cov(Vigr — &1 - (X1 — Xy), Xy — Xo| ) = 0. (3.4)

(3.3) ist nun aquivalent zu
E [Ciy1 — Ce|F] =E [Vig1 — &1 - (Xe1 — Xo)|F] = Ve =0

( (£9,¢) ist durchschnittlich selbstfinanzierend) Ist jetzt (3.3) gegeben, so ist
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(3.4) dquivalent zu:

E [(Ct+1 — Ct)(Xt+1 — Xt)|.Ft] =0 ,denn

cov(Vip1 — &1 - (Xepr — Xi), Xy — Xy F2) =0
& covo(Vipr — &ey1 - (X1 — Xo) — Vi, Xe1 — X Fi) =0
< cov(Cip1 — Cpy X1 — Xe| Fe) =0
& E [(Cip1 — C) (X1 — Xo)|[Fe] — E [Cry1 — G| R E [Xip1 — X[ Fe] =0
& E[(Cr1 = C) (X1 — X)) | F] =0

Also ist der Kostenprozess stark orthogonal zu X. Via Riickwértsinduktion bzgl.

t folgt nun die Behauptung. O

Dieser Beweis liefert uns eine Anleitung, wie wir eine risikominimierende Han-
delsstrategie konstruieren kénnen:

Ist Vi41 gegeben, so minimieren wir
E [(Cis1 = C)P|F] = E [(Vig1 — (Vi + &1 - (Xew1 — X4)))?|F]

bzgl V, und &;41.
Nehmen wir an, wir befinden uns in einem Marktmodell mit nur einem risky
asset. Dann liefert folgendes rekursives Schema eine mogliche lokal risikomini-

mierende Handelsstrategie:

Vi = H

: _ cov(Vig1, Xer1 — Xe| Fr) 1
o var(Xep1 — Xi|F) fror(en R rozor
V, = E [V;g:r1|]:t] — €t+1 B [ X1 — Xi| R

Warum ist das so? Die minimierende Bedingung (3.4) aus dem Beweis ist

dquivalent zu

cov(Vigp1, X1 — Xo| Ft) — cov(§epr (Xep1 — Xi), (Xepr — Xo)|F) =0

& cov(Vigr, Xep1 — Xol Fy) = Geqr - var (X1 — X Fy) =0
cov(Vig1, Xey1r — Xi|Fy) 1
var( X1 — X¢| Ft) frar(Xen =l o700

< 41 =
Die Definition von V; folgt direkt aus (3.3)

Definieren wir uns auflerdem noch ein f? = V; — & - X; erhalten wir eine

verallgemeinerte Handelsstrategie (fo,f) fiir dessen Endwert Vi = H gilt. Wir
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bendtigen jetzt aber noch eine weitere Bedingung, die sicherstellt, dass diese

Konstruktion eine £2-zuldssige Handelsstrategie liefert. Das fithrt uns zu:

Satz 2. In einem Marktmodell mit nur einem risky asset, in dem eine Konstante

C existiert mit
(B [X: — X 1| Fica))? < C-var(Xy — Xy 1| Fi) P—fs. Vit

definiert obige Rekursion eine lokal risikominimierende Handelsstrategie (éo, é)

Diese Bedingung heifit die Bedingung des Bounded mean-variance trade-off.

Beweis. Wie bereits erwithnt ist nur noch zu zeigen, dass (£°, €) eine £2-zulissige

Handelsstrategie ist. Es gilt:

E [(& - (Xi — Xi-1))?]
() 2
— B B (0~ Xt Tl s ]
_ [coz»(f/,g, Xo = Xoa|Fion)? E (X = X)) Fia] |
var(Xy — X¢—1|Fi—1) var(Xy — Xp—1]Fi—1) {var(Xe=Xi—a|Fi-1) 70}
_ [COU(V}’Xt - X::71|-7:1t71)2 1
var(Xy = Xy 1 Fr1) {var(X,—X,_1|Fi_1)#0}
E [(X¢ — Xy_1)?|Fi-1] |
E[(X: = X¢—1)?[Fea] = E [Xp — Xoa|Fea]?
_ [COU(‘ZbXt - XalFi1)®
var (X, = Xy 11 Fr1) {var(X,—X,_1|Fi_1)#0}
E [(X; — Xy 1)?|F_1]
E (Xt — X¢—1)?[Fea] = E [ Xy — Xy Fea]?
E [(Xy — X¢1)?|Fea] —E [ Xy — Xy 1| Foq)?
E (X = Xi—1)?[Fea] — E [ Xy — Xo 1| Fea]?
_ o eV Xo = Xo | Fia)? E [X; — X; 1| Fa)?
- E| 1+
var(Xe — X¢—1|Fi-1) var((Xy — X¢—1)|Fi-1])
Lvar(X,—X,—1|F)#0}]
cov(Vy, Xy — Xy—1|Fi—1)?
[ var(Xy — Xi—1|Fi-1)
CO'U(Vtht — Xi1]|Feo1)?
var(Xir1 — X¢|Fio1)
< (14C)-E war(Vi|Fi_1)).

1+

IN

(14 0))

= (1+0)-E|

Ist V, quadratintegrierbar so ist der letzte Ausdruck endlich und damit ist

& - (Xy — X;_1) € £2(P) und damit dann V;_; € £2(P). Durch Riickwiirtsin-
duktion folgt die £2-Zuldssigkeit und aus der Konstruktion direkt die Risikomi-
nierung und die Eindeutigkeit. O
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Kehren wir nun zuriick zum Fall eines Marktmodells mit mehreren risky as-
sets. Also X = (X1,..., X%).
Wann existiert eine lokal risikominimierende Handelsstrategie?
Wir bringen nun die Existenz einer Risikominimierenden Handelsstrategie in

Verbindung mit einer Zerlegung fiir den Claim H.

Korollar 1. Zu einem Claim H existiert genau dann eine lokal risikominimie-

rende Handelsstrategie, wenn folgendes gilt: H besitzt eine Zerlegung

T
H=c+Y & (Xy—Xi1)+ Ly P—fs. mit

t=1

c ist eine Konstante,

¢ ist ein d-dimensionaler previsibler Prozess mit
& - (Xy — X)) € LX(P) Wt

und L ist ein quadratintegrierbares P-Martingal und stark orthogonal zu X mit
LO =0
Wenn dies der Fall ist, ist die risikominimierende Handelsstrategie (£2,€) gege-

ben durch f = £ und einen adaptierten Prozess 50 mit

t
§=c md §=c+> & Xo= X))+ L —&- X, fiir t=1,...,T
s=1

Weiter ist die Zerlegung eindeutig, d.h. ¢ und L sind eindeutig bestimmt.

Beweis. ” = " Sei (£°,€) eine risikominimierende Handelsstrategie mit Kos-
tenprozess C. Dann folgt aus Satz 1, dass (éo,é) durchschnittlich selbstfinan-
zierend (also C ein P-Martingal) ist und C stark orthogonal zu X ist. Nun ist
Ly = C, — Cy ebenfalls stark orthogonal zu X und es gilt:

N

E [Li|F,] =E [C; — Co|Fs] = E [Cy|Fs] — Co = Cs — Cop = L

Also ist L ein P-Martingal.
T

= ff:VTZCT+GT=LT+00+GT:éo-i-th'(Xt—Xt—lH-LT

t=1

T
"< 7 Jeine Zerlegung H =c+ > & - (Xy — X4—1) + Lr
t=1
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Betrachte (EO, f) Der Kostenprozess ist dann:

Cr =V, — G,
= ég+ét'Xt_Gt
t t
= C+Zé§'(XS_XS—1>+Lt_ét'Xt+ét'Xt_Z£s'(Xs_Xs—l)
s=1 s=1
= C+Lt

Da L ein P-Martingal und stark orthogonal zu X ist, gilt dies auch fiir C = c+L.
Mit Satz 1 folgt dann, dass (éo, 3 ) lokal risikominimierende Handelsstrategie ist.
Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen:

Sei dafiir durch €, @ und L eine weitere Zerlegung von H gegeben:
T ~ ~
H=¢+Y & (Xy—X;1) + Lr

Betrachte:

ist quadratintegrierbares P-Martingal und stark orthogonal zu X und kann als

stochastisches Integral aufgefasst werden. Starke Orthogonalitéit heifit dann:
0=E [(& — &)X = Xi-1)(Xy — X4—1)|Fea)

S0=F [((& - &)(X: — Xi-1))}Fi_1]

Also ist

~
|
Ju

(gs - fs)(Xs - Xs—l)

(fs - gs)(Xs - Xs—l) -

M-
N

Ny—= Ny 1 =

IV
vl
MR
Il
A

oo
w

t— &)Xy — X)) P—

Il
—
I
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Es gilt also: Ny = N,y P —fs.
@675+Lt7.it1075+.[/t_17zt_1 P —fs.

s Ly — I:t =Ly 41— Et—l P —fs.

Da Ly =0 = Lo, folgt induktiv L = L und dann auch ¢ = ¢
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Kapitel 4

Die Kunita-Watanabe
Zerlegung

Kommen wir nun zur Kunita-Watanabe Zerlegung. Diese liefert uns eine Zer-
legung fiir Martingale in dhnlicher Form wie Korollar 1 fiir den Fall, dass das
zugrunde liegende Mafl P ein Mrtingalmaf ist. Doch zuerst ein paar einleitende

Definitionen.

Definition. Wir bezeichnen nun den Raum aller quadratintegrierbaren

P-Martingale mit H?. Jedes M € H? kann jetzt durch M; = E [My|F;] mit
seinem Endewert Mz € £2(P) identifiziert werden. Wenn wir nun P-f.s. gleiche
Zufallsvariablen identifizieren, wird H? zu einem Hilbertraum, der zu L?(P)

isomorph ist. Das Skalarprodukt auf H? wird definiert durch:
(M,N)3p2 :=E [MyNg], M,N e H?

Definition. Sein S € H? ein Unterraum, dann heiit S stabil, wenn fiir jedes
M € S und jede Stopzeit T gilt: M™ € S.
Hierbei bezeichnet M; := Myin(r¢y, t=0,...,7T
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Korollar 2. Sei S stabiler Unterraum von H2 und L € H? mit Ly = 0. Dann

sind dquivalent:

(i) L ist orthogonal zu S, also

(L,M)HZZO VMeS

(ii) L ist stark orthogonal zu S, also es gilt V M € S

E [(Lt+1 — Lt)(MtJ,_l - Mt)|ft] =0 P—1fsVt

(iii) ¥V M € § ist LM ein Martingal.

Beweis. Aus
E [(Miy1 — My)(New1 — Ni)|Fi] = E [My11Neya |[Fe] — My Ny

folgt direkt die Aquivalenz von (ii) und (iii) sogar unabhingig vom Unterraum.
Fiir (i) < (iii) zeigen wir, dass LM fiir festes M € S genau dann ein Martingal
ist , wenn (L, M™)y2 = 0 fiir alle Stopzeiten 7 < T. Mit Lemma 7 (im Anhang)
folgt dann:

(LyM™)3z =E [LyM7] =E [Ly M| =E [L,M,]
Nun gilt mit Lemma 8:

LM Martingal & E [LMyinrn)] = LoMo = 0
& (LM =E[L,M,]=0 VY7<T

O

Jetzt sind wir bereit fiir den Beweis der Existenz der Kunita- Watanabe Zer-

lequng fir diskrete Zeit:

Satz 3. Sei X ein quadratintegrierbares P-Martingal, also P ein Martingalmaf.
Dann lisst sich jedes Martingal M € H? darstellen als:

t
My=My+ Y & (Xo—Xe1)+Li
s=1
wobei & ein d-dimensionaler vorhersehbarer Prozess ist mit £ - (X; — X4—1) €
L2(P) V t, L ein quadratintegrierbares P-Martingal und stark orthogonal zu X
ist und Ly = 0 gendigt.

Dieses Zerlequng ist eindeutig, d.h. L ist eindeutig bestimmit.

Seite 17



Die Kunita-Watanabe Zerlegung und ihre Anwendungen in der

Finantmathematik

Beweis. Sei
x = { & | € ist d-dim. vorhersehb. Prozess mit & (X, — X,_,) € L*(P) V t}

und als entsprechender Gewinnprozess

Gi(§) =) &(Xe—=Xo1) t=0,...,T
s=1

Dann ist fiir £ € x G(§) quadratintegrierbares P-Martingal, denn nach Defintion
gilt & (X — X¢_1) € L£%(P) und nach Voraussetzung ist (X; — X;_1) ein P-

Martingal, was uns liefert:
E [Gi(&) = Gi-1(§)|Fi-1] = E [§( X — Xo1)[Fe1] = & B [Xe — Xy 1| Fy1] = 0

Damit ist G als der Raum aller dieser Gewinnprozessen linaerer Teilraum von
H? (Linearitét ist klar). Da H? isomorph zu L?(P) ist, in dem die Gewinnpro-
zesse einen abgeschlossenen Unterraum darstellen, ist auch G abgeschlossener
Unterraum von H2. Die wichtigste Eigenschaft ist aber, dass G stabil ist:

Sei € € x, T eine Stopzeit. Dann gilt:

min(t,) t
Gmin(t,‘r) (f) = Z gs(Xa: _Xs—l) = Zfs 'I{SST}(XS _Xs—l) = Gt(gs) eg
s=1 s=1

fiir & :=¢&, As<ry £ ist € x, weil gilt:
E (& (Xe = X1))?] <E [(& - (Xe — Xi1))°] <00

Nun machen wir uns diese Reihe von Eigenschaften von G zunutze: Da G abge-
schlossen ist, konne wir mit den tiblichen Verfahren im Hilbertraum orthogonale
Projektionen auf G bilden. Sei nun also N das Ergebnis der orthogonalen Pro-
jektion von M — My auf G fiir M € H?. Dannist N € Gund L := M — My — N
ist orthogonal zu G.

Korollar 2 sagt uns nun, dass in stabilen Unterrdumen Orthogonalitit im hil-
bertschen Sinne mit starker Orthogonalitét iibereinstimmt, dass also L stark
orthogonal zu G ist. Dann gilt V G(&) € G:

E [(Lit1 — Le)(Gry1(§) — GL§)|Fe] =0V ¢
= E [(Lit1 — Le)(§e41 (Ko — X)) | R =0V ¢
= £t+1 -E [(Lt+1 - Lt)(Xt+1 - Xt)|ft] =0V t, da £t+1 ft — messbar ist

= L stark orthogonal zu X
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Damit ist M = My + N + L die gesuchte Zerlegung. Die Eindeutigkeit folgt

analog zu der in Korollar 1. O

Das bedeutet nun, dass, wenn wir unter einem Martingalmafl arbeiten, fir
jeden Claim eine eindeutige lokal risikominimierende Handelsstrategie existiert
und wir sogar wissen, wie diese aussieht.

Fiir den Werteprozess V gilt eindeutig V; = E [H|F;] ¥ t und der Kostenprozess
ist gegeben durch:

t t

Cr=Vi—G=Vo+> & (Xo=Xeo))+Li =) & (Xo—Xooy = Vo — Ly
s=1 s=1

Aus der Darstellung des Werteprozesses wird deutlich, dass dieser den arbitra-

gefreien Preisprozess fiir den Claim darstellt.

Was tun wir aber, wenn jetzt P kein Martingalmaf ist? Existiert dann ein dqui-

valentes Martingalmaf} P, sodass
E [H |]'— t] =W

Und wie konnte dieses aussehen? Diesen Fragen widmen wir uns im néchsten
Kapitel.
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Kapitel 5

Das Minimale

Martingalmaf3

Definition. Ein minimales Martingalmaf$ ist ein dquivalentes Martingalmaf}

P e P fiir das folgende 2 Bedingungen gelten:

AN 2

dP

E -
(dP) < 0

YV M € H? und M stark orthogonal zu X gilt : P ist P Martingal.

Woher wissen wir nun, dass die vorher gestellte Bedingung fiir dieses minimale
Martingalmafl zutrifft, sofern es iiberhaupt existiert? Gilt also fiir ein minima-
les Martingalmaf P und den Werteprozess V einer lokal risikominimierenden
Handelsstrategie

Vi=R[HF]Vt=0,...,T.7

Antwort: Ja, denn: Benutzen wir Korollar 1 fiir unseren Claim H, so erhalten

wir:
T

H:C+th‘(Xt*Xt—1)+LT

t=1
und damit .
Vi=c+ Y & (Xo—Xo) + Li.
s=1
& (Xs— Xs—1) und g—fz sind bzgl P quadratintegrierbar, also gilt:
& (Xs—Xso1) € £1(13) Wir wissen auflerdem von dem Prozess L, dass er laut
Definition der Zerlegungen ein zu X stark orthogonales quadratintegrierbares

P-Martingal ist. Da P minimales Martingalmaf ist, ist L auch ein P—Martingal.
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V ist also auch P—Martingal und mit Vp = H folgt, dass das oben definierte

Maf die Bedingung, fiir die es definiert wurde, erfiillt, sofern es existiert.

5.1 Martingale unter Mafiwechseln

Wir wollen nun die Eigenschaften und Charakteristiken solcher minimalen Mar-
tingalmafle ndher betrachten, um Voraussetzungen fiir dessen Existenz zu erlan-
gen. Dazu miissen wir uns zunéchst ansehen, wie sich dquivalente Malwechsel

auf Martingale auswirken:

Lemma 4. Sei P ein zu P dquivaltes Wahrscheinlichkeitsmaf8 und M ein ad-
aptierter Prozess bzgl P. Dann gilt:
M st ein P-Martingal s M, -E [%U—}} ,t=0,...,T ist ein P-Martingal

Beweis. Fiir den Beweis des Lemmas benétigen wir ein weiteres Lemma, welches

wir hier aber nicht beweisen wollen:

Lemma 5 (Lemma*). Fir zwei Mafle P und Q gelte Q << P bzgl einer o-
Algebra F mit der Dichte . Fiir jedes F-messbare M > 0 gilt dann:

Ep [u|Fo] - Eq [M|Fo] = E [M - p|Fol@Q — f.s.

Nun zum Beweis obigen Lemmas: Definieren wir zuerst den bedingten Erwar-

tungsprozess der Dichte von P bzgl P:
dpP
E |:dP|ft:| = Zt.

Dieser Prozess Z ist P-f.s. strikt positiv, da P dquivalent zu P ist. Auferdem

gilt:
Ep [M - Z,) =Ep {M-IE B];m“ =Ep [M]-Ep [E [ff;m“
_— [Mflﬂﬁp g

Also: M, € El(I:’) & M7 € LY(P). Nun kénnen wir Lemma* anwenden,
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welches folgendes Resultat liefert:

dP - - dP
Ep [dP'ft} ‘Ep [Mi11|Fy] =Ep |:Mt+1 : dp|ft]
- - dP
& ZiEp halF] =B Tal7) Br | 7517

v - dp
& ZLp-Ep [Mya|F] =Ep [Mya|F] - Ep {]EP LZPU:Hl] |]:J

& Zi-Ep [Mt+1|Ft] =Ep [Mt+1|}-t] -Ep [Z141]F]
& Zp-Bp [Mya|F) =Ep [Mygy - Zpia|F

Es folgt:

]Ep [Mt+1‘ft} - Mt
= Zt]Ep [Mt+1|]:t]:Zt'Mt
< Ep [Mt-s-th-s-l\]:t] =7 M,

O

Lernen wir nun ein Martingal kennen, welches im Folgenden noch sehr wichtig
ist, da es eine Zerlegung fiir den erwarteten Dichteprozess von zwei zueinander

dquivalenten Wahrscheinlichkeitsmafien liefert:

Korollar 3. Sei P ein zu P &quivalentes Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann exis-

tiert ein P-Martingal A mit

Ao =1 (5.1)
At+1 — At >—-1P—fs. Vt (52)

dp
und derart, dass fiir das Dichte-Martingal Z; = E Llpu:t] ,t=0,...,T

auch folgende Darstellung existiert:
t

Zy = [+ A= Ac),t=0,...,T
s=1
Diese Darstellung bezeichnen wir im Folgenden als die "+-Darstellung".
Es gilt auch die Umkehrung, d.h. erfiillt ein P-Martingal A (5.1) und (5.2) und
liefert fiir das P-Martingal Z die *-Darstellung , so definiert dP := Zp dP ein

zu P dquivalentes Wahrscheinlichkeitsma$.
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L

Beweis. "=
Sei P aquivalent zu P. Dann definieren wir A wie vorgegeben mit Ay = 1 und

ansonsten durch

Zy — Zy—
Api=Apq + 22 et =1,...,T.
Zy1
Gelten nun auch (5.2) und die *-Darstellung?

x-Darstellung:

Zy =N —MNh) - Zi 1+ Zy
= Zi=1+MN—-N1) Zi
= Zi=1+M—-MN1)A+AM1—N2) - Zo

t
= Z,= H(1 +As—Ae1) - Zo
s=1
t

= Z= [ +A—Asn)
s=1
(5.2):
Da P und P dquivalent sind, gilt fiir die erwartete Dichte Z; > 0 V ¢ und mit

der x-Darstellung:

t
[[a+A-A)>0ve

s=1

= 14+A—A1>0V¢
= AN —ANq> -1

Als néchstes miissen wir noch zeigen, dass A ein Martingal ist. Also zuerst, dass
Ay € LY(P).

Beweis per Induktion:

I.LA.: t = 0: Folgt aus Definition

LV.: Sei A; € L1(P).

1.S.: Da Z > 0 existiert E [Z%—tlwt] und es gilt:

Z 1
E |22 F | = = E [Z41|F] = 1, da Z Martingal
Zy Zy

Zt+1 1
—— e L (P
Zy €L(P)

Zt+1_Zt_A+
— =M\

= AN =A
t+1 t+ 7, 7,
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Es bleibt noch zu zeigen, dass A die Martingalseigenschaft erfullt:
Da Z ein Martingal ist, gilt:

1
E [Zt+1|]:t] = Zt = =

-E [Zt+1|./rt] =1,da Z; >0
Zy

Z

< E |: tZJrl — 1|ft:| =0 E [At+1 — At|ft] =0.
t

||¢“

Es existiere ein solches P-Martingal A. Dann gilt:

dP dP

Also sind P und P #quivalent. O

Schauen wir uns nun an, was mit einem Martingal M geschieht, wenn wir
vom zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmafl P zu einem dquivalenten Wahr-
scheinlichkeitsmaB P wechseln.

Im Allgemeinen wird M unter P kein Martingal mehr sein, sodass wir, wenn wir
M mithilfe der Doob-Zerlegung darstellen, einen nicht-trivialen vorhersehbaren

Prozess (A¢)i=1,...,r erhalten:
M=M+A bzw M =M — A

fiir ein eindeutig festgelegtes P-Martingal M.
Das folgende Korollar erlaubt uns, diesen Prozess A mit dem in der x-Darstellung

auftretenden Prozess A darzustellen.

Korollar 4. Seien P und P #quivalente WahrscheinlichkeitsmaBe und sei weiter
A das in der *-Darstellung des Dichteprozesses Z; = E [%Uﬁ} auftretende P-
Martingal. Dann gilt:

Ist M ein P-Martingal, sodass M, integrierbar ist fiir alle t, so ist

t
My =My + Y B [(As = Agq) (M — My 1)| Fo 1]
s=1

ein P-Martingal.
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Beweis. Zu allererst sollten wir bemerken, dass

H (1 + As - As—l)
(Ae = Apa)(My — My ) = | 5

t
[T+ As — A

s=1

=

—1| (M — M)

=

Z, o
= — 1) (M — M—
(5 - 1) (i = ¥ty
1

- Zt_l . (Zt . (Mt — Mtfl)) - (Mt - Mtfl) (53)

Nach Lemma 4 ist nun aber Z; - (Mt - Mt,l) ein Martingalzuwachs und inte-
grierbar.

Definieren wir nun 7, := min( inf{ t | Z, < 1} , T ) fir n> 2, so gilt
(Ap = A1) (My — My—1) - Iy, 5y € LY(P). Speziell sind alle bedingten Erwar-
tungswerte, die im Laufe dieses Korollars auftreten P-f.s. wohldefiniert.

Mit (5.3) gilt nun mit unserer Schlussfolgerung zu Beginn des Beweises auf
{mn >t} P-f.s. die Gleichung

E [M; — My_1|F;—1]
1
Zi—
1 . 3 3 3
= B [Ze(My — My—1)|Fe—1] — E [(Ag — Ap—1) (M — My—1)|Fi—1]

Zi-1

= —E [(Ae — Ap—1)(My — My—1)|Fea),
da Zt(J\Z/t — Mt,l) Martingalzuwachs ist.

= E

Zi(My — My—y) — (Ay — Ay—1)(My — My_y)|Fey

Zeigen wir nun damit, dass M ein P-Martingal ist:

E [My — My_1|Fi—1]
¢

— B ([(¥; — My—1) + 3 E [(Ay = Asmt) (3 — Ny—1)| Fyi]

- Z_:E [(As = A1) (My — My_1)|Fooa] | Fia]

E [M; — My—1|Fi1]) + E [E [(Ay — Ap—1)(My — My—1)|Fi—1] |Fi1]
_E [(At - Atfl)(Mt - Mt71)|—7:t71] + E [(At - At71)<Mt - Mt71)|]:t71}
=0
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Da wir gerade nicht notwendigerweise unter Martingalmafien arbeiten, ist
auch der diskontierte Preisprozess X kein Martingal. Daher macht es durchaus
Sinn, sich die Doob-Zerlegung des Aktienpreisprozesses X unter P anzusehen.
Diese ist

X =Y + B,

wobei (By)¢=1,.. v ein d-dimensionaler vorhersehbarer Prozess und Y ein d-
dimensionales P-Martingal ist.

Fithren wir nun einen dquivalenten Mafiwechsel von P nach P* durch, so kon-
nen wir mit Korollar 4 an der Form des Prozesses B feststellen, ob X ein P*-

Martingal ist, also ob P* ein Martingalmaf ist. Also:

Korollar 5. Seien P* und P dquivalent, sodass fiir jedes t E* [|Xy|] < oo gilt.
Sei weiter A wie bisher der aus der *-Darstellung von Z bekannte Prozess.
Dann ist P* genau dann ein dquivalentes Martingalmafl; wenn fiir den Prozess

B aus obiger Doob-Zerlegung von X bzgl P gilt:

t t

By ==Y E[(As—Ae1)(Yo—Yer1)|Faca] = = Y E[(As—Ae1)(Xo—Xo1) [ Fa]

s=1 s=1
P-fs. furallet=0,...,T.
Beweis. "="

Sei also P* ein dquivalentes Martingalmaf}, so folgt mit Korollar 4 aus

t
Yi=Xi+ Y E[(As = A1) (Xo — Xoo1)|Foor] und X, = Y; + By

s=1
direkt .
By ==Y E[(A = A1)(X, = Xoo1) | Fomi]
s=1
und analog
t
Bi= =Y E [(As = M) (Ve = Yer) | Fii]
s=1
||¢||

Betrachten wir zuerst mit X = Y™* 4 B* die Doob-Zerlegung von X bzgl P* mit
dem P*-Martingal Y* und dem vorhersehbaren Prozess (B} )¢=1,... 7. Bemiihen

wir wieder Korollar 4, so bildet nun
Y=Y+ By

. ¢
mit By = > E [(As — As—1)(Ys — Ys_1)|Fs—1] = —B; ein P-Martingal.
s=1
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Esist Y = X — B=Y"+4 B* — B ein P-Martingal. Mit der Doob-Zerlegung
von Y* bzgl. P folgt Y* =Y 4+ B — B*. Also

Y+B-B*=Y*=Y*"-B*=Y*+B

Da die Doob-Zerlegung eindeutig ist, gilt dann B* = 0. Damit ist X = Y* ein
P*-Martingal und folglich P* ein Martingalmaf. O

5.2 Das minimale Martingalmaf

Nachdem wir nun gesehen haben, wie wir dquivalente Martingalmafle identifi-
zieren konnen, wollen wir nun herausfinden, wann ein solches dquivalentes Mar-

tingalmafl minimal ist. Die Antwort darauf liefert

Korollar 6. Sei P € P ein dquivalentes Martingalmafl mit quadratintegrierba-

rer Dichte g—;;. Dann gilt:

P ist minimales Martingalma < A aus der * —Darstellung besitzt eine

Darstellung
t

Ay=1+> A (Ya=Ye),t=0,...,T
s=1

wobei Y dem P-Martingal in der Doob-
von X entspricht und A ein d-dimensionaler

Prozess ist.

Beweis. "<"

A aus der #-Darstellung besitze selbst eine Darstellung

1
Ay=1+> A+ (Ya=Yoq),t=0,...,T
s=1
mit Y und A\ wie oben.
Sei nun M € H? stark orthogonal X. Dann miissen wir zeigen, dass M auch ein
ﬁ—Martingal ist und dann ist P per Definition ein minimales Martingalmaf.
Betrachten wir zunidchst MZ mit Z; := E [%U—}].
Da M und Z quadratintegrierbar sind, folgt sofort, dass M;Z; € L1(P).

Nun definieren wir Stopzeiten

Tni=inf{t>0]| | \y1| >n }

Seite 27



Die Kunita-Watanabe Zerlegung und ihre Anwendungen in der

Finantmathematik

und die zugehorigen P-Martingale
A™ := A in 7, gestoppt.

Da X quadratintegrierbar ist, folgt mit der Jensenschen Ungleichung fiir Erwar-
tungswerte, dass E [|Y;]?] < co V t. Dann ist aufgrund der Darstellung aus der
Voraussetzung insbesondere auch M A™ integrierbar.

AuBlerdem folgt aus der starken Orthogonalitat von M und Y (diese folgt direkt
aus der starken Orthogonalitit von M und X) und mit Korollar 2, dass MY
ein d-dimensionales P-Martingal ist.

Die entsprechende Aquivalenz in Korollar 2 gilt, wie im Beweis beschrieben,
auch unabhdngig von stabilen Unterrdumen.

Dadurch gilt:

E [Miy1 - (Mg — A7)IF
t+1
= E My Ujacr,y - (14 A (Y = Yaia)
s=1

= Tpzry (L4 A (Ve = Ya1)]| A

s=1

t+1 t
= E [MM- Tgpcry - [0+ Ae- (Vo= Yain) = (14> A (Yo = Y1) ]m]
s=1 s=1

E [Mt+1 ' [I{t+1§7—n} '>\t+1 . (Yt+1 - Y;s)] |~7:t]
und mit der Vorhersehbarkeit von A\

= Ipqi<ry A [B My Yo | F) — B [Mya1 Y| F
= I{t+1§m} “Aty1 [MtY;S - E[Mt+1Yt\fd : Y;s]
= I{t+1§rn} ) >\t+1 : (MtY;: - Mth) =0

Die Indikatorfunktion macht hier deutlich, wann der obige Ausdruck {iberhaupt

Sinn ergibt.
¢
Fir Z[» = Hl(l + A" — Al ) quadratintegrierbar gilt nun:
5=

E [M1Z]} | F]
= E [Myp1-(Z{ - (L+ Al — AR

= Z[" B [Mypa (T + Afyy — A7) [F]
= Z[" B [My1|F] + E[Mya (A, — A7)[F]

=z M,
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Also ist Z™ M ein P-Martingal ¥V n. Wenn wir jetzt das Optional Sampling
Theorem benutzen konnen, so liefert es, dass (Z"™"M)™ = (ZM)™ ein P-
Martingal ist.

Wir miissen aber zuerst iiberpriifen, ob Optional Sampling hier anwendbar ist:
(1)

P(r, < o0) =1V nist klar

(2)

Z™ M e L*(P)=Z™" M¢e L (P)=Z™ -M¢e LY(P)=E[|Z™M]|] <
(3)

JA =1 <) 27 M|dP = [|Z™M|dP — P({1, < m})- [|Z™M|dP — 0

da P({m, < m}) — 1 fiir m — oo Es gelten weiter, dass 7, T T P-f.s. und

|M2 23| < Z |M,Zs| € L1(P)
Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz fir bedingte Erwartungswerte

folgt nun:

E [Mt+1Zt+1|./rt] = hTm E [MtTﬁlZTnl > ft} = hm .Z\IT"ZTn MtZt

= MZ ist ein P-Martingal. Mit Lemma 4 ist folglich M ein p—Martingal und
damit ist P ein minimales Martingalma$.

||:>||

Sei nun P ein minimales Martingalmaf3

zz.: A besitzt Darstellung als

t
At:1+z)\s'(y's_yvsfl)a t:Ow"aT

s=1

fiir das P-Martingal Y aus der Doob-Zerlegung von X und einen d-dimensionalen
vorhersehbaren Prozess .
Fiir diese Beweisrichtung benotigen wir nun die Kunita- Watanabe-Zerlegung des

Erwartungsdichteprozesses Z bzgl. P:
t
Zy =14 ne- (Vo= Ye1) + Ly

mit einem d-dimensionalen vorhersehbaren Prozess 1, dem quadratintegrierba-
rem Martingal Y und einem quadratintegrierbaren P-Martingal L, welches stark

orthogonal zu Y ist. Die folgenden Umformungen zeigen, dass daraus auch die
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starke Orthogonalitit von L zu X folgt:

Xy = Xo—1)(Le — Le—1)|Fi—1]

Yi+ By = Y1 — Bio1)(Ly — L] Fe 1]

Y =Y 1) (Lt — L) | Fea] + E (Bt — Be—1) (Lt — Ly—1)| Fi—1]

By — By—1)(Li — Ly—1)|Fi—1]

BiLy|Fi1] = E [BiLi1|Fi1] = E [Bio1Le|Fioa] + E [Be1 L1 Fi1]

= By E [Ly|Fi—1] — BeLt—1 — Bi—1 - E [Ly|Fi—1] + Bi—1L¢—1, da B vorhersehb.
= 0, da L ein Martingal ist

Da P nach Voraussetzung ein minimales Martingalmaf ist, ist L auch ein P-

Martingal und mit Lemma 4 ist folglich LZ ein P-Martingal, wobei gilt:

s=1 s=1

t t
@&zLFG+ZMym—n1H¢J=Lﬁifihym—ngwm

Wir wissen jetzt bereits, dass L ein P-Martingal ist. Da L und Y stark or-
thogonale P-Martingale sind, folgt mit Korollar 2 wie oben, dass LY ebenfalls

t

ein P-Martingal ist, also auch der mittlere Summand L; - > ns - (Ys — Ys-1)
s=1

(ns - (Ys — Ys_1) € L2(P)). Da LZ insgesamt ein P-Martingal ist, muss also L?

auch ein P-Martingal sein, was bedeutet, dass
E [L}] = L§ =0,

womit folgt, dass L P-f.s. verschwindet.

t
Also ist in der Kunita-Watanabe-Zerlegung Z; = 1+ > 75 - (Y5 — Y5—1) und

s=1
damit
L1 — 24
Arpr = Ay = =5
t
1 t+1 t
= Z . <1+Z775 . (}/s _Y;—1)> - <1+Z775 : (Ys _n—1)>]
s=1 s=1
1

A ep1 (Yepr = V).

Definieren wir nun noch passend den Prozess

At 1= Ztnt— T d — dim. vorh., da n d — dim. vorh. ist,
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so gilt:

A=A+ Mg1 - (Yo — YR)

t
= M=14> A (Yi—Yi)t=0,...,T, daX =1
s=0

O

Diese Darstellung von A bedeutet fiir die Dichte Z eines minimalen Martin-

galmafles
¢

Zi =T+ N (Vi —Yi)

s=1
Wir wissen also welche Form der Dichteprozess haben muss, damit ein minima-
les Martingalmaf} vorliegt.
Es stellt sich jetzt noch die Frage, ob ein solches minimales Martingalmaf ein-

deutig bestimmt ist, oder ob es mehrere geben kann. Dazu:
Korollar 7. Es existiert hochstens ein minimales Martingalmafl

Beweis. Nehmen wir also an, es gdbe zwei minimale Martingalmafle Pund P
Um zu zeigen, dass die beiden Mafle iibereinstimmen, zeigen wir dann, dass ihre
Dichten bzgl. des zugrundeliegenden Mafles P {ibereinstimmen.

Weiter seien A bzw A’ die entsprechenden Prozesse aus der *-Darstellung.

Da Y nun sowohl P- als auch P’ -Martingal ist, folgt mit der Eindeutigkeit der
Doob-Zerlegung , dass B = B’.

Mithilfe von Korollar 5 gilt dann mit N := A — A"

E [(Ar = A1) (Ve = Yi1)[Fema] = B [(A} = AL 1) (Ve — Yio) | Fei]
& E[(Ar— A — A+ ALY = Yi1)[Feoa] = 0
& E[(Ne = Ne1)(Ye = Y1) Fea] = 0.

Also ist N stark orthogonal zu Y.
Mit Korollar 6 gilt fiir N:

t t
No=A =&, = (1+3 A (V= Yon) = (14 SN (Ve = Yih)
s=1 s=1
t
= D A A Y)Y it

s=1

Mit der bekannten Stopzeit 7, := inf{ ¢ | [\1 — A, ;| > n} folgt N™ € L2(P),
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sodass wir oben begonnene Aquivalenzen fortsetzen koénnen:

E [(Nt = Ne—1)(Ye = Y1) Feoa] =
t t—1

e B[O (= A)Ye = Yer1) = > (A = M)(Ys = Ye1))| Famr | =0
s=1

< [(;;:— N (Vs = Y1) (Ys = Yoo1)|Fs1] =0
A [(As - X )(Ys Ys 1) |-7:s 1] 0
A [(()‘s - X)(Ys Y, 1)) ‘]:s 1]

Also
N* =N =M-N_)(Ye—Y;—1)=0P —fs.

=Nn"=0P—fs. = N=0P—-fs. ==\ P —f{s.
=pP=p O

In einem Finanzmarktmodell mit nur einem risky asset ist es sogar moglich,
den Prozess A aus der Dichte genau zu bestimmen und somit den gesamten
Prozess. Da ein Maf3 vollstdndig tiber seine Dichte definiert werden kann, konnen
wir das minimale Martingalmafl sogar genau charakterisieren.

Zuerst stellen wir fest, was aus der Existenz eines minimalen Martingalmafles

im eindimensionalen Fall gefolgert werden kann.

Korollar 8. Sei d = 1 und es existiere ein minimales Martingalmafl P. Dann
gelten P-f.s. auf {var(X; — X¢—1|Fi—1) # 0}:

(Xt —Xe-1) E Xy — X4 By ] <E [(Xy — Xy1)? | Fea] V
und der in der Darstellung von A in Korollar 6 auftretende, vorhersehbare

Prozess M ist von der Form :
\ = —E [ Xy — X¢—1|Fi-1]
t var(Xy — Xi—1|Fi-1)

Beweis. Wir zeigen zuerst die zweite Folgerung, da aus ihr relativ direkt die
erste folgt: Mit der Doob-Zerlegung von X bzgl P X =Y + B, die wir vorher

schon kennengelernt haben, gilt:

0 = EY, YR =E[(Xy — Xoo1)(Br — Bi—1)|Fi—1]
= E[X¢ = Xia|Feoa] = [E [B|Fia] — E [Bi—1|Fe-al]
= E [X;— X;—1|Fi-1] — (Bt — B—1), da B vorhersehbar
= B;y—B;1 =E [X; — X;_1|Fi-1]
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Damit gilt nun weiter:

E [(Y; - Y;1)?| Fia]

E [((X¢ = Xe—1) = (Br = B1-1))?| Fi—1]

= E[(X: = Xi-1)*|Fo1] = 2B [(X¢ — X¢-1)(Bi — Bi—1)|Fi1]
+E [(B; — By—1)?|Fi-1]

= E[(X; = Xi1)*|Fia] = 2B [(Xs — Xy )| Fea]B (X — Xpo1)| Foa]
+E [(X; — Xi—1)|Fi—1)?

= wvar(Xy — Xy—1|Fi—1)

Ziehen wir jetzt Korollar 5 heran, so kann man folgern:

By — By = —E [(A¢ — A1) (Y — Y1) | Fe—i]

& E X — Xl Feoa]l = —E [ - (Vs = Yio1) (Ve — Y1) | Feoa]
E [X; — X 1| F1]
E [(Y; = Yio1)?[Fi-i]
E (X — X 1|Fi—1]
var(Xy — Xe—1|Fi-1

= —\, da A\; vorhersehbar

s = —

Nun zur ersten Folgerung: Nach Korollar 3 gilt:
M-V —Yi)=A— Ao >—1

Mit obigen Erkenntnissen ist dies dquivalent zu:

—E [X; — X1 Fi—1]
var(Xy — Xi—1|Fi—1
& —E[X:— X | Foa]- (Y —Yi)

> —E [(X; — X;-1)?Fe1] + E [Xe — Xpo1]| F1]?
& E[(Xt— Xi-1)}Fioa] > E[Xy — Xy Fia]?
+E [X¢ — Xi1|Fea] - (Y — Yioa)
& E[(X:— X 1)} Fioa]) > E Xy — X | Fia]?
+E [ Xy — Xy 1| Fi—a] - (Xe = Xy4—1) — (By — Bi—1))
& E[(Xi— Xi-1)YFio1] > E[Xy — Xy Fii]?
+(X¢ = Xe—1)E [Xy — X4 1| Foma] — E [Xy — Xy1|Fa]?
& E[(X;— X 1)?|Foa] > (Xy — Xi)E [ Xy — Xo 1| Fid]

(Y = Yi1) > -1
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In die andere Richtung kann man sich nun auch tiberlegen, was fiir ein Modell
gegeben sein muss, damit ein minimales Martingalmaf existiert und weiter wie

dieses genau aussieht.

Satz 6. Sei also d = 1. Gelten fiir ein Marktmodell folgende zwei Bedingungen,

so existiert ein minimales Martingalmaf p fiir dieses Modell:

(1) (Xe—Xi1) E[Xy —Xe 1 F ] <E[(Xy — Xe 1)} Fea] YV
Bedingung 1 im vorherigen Korollar
(i) : B [Xi— X | Fa]? < C-var(Xy — X¢_1|Fi1) P fs. VL.

Bedingung des bounded mean-variance trade-offs

Der Dichteprozess Z—}Ii = Zr st dann durch die zuvor erhaltenen Darstellungen

von Z,A und \ gegeben.

Beweis. Wir nutzen die bekannte Doob-Zerlegung fiir X bzgl P und nehmen
an, A sei wie in (5.5) definiert. Nun folgt aus der Bounded mean-variance trade-

off-Bedingung

E [X; — Xi1|Fi-1]? < C-var(Xy — Xe_1|Fi-1)

(=X¢ -var(Xs — X;_1]|Fe-1))? < C -var(Xy — Xo_1|Fio1)
A var(Xy — X; | Fiq) < C

A CE (Y - Yiq)? | Fod] <O

E [(A(Y: — Y1)} Fea] < C

K A

wie im Beweis von Korollar 8. .
Dann ist A mit der Darstellung aus Korollar 6, Ay = 1+ > s+ (Vs — Ys_1)

s=1
quadratintegrierbar und da Y P-Martingal ist, ist A; auch P-Martingal.

Nun betrachten wir Z in der *-Darstellung:

t t

Zy= [0+ A = Asr) = [T+ As - (¥ = Yara))

s=1 s=1

Z ist jetzt strikt positiv, da im vorherigen Beweis bereits gezeigt wurde, dass
(Xe — Xio1) B [Xy — Xy Fra] < E [(Xy — X4-1)*|Fa]

dquivalent zu Ay — Ay_1 > —1 V t ist.
Wie schon A ist nun auch Z quadratintegrierbares P-Martingal, da Y P-Martingal
ist und E [(A(Y; — Yi—1))?|Fio1] < C.

Mit Korollar 3 ist Z nun Dichteprozess eines dquivaltenten Wahrscheinlichkeits-
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mafes P mit quadratintegrierbarer Dichte % und X; P-integrierbar fiir alle ¢.
Ist P denn auch minimales Martingalmaf3?

Unter Anwendung vorheriger Erkenntnisse betrachte:

E [(A¢r = Ap—1)(Yy — Yi1) | Fo—a]
= E [N (Y —Yio1)?|Fea]
= A -var(Xy — X 1| Fi—1)
= —E[X; — Xy |Fid]

= —(B;— Bi-1)
B = Y E (A M) (Y - Vo)l P

s=1

Mit Korollar 5 ist dann P ein minimales Martingalmaf. Da es davon hochstens
eines gibt, ist P auch eindeutig. O

Seite 35



Kapitel 6
Das Trinomialmodell

In diesem Kapitel wollen wir uns damit beschéftigen, den Wert eines Claims im
Trinomialmodell zu bestimmen. Dafiir haben wir im Verlaufe dieser Arbeit zwei
unterschiedliche Methoden kennengelernt. Zum einen die rekursive Berechnung
aus Kapitel 3 und zum Anderen iiber den Erwartungswert bzgl. eines minimalen
Martingalmafes.

Wir werden dafiir zuerst priifen miissen, ob die beiden Verfahren im Trinomi-
almodell anwendbar sind, also ob die zuvor gestellten Voraussetzungen an das
Modell erfiillt sind.

Das Trinomialmodell

Gegeben sei ein Trinomialmodell mit 7" Perioden mit einem risky asset .S mit
Sy = So - ulr - mMe . qPe.

Dabei bezeichnen w, m und d die drei verschiedenen Sprunghéhen und U, M
und D seien Zufallsvariablen, die die Anzahl der jeweiligen Spriinge bis zum
Zeitpunkt t zéhlen. Also:

t
U = Z LR, +1=u}
s=1

t

M, = Zl{RS—&-l:m}
s=1
t

Dy = ) lnoi=a
s=1
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mit R; als unabhéngig identisch verteilte quadratintegrierbare Zufallsvariablen,

die die Returns des Aktienprozesses in t darstellen. Es gilt also auch:
Sy =Si—1- (Req1)-
Weiter bezeichne S° den Preisprozess der risikolosen Anlage
Sy =(1+p).

Damit erhalten wir dann unseren diskontierten Preisprozess des risky assets

X, =t % ~ﬁ(1+R)
T +pt (+pt ML o

Das Trinomialmodell ist unvollstandig, also wollen wir versuchen mithilfe von
einer verallgemeinerten Handelsstrategie und dem zuvor erhltenen Schema eine
Hedgingstrategie und dessen Anfangspreis fiir gegebenen Claim H zu ermitteln.
Es gilt jedoch zuerst zu zeigen, dass solch eine lokal risikominimierende Han-
delsstrategie existiert, also dass das Trinomialmodell die Bedingung des Boun-
ded mean-variance trade-offs erfiillt:

Betrachte:

0 < var(Ry|Fi_1) = var(R; — p|Fi_1) = E [(R; — p)?|Fi—1] — E [Ry — p| Fy_1)?
= E [(Ry — p)*|Fe-1] > E [Ry — p| F—1]?

Dann gilt:

E[X; — X; 1| Fi-1]”

1+R 2
- E {Xt- : +pt —Xt_1|]-"t_1}
1+ R
1
= E[X;_:- m(Rt — )| Feo1)?
1
- (1 +p)2 : Xt2—1 - [(Rt - p)|ft—1]2
1
< (1 + p)g : Xt2—1 ‘E [(Rt - p)2|ft—1]
1
= E [Xt{l ’ 72(Rt - P)2|]:t71]
(1+p)
1
= E[(X¢-1- m(Rt = p))?|Fi-1]

= E[(X¢— X 1)*|Fia]
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Also E [Xt — Xt71|~/—_.t71]2 < E [(Xt — Xt71)2|-/rt71] fur ein 6 < 1.
Sei § = CL_H fiir ein C' > 0, so folgt:

(C+1)-E[Xy — Xy 1| Fa]® < C-E[(Xi — Xi—1)?Fer]
SE X, — Xia|Fo1)? < C-var(Xy — Xo—1]Fi-1)

Nach Satz 2 existiert fiir beliebigen Claim H im Trinomialmodell eine lokal
risikominimierende Handelsstrategie.

Gilt E [(R;—p)|Fi—1] = 0 also E [R;|Fi—1] = p, so ist sogar E [ X; — X;_1|Fi—1] =
0 und somit das zugehorige Mafl P ein Martingalmaf.

Versuchen wir nun explizit den Anfangswert eines Claims zu berechnen. Sei dazu
T =1, also betrachten wir ein Trinomialmodell iiber eine Periode. Der Claim,
den es zu hedgen gilt, sei ein Call mit Underlying S und Strike K.

Der Payoff des Claims ist also: H =V} = (81 — K) - 115, k}

Mithilfe der in Kapitel 3 erhaltenen Formeln ergibt sich dann:

cov(Vy, X1 — Xo)
var(X; — Xo)

cov(Vy, Xq)
var(Xy)

L 5 -cov(V7, S1)

(1+p
-var(Sy)

& =

_ H(;) -(E Vi$1] — E [V]E [51])

(B s (S — K81~ E [l 5y(51 — KVJE [5 - 1)
L p)l'i((g > K (& (2] - KE [5,] ~ E [$1 + KE[S)))

= (L+p)-P({5 > K})

Damit ist der Wert zum Zeitpunkt 0:

Voo = EWVi]—(14p)P{S >K})-E X1 — Xo]
= P({S1 > K}) (E[5] - K) - (1+p)P{S > K}) - (E [Xi1] = Xo)

= PUSi> KD [E[$1= K= (149 [735]+ (1 +)5)
= P((8i> K)) (1) - K)
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Versuchen wir nun das gleiche mithilfe eines moglichen minimalen Martingal-
mafes. Dafiir miissen wir zuerst feststellen, ob ein solches Maf} existiert.

Satz 6 liefert uns dafiir zwei Bedingungen, von denen gepriift werden muss, ob
sie in einem Trinomialmodell, wie wir es vorgegeben haben, gelten. Dies werden
wir nun mit wieder beliebigem 7' durchfithren:

Als erstes stellen wir fest, dass die Bedingung des bounded mean-variance trade-
offs fiir unser Modell erfiillt ist, wie zuvor bereits gezeigt.

Prifen wir also weiter, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen auch die zweite

Bedingung
(X —X21) B[ Xy — Xy 1| Fooa] <E[(Xy — X4_1)?|Feo1] YVt P —fs.
erfiillt ist:

(Xt — Xio1) - E [Xi — Xyq|Fooa] < E [(Xe — X4m1)?Food]
Xe(E [Xo| Fpa] = Xio1) = Xg1 (E [Xo|Fia] — Xio1)
E [Xi|Fi1)? = 22X, 1 E [Xo|Fa] + X7y
XiE [ X Fioq] — Xeo1 Xy — Xy B [ Xo| Foq] + X2,
E [X|Fi1]? = 2X, 1 [Xo| Foa] + X7,
XiE [ Xy|Fio] = X1 Xo + X1 B [ Xe| Fia] > B [ X | Fooi]?
X — E [Xy|Fea)(E [ Xy Feoa] = Xio1) >0
Xi—1 > E [ X¢| Fim1] > X3)
X1 <E [ Xy Fio1] < Xy)
14 p)Si—1 > E [S¢|Fi—1] > St)
14 p)Si—1 < E [St|Fi—1] < St)
14 p)Si—1 > St 1E [Re + 1| Ft—1] > Se—1(R: + 1))
1+p)Si—1 < Sim1E [Ry + 1| Fi—1] < Se—1(Ry + 1))
)
)

—~ o~

—~

14p)>E [R + 1|F_1] > (R + 1))

>
14+p)<E [Rt + 1|]:t71} < (Rt + 1))

—~

<?P < < < <O <T T T VIV

~ /~ ~ ~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~
A [N

Im Zusammenhang mit dem rekursiven Verfahren haben wir bereits festgestellt,
dass das vorliegende Modell bereits ein Martingalma$ ist, falls E [R|F;—1] = p
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gilt. Nun wissen wir auch, dass fiir gegebenes Trinomialmodell genau dann ein
minimales Martingalmaf vorliegt, wenn eine der obigen Ungleichungsketten gilt,
also genau dann, wenn E [R;] in einem bestimmten Bereich um p herum liegt.
Und zwar so, dass E [R;] nidher an p liegt als alle moglichen Werte, die R

annehmen kann, also:
IE [Ry] — p| < min( |Ry = p| | R € {u,m,d} )

Nehmen wir an, wir haben ein solches Trinomialmodell vorliegen. Dann kénnen
wir jetzt mit den in Kapitel 5 erhlatenen Darstellungen von Z, A und X\ das
minimale Martingalmaf P bestimmen, indem wir seine Dichte % = Zr bzgl.

P bestimmen. Wie beim rekursiven Verfahren sei 7= 1. Dann ergibt sich:

;l]Pi = ZT221:1+A1—A0
= 14X\ - (1 —Y0)
= l+m-(m—ifo)
— 1+ 222 (- ) - (8- )
= 1 20 (- o) - E [0 - o)
_ Xo—E[X]
= 1+ var(Xy) (X1 —E [X41])
= m (B [X7] - E [X1]* + XoX1 — XoE [X1] - XiE [X1] + E [X1]?)
= m (B [X2] + XoX1 — XoE [X1] — X1E [X1])

Berechnen wir nun den Wert eines Calls mit Underlying S und Strike K wie

oben, nur dieses Mal iiber den Erwartungswert des Calls bzgl. des minimalen
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MartingalmaBes P:
. P
Vo=E [H]=E H-j—P
lis, >k}
= E |[(§;—K) 22222 (B [X?] 4+ XoX; — XoFE [X1] — X4E [X
[(1 ) var(Xy) (E [X7] 4+ XoX1 — XoE [X1] — X1E [X1])

= P({$1>K})-E[(S - K)
(1+p)’E [S7] + (1 + p)SoS1 — (1 + p)SoE [S1] — (1 + p)*SiE [S1]
(1+p)? - var(Sh)

]

1
= P{S5 > K})W

E [(S1 - K) - (E[S}] = SiE [S1] + (1 + p)SoS1 — (1 + p)SoE [S1])]
= PUS > K} e

— KE [S7] + KS1E(S1] — (14 p)KSoS1 + (1 + p) K SoE(S1]]

= PUS > K)o

(1 + p)SoEST] = (1+ p)SoES1]? — KE [S7] + KE [51]%)
= P({S1>K}) (1+p)-So—K)

Fir T = 1 stimmen die Werte eines Calls bei beiden Methoden also {iber-
ein. Fir die rekursive Vorgehensweise wird mit steigender Periodenanzahl ein
stark zunehmender Rechenaufwand entstehen, was diese Methode fiir grofie Pe-
riodenanzahlen unpraktisch macht. Mit dem minimalen Martingalmaf ist dies

um einiges leichter, wie man der Formel

T
Zp = [+ A (Ys = Yarn))

s=1

dpP
dP
ansieht. Hier tritt allerdings das Problem auf, dass nicht fiir jedes Modell ein mi-
nimales Martingalmaf vorliegt, also dass hier im Beispiel des Trinomialmodells

der Zinssatz fiir die risikolose Anlage, der erwartete Return und die moglichen

Returnwerte in bestimmter Beziehung zueinander stehen miissen.
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Kapitel 7
Anhang

Lemma 7 (Al). Fir einen adaptierten Prozess M in L*(P) sind die folgenden

Bedingungen dquivalent:
(a) M ist ein P-Martingal
(b) E [Mi|F;] = Muint,ry ¥ t €T und fiir alle Stopzeiten T

Lemma 8 (A2). Sei M ein adaptierter Prozess, sodass My € L*(P) V t. Dann

sind duivalent:
(a) M ist ein P-Martingal
(b) Fir jede Stopzeit T ist M™ ein P-Martingal
(¢) E [Myin(r,1)] = Mo fiir jede Stopzeit T

Lemma 9 (A3). Sei KNLY = 0. Dann ist K abgeschlossen in L°. Hierbei ist
K= {g : (Xl - X0)|€ € LO(Q7f07P7Rd)}'
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