Westfilische Wilhelms-Universitat Miinster

Fachbereich Mathematik und Informatik
Institut fiir Mathematische Statistik

Zur Bewertung von

Basket Optionen

Bachelorarbeit
August 2011

Leo Bronstein
Matrikel-Nummer 366136

Priifer und Betreuer PD Dr. Volkert Paulsen



IT

Erklirung des / der Studierenden

Hiermit versichere ich, dass ich die vorliegende Arbeit mit dem Titel
Zur Bewertung von Basket Optionen

selbstandig verfasst habe, und dass ich keine anderen Quellen und Hilfsmittel
als die angegebenen benutzt habe und dass die Stellen der Arbeit, die anderen
Werken - auch elektronischen Medien - dem Wortlaut oder Sinn nach entnommen
wurden, auf jeden Fall unter Angabe der Quelle als Entlehnung kenntlich gemacht

worden sind.

Ort, Datum Unterschrift



Inhaltsverzeichnis

[ Einleitung

2 Die innere Approximation des Ausiibungsgebiets|

[2.1  Konstruktion des Supermartingals|. . . . . . .. ... .. ... ...

[2.2  Die innere Approximation| . . . . . . .. ... ... ... ... ..

[3 Praktische Aspekte|

[4 Numerische Rechnungen|

[4.1  Unabhangige Preisprozesse| . . . . . . . . ... ... ... .. ....

[4.2  Abhangige Preisprozesse| . . . . . . . ... ...

> Zusammenfassung und Ausblick]|

TG s

ITI

17
17
18

19
20
24

26

27



Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit sogenannten Basket-Optionen, d.h.
mit Optionen, bei denen das Basisfinanzgut die gewichtete Summe mehrerer
Finanzgiiter ist. Dabei wird speziell der amerikanische Put mit einer solchen

gewichteten Summe als Basisfinanzgut betrachtet.

Optionen haben in der Realitét eine endliche Laufzeit. Allerdings ist der Fall einer
unendlichen Laufzeit, ein sogenannter ,perpetual put”, mathematisch einfacher
zu behandeln. In [I] hat Paulsen fiir den perpetual put im zeitstetigen Fall
Approximationen der early exercise region” hergeleitet. In dieser Arbeit werden
die Ergebnisse aus [I] soweit moglich auf den diskreten Fall {ibertragen. Dabei
wird groftenteils das Vorgehen aus [I] iibernommen und nur an den relevanten

Stellen an den diskreten Fall angepasst.

Die Arbeit ist folgendermafen aufgebaut: Im ersten Kapitel wird das verwendete
mathematische Modell vorgestellt und die Problemstellung formuliert. Aufserdem
werden erste einfache Folgerungen hergeleitet. Im zweiten Kapitel werden die zen-
tralen Aussagen der Arbeit formuliert und bewiesen. Im dritten Kapitel werden
kurz einige praktische Aspekte der vorgestellten Methoden diskutiert. Im vierten
Kapitel werden die Ergebnisse an einigen Beispielen numerisch ausprobiert. Es
folgt eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf mogliche weiterfithrende Frage-

stellungen.



Kapitel 1

Das CRR-Modell mit mehreren
Aktien

In diesem Kapitel soll das verwendete mathematische Modell vorgestellt werden.

Auferdem wird die Problemstellung formuliert.

Vorher legen wir noch einige Notationen fest:

Fiir einen Vektor x € (0, 00)™ sei

x| =21+ + Ty

Yn. Weiter sei Z := {—1,+1} und 1 := (1,...,1) € (0,00)". Fiir z € R sei

xt = max(0, z).

Fiir x,y € (0,00)™ schreiben wir x <y genau dann, wenn gilt x; < yy,..., 2, <

1.1 Das Modell

Fiir die gesamte Arbeit wird ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) zugrunde ge-
legt. Das Modell wird durch die folgenden Daten beschrieben:

1. Der Anzahl n der Aktien.

2. Dem konstanten Zinssatz 1+ p fiir das festverzinsliche Wertpapier. Dabei sei

p > 0.
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3. Dem Austibungspreis K der Option.

4. Einer Familie von Zufallsvariablen Y;(k) fir j = 1,...,n und k¥ € N auf dem

Wabhrscheinlichkeitsraum.
5. Einem Vektor von Startpreisen x = (x1,...,z,) € (0,00)" fir die Aktien.

6. Einem Vektor a = (ay,...,a,) € (0,00)", der die Gewichte der einzelnen
Aktien angibt.

Dabei kann die Zufallsvariable Y (k) nur die zwei Werte u; und 1/u; annehmen,
wobel u; > 0 ist. Fiir jedes k¥ € N konnen die Zufallsvariablen Y;(k),...,Y,(k)
beliebige Abhéngigkeiten aufweisen. Genauer sei fir w = (wy,...,w,) € Z" und
jedes k

P(Vi(k) = ul™, .. Ya(k) = uf) = q(w)

mit 0 < g(w) < 1 fiir alle w € Z". Andererseits seien die Vektoren (Y (k))gen mit
Y (k) = (Yi(k),...,Y,(k)) unabhéngig von einander. Wir definieren noch p; :=
PY;(1) = )

Nun kann man die Aktienpreisprozesse mit Startpreis x durch

SHOEE | REGF S*(t) = (S¥(t), ..., SX(1)

definieren. Schlieflich sei F; := o(S*(0),...,S*(¢)), ¢t > 0 die von den Aktien-
preisprozessen erzeugte Filtration, 7 die Menge aller fast sicher endlichen Stopp-
zeiten beziiglich (F)ien,-

Es wird davon ausgegangen, dass P ein Martingalmals fiir S* ist. Man rechnet

leicht nach, dass dies bedeutet, dass fiir jedes j die Gleichung

1
piuj+ (1 =pj)—=1+p
uj
erfiillt sein muss. Sind die Wahrscheinlichkeiten ¢(w) festgelegt, kann also nur noch
einer der Parameter uq, ..., u,, p frei gewdhlt werden.
Betrachtet wird nun ein Amerikanischer Put mit unendlicher Laufzeit und Aus-

tibungspreis K, bei dem das Basisfinanzgut die gewichtete Summe der Aktienkurse
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ist. Die Auszahlung der Option bei einer Ausiibung zum Zeitpunkt ¢t € Ny ist also
gleich
(K — [a1ST(t) + -+ a,SX()]) ™.

Der faire Preis dieser Option ist dann durch

va(x) = sup E[(1 + p) (K — a- §*(1))*]

T€T
gegeben. Das Ziel ist es, den Ausiibungszeitpunkt ,optimal* zu wéhlen. Da der Put
unendliche Laufzeit hat, ist es einsichtig, dass die Entscheidung, ob zu einem be-
stimmten Zeitpunkt die Option ausgeiibt werden soll, lediglich vom Aktienkurs zu
diesem Zeitpunkt abhéingt. Als erste (triviale) Beobachtung kann man festhalten,
dass die Ausiibung lediglich innerhalb des Gebiets

Ta:={x€(0,00)" | K—a-x>0}

sinnvoll ist, da auferhalb dieses Gebiets die Auszahlung gleich 0 ist.

1.2 Das Ausiibungsgebiet

Definition 1. Die ,early exercise region E,, im Folgenden Austibungsgebiet ge-

nannt, ist definiert durch
Eai={x€(0,00)" |va(x) < (K —a-x)"}.

Man kann &, folgendermafen interpretieren: v,(x) ist die grofte (diskontierte)
Auszahlung, die man erwarten kann, wenn man ausgehend von einem Akti-
enkurs von x entsprechend einer optimalen Strategie handelt. Die Bedingung
va(x) < (K —a-x)% besagt, dass die Auszahlung bei sofortiger Ausiibung der
Option grofer oder gleich dieser optimalen Auszahlung ist. Folglich ist es sinnvoll,

die Option auszuiiben, sobald der Preisprozess das Gebiet &, betritt.

Es ist moglich, ohne Einschréinkung von a = 1 auszugehen:
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Lemma 1. Firx,a € (0,00)" gilt va(x) = vi(a121,. .., anz,). Weiter gilt

5:{(ﬂﬁ> xegl}
aq (07%

Beweis. Die erste Aussage gilt wegen
va(x) = supE[(1 + p) (K — (2101, . .., Tna,) - SY(7)) "]
TET

= SupE[(l + p)_T(K — (1’ o 1) . S(l‘1a1 ..... xnan)(T))-‘r]
TET

Die zweite Aussage folgt damit aus

Ea=1{x€(0,00)"|va(x) = (K —a-x)"}
= {x € (0,00)" |v1(a121,. .., anxy)
= (K —(1,...,1) - (121, ..., ap1y)) "}
O
Im Folgenden wird immer a = 1 angenommen. Zur Vereinfachung der Notation
sei v(x) := v1(x), £ := & sowie T :=Tj.
Bendtigt wird noch der folgende Begriff:

Definition 2. Eine Teilmenge M C (0,00)" heifit Stdwest-Zusammenhdngend,
wenn gilt:

Fiir jedes x € M und jedes'y € (0,00)" mity < x gilty € M.

Nun kann man einige geometrische Eigenschaften des Ausiibungsgebiets formulie-

ren.
Lemma 2. Das Austibungsgebiet £ hat folgende Figenschaften:
a) & ist Studwest-Zusammenhdingend.
b) & ist konver.

Das Theorem und der Beweis (mit kleinen Anderungen) entstammen [I].
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Beweis. Zum Siidwest-Zusammenhang: Sei y € £ und x € (0,00)" mit x <y. Sei

7 € T. Zunéchst gilt offenbar

v(y) —E[(14p) (K - 1-8%(7))"] > 0.

Nutzt man noch aus, dass 2, — 25 < (21 — 22)" gilt, so ergibt sich

E[(1+p) (K —1-S*(7))"] <E[(L+p) (K —1-8%(r))"]
+o(y) —E[(1+p) (K —1-8(r))"]
=E[(1+p)7[(K —=1-8%(7))" = (K =1-8%(7))"]]

(L+p)7(1-8(r) = 1-8%(7))"] + v(y)
(1+p) 7" ((y —x) - 8H(1)) ]+ v(y)
(L+p) 7 ((y —x) - 8H(7))] + v(y)

=D (g — w)E[(L+p) 7S} (7)] +v(y)
Nun ist ((1+ p)~"S}(t))en, ein positives Martingal, insbesondere ein Supermar-

tingal. Mit dem Optional Sampling Theorem fiir nichtnegative diskrete Supermar-
tingale und fast sicher endliche Stoppzeiten (siehe |2, Satz 10.11]) folgt nun

n

>y = )E[(L+ p) 7 SFH(T)] +vly) < Z (y; — z;) + v(y)

j=1
<Y -+ (K—1-y)
j=1
=K—-1-x.
Insgesamt gilt also
E[(1+p) (K =1-8%7))" ] < K-1-x

Hieraus erhilt man sofort v(x) < K — 1 -x, was zu zeigen war.
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Zur Konvexitét: Seien x,y € £ und ¢ € [0, 1]. Dann gilt

(K =1 8% ()T = (K — (tx+ (1 - t)y) - 8'()*
< (2K — (tx+ (1= t)y) - SH(7))"

< (K —tx-SY(7)" + (K - (1-t)y - S*(7))",

woraus folgt, dass v als Supremum konvexer Funktionen selbst konvex ist. Man
erhélt

vitx+ (1 —t)y) < to(x) + (1 —t)o(y)
<t(K—1-x)+(1—t)(K—-1-y)
<K—-1-(tx+(1-1t)y),

also tx + (1 —t)y € £. O



Kapitel 2

Die innere Approximation des

Ausiibungsgebiets

In diesem Kapitel soll eine innere Approximation des Ausiibungsgebiets hergeleitet
werden, d.h. es soll eine Menge & C & gefunden werden, die moglichst gut zu
berechnen sein sollte. Dabei werden die Ergebnisse aus [I] soweit moglich auf den
diskreten Fall iibertragen. Zu diesem Zwecke wird auch hier ein Supermartingal

MY konstruiert, fiir das im diskreten Fall die Form
M(t) = (1+p) 7' ST(8) ™ - Sh ()~

fiir passende a = (g, ..., ;) € (0,00)" angesetzt wird.

2.1 Konstruktion des Supermartingals

Zunichst miissen die Bedingungen an o bestimmt werden, unter denen MZ ein
Supermartingal ist, unter denen also MX(t) > E(MX(t+1) | F;) fiir alle t > 0 gilt.
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Dazu berechnet man
ME(t) = E(Ma(t + 1) [ Fe) = E(MZ(E+ 1) [ (Y (E))k=1,..2)
=E ((1 +p) Y H (%Y}(H 1) Hl@(k)) |

= MZ(t)E ((1 +p)7 ﬁY}(t + 1)“”)

= MEO+ ) D alwur e,

da MX(t) Fi-messbar und Y (¢ + 1) unabhéingig von F; ist. Da MX(t) und 1+ p

positiv sind, ist M also genau dann ein Supermartingal, wenn gilt

3 g(w)up ety < 14,

wezn
Wir setzen noch v; = In(u;) und schreiben dies als
Fla) = Z q(w) exp <— Zwﬂ)lal> <1+p.
wezn !
Sei 3 die Menge aller o, die diese Bedingung erfiillen.
Lemma 3. Die Menge ¥ ist konvex.

Beweis. Fiir alle wy,...,w, € Z ist die Funktion a — exp (— > wuey) konvex,
denn es gilt fiir &, 8 € (0,00)" und ¢ € [0, 1]

exp <— Z w(tag + (1 — t)ﬁl> = exp <—t Z wy — (1 —1) Z wlvlﬁl)
< texp (— szvzaz) + (1 —t)exp (— ZW};@) :

da z +— e” konvex ist. Die Funktion F ist konvex, da ¢(w) > 0 fiir alle w € Z" ist ,
also jeder Summand in der Definition von F' konvex. Fiir konvexe Funktionen sind
Sublevel-Mengen (d.h. Mengen der Form {F < ¢} fiir ¢ € R) konvex, insbesondere
gilt dies fiir ¥. Siehe hierzu |3 Kapitel 3. O
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Bevor wir zur angestrebten inneren Approximation des Ausiibungsgebiets iiberge-
hen, wollen wir noch den Einflufs untersuchen, den die Unabhéngigkeit der Aktien
haben kann. Dafiir gehen wir davon aus, dass fiir ein k£ € {1,...,n} die Vekto-
ren (Y1(1),...,Yx(1)) und (Yis1(1),...,Y, (1)) unabhéngig sind. Dann gilt fiir alle

Wi, ..., w, €T

Q(wla R 7wn) = q;;(wla s 7wk)q5+1(wk+17 B 7wn)
mit
g (wi, .. wy) = P(Y(1) =™, ... V(1) = ul)
sowie
qﬁ“(wkﬂ, coowy) = P(Yea(1) = u}:ﬁl, o Yo (1) = upn)

Weiter definieren wir

k
Fllay,...,a) = Z q (w1, . .., wy) exp (—Zwﬂ)lal>

wl,..‘,kaI’C

n
k+1 _ k+1
Fn (Oék+17 ce 70471) - § ay (wk+17 s 7wn) eXp (_ E wlvl&l>

Wit 1yeeryWn €I
Damit gilt nun

Lemma 4. Unter den genannten Voraussetzungen gilt

Flag,...,ap) = Flay,... ,ak)FfH(OzkH, ce, Q)
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Bewess.

Flag,...,a,) = Z q(wy, ..., wy eXp( ZMM%)

SWn €L

- Z Yoo alwr e w)g (Wi w)-

W 5oy WE €L Wy 15, Wn €L

k n
- exp (— Z’LUZUZOJ1> exXp (— Z wﬂ]lOél>
=1

I=k+1

= [ Z q (w1, ..., wy) exp (—Zwlvl(xl)] .

wi,...,wLEL

Besonders interessant ist wohl der Fall volliger Unabhéngigkeit:

Lemma 5. Sind Y1(1),...,Y,(1) unabhdngig, so gilt
Flay, .. =[] [pse™ + (1 = pj)es]
7=1

Beweis. Dies folgt durch mehrfache Anwendung des vorherigen Lemmas. O

2.2 Die innere Approximation

Bevor die eigentliche Approximation formuliert werden kann, wird noch folgendes

Lemma bendtigt:

Lemma 6. Die Funktion go(x) := xi*---20"(K — > x;)* fir a € (0,00)" ist
beschrinkt und hat thr Maximum bet K1+O|éa|

Beweis. Wir fiihren die in [I] angegebene Beweisidee aus:
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Da go auf der Menge {x € (0,00)"| K — > z; < 0} verschwindet, geniigt es
das Maximum auf der Menge T zu bestimmen. Dazu betrachten wir g, auf Hy-
perflichen der Form {x € (0,00)"|s — > x; = 0} fiir 0 < s < K. Mit dieser
Nebenbedingung wenden wir die Methode von Lagrange an. Man erhilt folgendes

Gleichungssystem:

2 gD g [aj <K—in> _%} —\ firj=1,...,n

E r; = S.

Dabei ist A der Lagrange-Multiplikator. Setzt man jeweils zwei linke Seiten der

ersten Gleichung fiir j # k gleich, erhélt man
we[(K = s)a; — x;] = x[(K — s)ay — 2]

und hieraus schlieRlich
Ty = &{Ek

Setzt man dies in die zweite Gleichung des Systems ein, erhilt man

5

T = (2.1)

= s
||
als einzig mogliche Losung des Gleichungssystems. Einsetzten in das System zeigt,
dass es sich tatsidchlich um eine Losung handelt. Betrachtet man die Funktion
go wird klar, dass es sich um das globale Maximum (auf der Hyperfliche zum

Parameter s) handeln muss. Setzt man diese Losung in g, ein, so folgt

oo jare) = (aree) - () 6

Dieser Ausdruck muss nun beziiglich s maximiert werden. Ableiten liefert

d s aftealr L 1+ |af !
- s — 1 T a1l =0
ds (w“) ol [ ( ol H ’
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woraus § = fﬂr;" folgt. Setzt man dies in (2.1 ein, erhélt man

K
T = ————a,
N S e

was zu zeigen war. O

Die folgende Abbildung spielt im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle: Wir defi-
nieren
2 (0,00)" =T, a————ma.
v (0,) o

Lemma 7. Ses

Dann gilt v=1 = ¢.

Beweis. Es gilt

1 K 1 K 1
¢(¢(X)):w<K_|X|X> :1+ || K—]X|X: LK—MX:X

K—|x] K—x|
sowie
K 1 K 1 K
ot =6 (a) = o o—a
] _K ’
1+ | K- 1+ | e L ]
was zu zeigen war. O

Relevant ist noch folgende Eigenschaft:

Lemma 8. Die Abbildung 1 bildet Strecken wieder auf Strecken ab. Insbesondere

werden konvexe Mengen wieder auf konvexe Mengen abgebildet.

Beweis. Sei die Strecke durch die Abbildung t — o + tv gegeben, wobei @ €
(0,00)" und v € R™ ist und o + tv fiir alle ¢ in (0, 00)" liegt.
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Dann gilt |+ tv| = |a| +t|v|, wobei auch fiir v € R" |v| = v; +- - -+ v, sei. Man

berechnet den Geschwindigkeitsvektor des Bildes unter :

Gvtarw) =4 (et ™)

dt T dt \1+|a+tv]
_ 4 K (a+tv)
Cdt \1+ |a] +t|v]
=— Klv] (ae+tv) + K v
(1 |a] +tv])? 1+ |a| +t]v|
1
= K(1 t - K t
el e O lad vy = Kyl )
1
= K1+ |a|)v— K|v]|a
el i O ey = Klvlel

Da die Richtung des Geschwindigkeitsvektors gleich bleibt (nur der Betrag &ndert
sich), definiert ¢ — ¢ (a +tv) eine Strecke. Hieraus folgt offenbar auch, dass 1 die

Konvexitit von Mengen erhélt. O
Nun kann man die zentrale Aussage formulieren:
Satz 1. Sei & := ¢ (X). Dann gilt

a) & CE.

b) & ist konver.

Beweis. Der Beweis entspricht im Wesentlichen dem aus [1]. Zunéchst gilt offenbar
n +
M ()9 (S*(1) = (L4 p) " S¥(E) ™™ -+ S(8) ™" SF ()™ -+~ Sy ()™ (K - 5}‘@))
=1

=(1+p)" (K - Z 5;‘@)) .

Sei hg 1 (0,00)" — (0, 00) definiert durch

aq Qnp, +
1+ |af 1+ |af 1+ |
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Hiermit folgt fiir jedes 7 € T, x € (0,00)" und v € X

E1(1+p)7"( ZSX = E[MZ(7)ga(S(7))]

<E

y€(0,00)™

My(T) sup ga(y)]

= sup  ga(y)E[MZ(7)]

y€(0,00)™

da MX und g, nichtnegativ sind und mit dem Optional Sampling Theorem fiir
nichtnegative diskrete Supermartingale und fast sicher endliche Stoppzeiten, siehe
[2, Satz 10.11].

Es folgt, dass auch

v(x) =supE
TET

(149" ZSX ] ()
fiir alle x € (0, 00)™ gilt, insbesondere also

+
v( K a)gha(—K oz):(K—K |a] )
1+ |af 1+ |af 1+ |

Der 1etzte Term gibt die Auszahlung bei einer Ausiibung der Option an, wenn der
Q) ist,

Kurs a betriigt. Da diese mindestens so grok wie der faire Preis v (-5

1+||
e ‘aES

Wir haben gezeigt: Ist a € ¥, dann gilt

I+]|e |
gilt
1+‘ THa @ = Y(a) € . Dies ist gerade die
Behauptung.

Nach Lemma [3] ist > konvex, und nach Lemma (8] erhélt 1) Konvexitit. Also ist

auch & wieder konvex. 0



2.2 Die innere Approximation 16

Eine bestimmte Teilmenge von £’ ist leicht explizit anzugeben. Dazu bemerkt man,

dass fiir jedes j = 1,...,n gilt
F(O, R 707%‘707 o 70) = pje_vjﬂéj + (1 _pj)evjaj.

Nun ist £(0,...,0) = 1 < 1+ p, weiter lim,, o0 F'(0,...,0,0;,0,...,0) = +o0
und F konvex. Also hat die Gleichung F(0,...,0,;,0,...,0) = 1 + p genau eine
positive Losung of. Man erhélt einen Punkt ¢(0,...,0,a7,0,...,0) von & auf
jeder Koordinatenachse. Die von diesen Punkten aufgespannte Hyperebene liegt
wegen der Konvexitit von £ in &£'. Es ist klar, dass ¥, und damit auch &', eine
Umgebung von 0 € (0,00)" enthélt. Aus der Konvexitiat von &£ folgt damit, dass
&' das Gebiet unterhalb dieser Hyperebene (geschnitten mit (0, 00)") enthélt.

Es ist noch zu erwidhnen, dass es im 1-dimensionalen Fall mdéglich ist, das Aus-
ibungsgebiet explizit zu bestimmen. Dabei wird (im diskreten Fall) allerdings das
Ausiibungsgebiet als diskrete Menge von Punkten aufgefasst, was nicht dem in die-
ser Arbeit verwendeten Vorgehen entspricht. Deshalb wird hier darauf verzichtet,
das Theorem und den Beweis zu reproduzieren, und stattdessen auf [4, Satz 4.21|

verwiesen.



Kapitel 3

Praktische Aspekte

In diesem Kapitel wird auf einige fiir die Anwendung der beschriebenen Methoden

wichtige Aspekte eingegangen.

Grundsatzlich bietet sich folgendes Vorgehen an: Wollen wir fiir einen Aktienkurs

x € T, feststellen, ob die Option ausgeiibt werden soll, so priifen wir, ob
F (¢ (a’lxla v 7anxn)) <1+ P

gilt. Ist dies der Fall, dann sollte die Option ausgeiibt werden. Ist dies nicht der

Fall, kann man keine Aussage treffen.

3.1 Aufwand des Verfahrens

Zunidchst stellt man fest, dass im Fall voller Abhangigkeiten das Modell 2" freie
Parameter besitzt. Dies ergibt sich, da nach dem (beliebigen) festlegen der 2" —
1 Wahrscheinlichkeiten ¢(w) nur noch p gewéhlt werden kann. Die Parameter
Uy, ..., u, sind dann durch die Martingalmalkbedingung festgelegt. Fiir Basket-
Optionen aus vielen Aktien (grofes n) ist dies nicht praktikabel. Abgesehen davon,
dass fiir die Berechnung der Funktion F' 2" Terme aufsummiert werden miissen,
ist es auch notig, 2" Parameter zu schitzen.

Besser wird die Situation, wenn Unabhéngigkeit unterstellt wird. Dann reduziert

sich die Anzahl der zu schitzenden Parameter auf n+ 1: Den Wahrscheinlichkeiten

17
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P1,-..,p, und dem Zinssatz p. Auch das Auswerten der Funktion F ist dann
praktikabel.

Allerdings wére es moglich, Abhéngigkeiten zwischen einzelnen ausgewahlten Akti-
en zuzulassen. Zum Beispiel kénnte man, aus 6konomischen Uberlegungen heraus,
zwischen zwei bestimmten Aktien eine Abhingigkeit modellieren und alle ande-
ren Aktien als unabhingig ansehen. Aus Lemma [4] folgt, dass die Anzahl der zu

schitzenden Parameter in diesem Fall um zwei steigt.

3.2 Endliche Laufzeit

Wie Eingangs erwdahnt stellt die Annahme eines Puts mit unendlicher Laufzeit
lediglich eine Idealisierung dar, die eine einfachere Handhabung ermdoglicht. In der
Realitit hat ein Put eine endliche Laufzeit. Es stellt sich die Frage, inwiefern die
innere Approximation des Ausiibungsgebiets auf den Fall einer endlichen Laufzeit
anwendbar ist. Dazu kann man heuristisch folgendermafen argumentieren:

Ein Put mit unendlicher Laufzeit ist immer mindestens soviel Wert wie ein Put
mit endlicher Laufzeit (auf dasselbe Basisfinanzgut), da bei unendlicher Laufzeit
alle Ausiibungsmoglichkeiten der Option mit endlicher Laufzeit vorliegen. Hieraus
folgt, dass fiir jeden Preisvektor x, fiir den bei unendlicher Laufzeit ausgeiibt wird,
auch bei endlicher Laufzeit ausgeiibt werden sollte. Das Ausiibungsgebiet bei un-
endlicher Laufzeit ist also in dem Ausiibungsgebiet bei endlicher Laufzeit enthal-
ten. Folglich ist eine innere Approximation fiir unendliche Laufzeit auch eine innere

Approximation fiir endliche Laufzeit.



Kapitel 4
Numerische Rechnungen

In diesem Kapitel wird exemplarisch die innere Approximation des Ausiibungsge-

biets im Fall zweier Aktien numerisch berechnet.

Es wird das in Kapitel [3| beschriebene Vorgehen auf ein Gitter von Preisvektoren
angewandt. In allen Beispielen ist a = 1 sowie K = 1. Die Parameter pi, ps im
unabhingigen Fall bzw. ¢(w) im abhingigen Fall sowie p werden vorgegeben. Die
Parameter u; und uy werden dann aus der Martingalmalbedingung bestimmt.

Untersucht wird die Abhéngigkeit der inneren Approximation von den Parametern

p1,p2 bzw. g(w) und von p.

Numerische Rechnungen fiir den 2-dimensionalen Fall wurden auch in [I] durch-
gefiihrt. Hier soll untersucht werden, inwiefern die Ergebnisse iibereinstimmen.
Auflerdem ist es interessant zu iiberpriifen, ob die innere Approximation des
Ausiibungsgebiets die Eigenschaften aufweist, die man auch von dem tatsichlichen
Ausiibungsgebiet erwarten wiirde. Dies gibt zumindest heuristisch einen Hinweis

auf die Giite der Approximation.

Zuerst betrachten wir den Fall unabhéngiger Preisprozesse.

19
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4.1 Unabhingige Preisprozesse

pl=0.45, p2 = 0.50 pl=0.50, p2 = 0.50
1 \ \ 1 \ \
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0.6 B 0.6 - B
04 : N 04 N
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04 N 04 N
0.2 — 0.2 —
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 4.1: Approximation des Ausiibungsgebiets in Abhédngigkeit von den
Wahrscheinlichkeiten p; und ps. Dabei ist p = 0.04.

Abbildung zeigt die Abhéngigkeit der Approximation von den Wahrschein-
lichkeiten p; und p,. Man erkennt, dass sich die Approximation so verhilt, wie
man es auch von dem tatséchlichen Ausiibungsgebiet erwarten wiirde: Steigt die
Wahrscheinlichkeit, dass der Preis einer Aktie einen Sprung nach oben macht, so
muss damit gerechnet werden, dass die Wertentwicklung des Puts mit der Zeit
schlechter ausfillt. Folglich macht es bereits bei einer kleineren Auszahlung Sinn,

die Option auszuiiben, d.h. das Ausiibungsgebiet wird grofer. Weiter kann man
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beobachten, dass sich die Grofke der Approximation nur in Richtung der Achse
andert, fiir die sich die Wahrscheinlichkeit gedndert hat. Auch dies entspricht den

Erwartungen.

Nun betrachten wir die Abhangigkeit von p.

pl =0.45, p2 = 0.45, tho = 0.04 pl=0.45, p2 = 0.45, tho = 0.10

1 \ \ \ \ 1 \ \ \ \
08 [ N 08 [ N
06 - 7 06 - 7
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0.2 = 0.2 =

o ! ! ! 0 ! ! !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

pl = 0.55, p2 = 0.55, tho = 0.04 pl=0.55, p2 = 0.55, tho = 0.10
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0.2 7 0.2 7

0 ‘ 0 ‘
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Abbildung 4.2: Approximation des Ausiibungsgebiets in Abhéngigkeit von p.

Hier ist zu beobachten, dass die Auswirkung, die eine Anderung von p nach sich
zieht, von p; und p, abhéngt: Gilt p1,pe < 1/2, dann wéchst die Approximation
mit p. Ist hingegen py, ps > 1/2, so ist es umgekehrt.
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Eine mogliche (allerdings eher unprizise) Interpretation ist folgende: Der faire
Preis der Option entsteht durch den Vergleich der Auszahlung der Option mit dem
Wert der risikofreien Anlage. Gilt nun py, po < 1/2, dann muss mit einem Ansteigen
des Wertes der Option gerechnet werden, es lohnt sich also eher, abzuwarten. Ein
hoherer Zinssatz reduziert aber den Wert der Option mit der Zeit immer stirker,
hat also den gegenteiligen Effekt.

Gilt andererseits pi,ps > 1/2, so muss mit einem Fallen des Wertes der Option
(im Vergleich zur risikolosen Anlage) gerechnet werden, es lohnt sich also eher,
die Option friith auszuiiben. Ein hoherer Zinssatz reduziert diesen zu erwartenden
Wertverlust.

Ist p; < 1/2 und ps > 1/2, so kann man denselben Effekt fiir jede Achse einzeln
beobachten, wie Abbildung [4.3] zeigt.

pl=0.45, p2 = 0.55, rho = 0.04 pl=0.45, p2 = 0.55, ho = 0.10
1 T T 1 T T

08 — — 08 — —

0.4 - 0.4 -
02 E 0.2 E

0 L L L 0 L L L
0 0.2 0.4 06 08 1 0 02 0.4 06 038 1

Abbildung 4.3: Approximation des Ausiibungsgebiets in Abhéngigkeit von p. Dabei
ist p1 < 1/2 und py > 1/2.

Es ist noch anzumerken, dass der  kritische“ Wert 1/2 nur experimentell ermittelt
wurde. Es ist also moglich, dass sich der tatséchliche Wert leicht von 1/2 unter-
scheidet. Hierzu zeigt Abbildung noch einmal diesen Effekt fiir Werte von p;
und py, die nahe bei 1/2 sind.
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pl=0.49, p2 = 0.49, rho = 0.04 pl=0.49, p2 = 0.49, rho = 0.10
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Abbildung 4.4: Approximation des Ausiibungsgebiets in Abhéngigkeit von p. Dabei
wurden py, po nahe bei 1/2 gewéhlt.

Nun betrachten wir abhéngige Preisprozesse.
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4.2 Abhangige Preisprozesse
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Abbildung 4.5: Approximation des Ausiibungsgebiets in Abhéngigkeit der Wahr-

scheinlichkeiten g(w), bei vorhandenen Abhéngigkeiten. Dabei ist p = 0.04.

Bei hoher positiver Korrelation hat die Approximation in etwa die Form eines

Simplexes. Mit sinkender Korrelation verliert die Approximation zunehmend die-

se einfache Form und wird grofer. Dabei wichst die Approximation besonders

stark in der Ndhe der Achse x; = 5. Paulsen gibt in [I] die folgende Interpretati-

on: Mit steigender (positiver) Korrelation wiichst die Wahrscheinlichkeit, dass die

Kursentwicklungen beider Aktien in dieselbe Richtung verlaufen. Folglich steigt
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auch die Wahrscheinlichkeit fiir eine geringere Summe der Aktienkurse, d.h. das

Ausiibungsgebiet wird kleiner.



Kapitel 5
Zusammenfassung und Ausblick

Die in [I] fiir den stetigen Fall erzielten Ergebnisse fiir die innere Approximation
des Ausiibungsgebiets konnten groftenteils auf den diskreten Fall iibertragen
werden. Die numerischen Berechnungen haben gezeigt, dass die Approximation
die Eigenschaften aufweist, die man auch von dem eigentlichen Ausiibungsgebiet
erwarten wiirde. Aufserdem stimmen die numerischen Ergebnisse qualitativ mit
denen aus [I] {iberein. Insgesamt weisen die inneren Approximationen im stetigen

und im diskreten Fall dhnliche Eigenschaften auf.

Als weiterfithrende Fragestellung wiirde es sich anbieten, auch die duftere Appro-
ximation des Ausiibungsgebiets, wie sie in [I] hergeleitet wird, auf den diskreten
Fall zu iibertragen. Auflerdem wire es interessant zu untersuchen, wie stark die
Approximation von dem tatsichlichen Ausiibungsgebiet abweicht.

Schliefslich sollte genauer untersucht werden, warum der Einflult des Zinssatzes
p auf die innere Approximation davon abhéngt, ob die Wahrscheinlichkeiten p;

grofer oder kleiner 1/2 sind.
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