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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

In der Wirtschaft sind Preise fiir uns stets exogen. Wollen wir beispielsweise ein bestimm-
tes Wirtschaftsgut kaufen, so miissen wir den dafiir entsprechenden Preis zahlen. Auch in der
Finanzmathematik bei der Bewertung von Derivaten gehen wir immer von gegebnenen Prei-
sen aus. Doch wie entstehen diese Preise? Und warum sind diese Marktpreise eindeutig? Im
Rahmen der Bachelorarbeit mochte ich mich genau mit dieser Fragestellung beschaftigen. Ziel
dieser Arbeit ist es einen Einblick in die mikro6konomische Gleichgewichtstheorie zu geben.

Insbesondere wollen wir ein Verstandnis dafiir bekommen, wie Preise entstehen.

Wenn wir uns auf einen einzelnen Markt beschranken, so ist der Marktpreis fiir ein Gut der
Preis, bei dem ein Gleichgewicht auf dem Markt entsteht. Pauschal spricht man von einem
Gleichgewichtszustand auf einem Markt, wenn die Menge des Angebotes fiir ein Gut gleich
der Nachfragemenge hierfiir ist. In diesem Zustand wird dann die Gleichgewichtsmenge zum
Gleichgewichtspreis gehandelt. Man spricht auch davon, dass der Markt gerdumt ist.
Erstaunlich ist, dass sich dieses Gleichgewicht scheinbar von allein einstellt. Keiner der Markt-
teilnehmer wird von dem eindeutigen Gleichgewichtspreis abweichen, obwohl es Anbieter gibt,
die zu einem giinstigerem Preis anbieten konnten als zum Gleichgewichtspreis und es auch Nach-
frager geben kann, die bereit wiren mehr als den Gleichgewichtspreis fiir dieses Gut zu zahlen.
Allgemein werden die Anbieter versuchen ihre Giiter zu einem hohen Preis zu verkaufen und je
hoher der Preis ist, desto mehr Anbieter sind bereit zu diesem Preis zu verkaufen. Die Nachfra-
ger dagegen verfolgen das Ziel einen moglichst niedrigen Preis zu erzielen. Die Nachfragemenge
ist also umso hoher, je niedriger der Preis ist. Doch obwohl jedes Wirtschaftssubjekt seine indi-
viduellen Handelspléne verfolgt, fiihrt der Marktmechanismus zu einem gesamtwirtschaftlichen
Ergebnis, dem Marktgleichgewicht. Es gibt also einen Preis, sodass ein Gleichgewicht auf dem
Markt herrscht.

Wenn wir uns nicht nur auf einen Markt beschranken, sondern die Gesamtheit aller Mérkte
betrachten, so spricht man von einem Allgemeinen Gleichgewicht, wenn zeitgleich ein Gleich-
gewichtszustand auf allen Mérkten vorherrscht. Fiir die Begriindung der Entstehung eines All-
gemeinen Gleichgewichts und den Nachweis der Existenz dieses Phénomens benétigen wir zu-
nachst einen mathematischen Modellierungsprozess.

Die Gliederung meiner Bachelorarbeit wird sich an die Folge der aufgefiihrten Prozesse in der
folgenden Abbildung orientieren. Hierzu werden wir im ersten Schritt das reale Phanomen - das
Allgemeine Gleichgewicht - strukturieren und mathematisch modellieren. Wir benétigen hierfiir
eine starke Vereinfachung unserer komplexen Wirklichkeit und werden deshalb im ersten Teil

eine Reihe von Annahmen treffen.
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Anschliefend werden wir das Problem mathematisch formulieren und definieren dazu das

Arrow-Debreu Gleichgewicht. Um die Bedeutung eines Arrow-Debreu-Gleichgewichts besser

verstehen zu konnen, werden wir einen kurzen Exkurs in einen Giitermarkt ohne Unsicher-

heiten einfiigen. Im dritten Schritt unseres Prozesses beweisen wir die Existenz eines solchen

Gleichgewichts unter bestimmten Voraussetzungen. Zu guter Letzt werden wir unsere Erkennt-

nisse interpretieren und untersuchen, ob das reale Phinomen unsere Erkenntnisse bekréaftigt.



2 MODELLIERUNG

2.1

Modellierung

Voraussetzungen

Wir nehmen eine Tauschwirtschaft an mit einer endlichen Menge an Marktteilnehmern
A :={ay,a9,...,ap}, n>2. Des Weiteren unterstellen wir ein Ein-Perioden-Modell. In
Zeitpunkt t=0 besitzt jeder Marktteilnehmer eine exogene Anfangsausstattung an Wirt-
schaftsgiitern. Durch Tauschgeschéafte kann das Portfolio jedes Einzelnen so gedndert

werden, dass der erwartete Nutzen in t=1 maximiert wird.

Es herrscht Vollstdndige Konkurrenz und dementsprechend wird ein Mengenanpas-

serverhalten angenommen.

Die Menge aller moglichen stochastischen, diskontierten und nicht negativen Auszah-
lungen mit existierendem Erwartungswert ist gegeben als X C L'(Q, F, P).

Insbesondere nehmen wir X als konvex an.

Die Praferenzen (signalisiert durch die Nutzenfunktion) sind exogen fir jeden Marktteil-
nehmer gegeben.

Die Nutzenfunktion u: [0,00) — R>( ist stetig, stetig differenzierbar auf (0,00), strikt
konkav und streng monoton wachsend. Zudem verhéalt sich jeder Marktteilnehmer nut-

zenmaximierend.

Fir die Anfangsausstattung W, eines Wirtschaftssubjekts a € A gelte:
WoeX, PW,>0/#0 VYae A und E[},cq4W,] <oc.

Die lineare Preisdichte ¢ ist eine integrierbare Funktion auf dem Messraum (€2, F). Also
@ € LY(Q,F,P). Wir setzen voraus: ¢ >0 P-f.s. und E[W,p] <oco Va€ A

2.2 Bemerkungen zu den Voraussetzungen

Tauschwirtschaft In dieser Ausarbeitung gehen wir von einer Tauschwirtschaft aus. Das be-

deutet, dass jeder Marktteilnehmern eine Anfangsausstattung an Wirtschaftsgiitern erhélt und

diese entsprechend seiner Préferenzen mit anderen Marktteilnehmern tauscht, mit dem Ziel den

individuellen Nutzen zu maximieren. Ein Beispiel fiir diese Tauschwirtschaft ist das sogenannte

prisoner-of-war-camp Beispiel.

....the market is a prisoner-of-war camp. The men receive parcels from the Red
Cross which contain a variety of commodities. They set up a market for exchan-
ging them, using cigarettes as a unit of account and a medium for three-cornered

transactions.“ 1

1Zitat von der britischen Okonomin Joan Violet Robinson (* 31. Oktober 1903 in Surrey, England; 1 10.
August 1983 in Cambridge)
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Mochte ein Gefingnisinsasse ein bestimmtes Gut seiner Anfangsausstattung zum Beispiel eine
Tafel Schokolade verkaufen, weil es ihm im Vergleich zu anderen Giitern zu wenig Nutzen stif-
tet, so kann er diese Schokolade den anderen Gefangnisinsassen anbieten. Mochte er dagegen
von einem anderen Gut (zum Beispiel einen Apfel) zusétzliche Einheiten erwerben, so tritt er
als Nachfrager auf dem Markt auf und kann durch den Erlés seiner Schokolade in Form von
Zigaretten das andere Gut erwerben. Ein Marktteilnehmer kann also sowohl als Anbieter, als
auch als Nachfrager auf dem Gesamtmarkt agieren. Durch den Tauschvorgang konnte der Ge-
fingnisinsasse seinen personlichen Nutzen fiir das Portfolio nach dem Tauschvorgang gegentiber
dem Nutzen des Anfangsportfolio erh6hen.

Die Marktpreise fur die Giter, also die Anzahl der Zigaretten, die man fiir ein bestimmtes Gut
zahlen muss, sind dabei nicht gegeben, sondern lassen sich implizit aus den Marktgegebenhei-
ten herleiten. Das bedeutet, dass sich der Preis fiir ein bestimmtes Wirtschaftsgut aus dem
Gleichgewichtszustand der aggregierten Nachfrage und des aggregierten Angebots ergibt. Der
Marktpreis fir das Gut ist dann genau der Preis, bei dem die Nachfragemenge der Angebots-
menge entspricht.

Zu beachten ist, dass jede Wirtschaftsgutart separat auf einem eigenen Markt gehandelt wird.
Das bedeutet in unserem Gefangnisbeispiel, dass es einen Schokoladenmarkt, einen Apfelmarkt
usw. gibt. Das Problem des Allgemeinen Gleichgewichts jedoch, also das gleichzeitige Gleich-
gewicht auf allen Markten, lasst sich nur global 16sen. Man spricht auch von der Totalanalyse
der Mdrkte. Erklaren lésst sich dies wie folgt:

Fokussieren wir uns auf einen Markt an dem beispielsweise Gut w* gehandelt wird. Mochten
wir auf diesem Markt den Gleichgewichtszustand analysieren (Partialanalyse eines Marktes),
so ergibt sich die Problematik, dass man nicht fiir diesen Markt gesondert einen Gleichge-
wichtspreis bestimmen kann. Denn es miisste gelten: Angebotsmenge nach Wertpapier w* =
Nachfragemenge nach w*.

Da Angebot und Nachfrage jedoch nicht nur von dem Preis fiir w* (was hier bestimmt werden
soll) selbst abhdngen, sondern auch von den Preisen der anderen Giiter (durch die Budge-
trestriktion, siehe Definition 3.3), miissen wir diese als bekannt voraussetzen um ein Gleich-
gewichtspreis fiir w* bestimmen zu konnen (ceteris-paribus-Klausel 2). Aber auch diese als
bekannt angenommenen Preise sind natiirlich vom Preis fiir w* abhéngig. Wir sehen also, dass
auf Grund der wechselseitigen Verflechtungen der Mérkte das Problem des Allgemeinen (tota-

len) Gleichgewichts auf allen Mérkten simultan gelést werden muss.

Vollstandige Konkurrenz Unter Mengenanpasserverhalten versteht man, dass fiir den ein-
zelnen Anbieter bzw. Nachfrager die Preise exogen gegeben sind. Die Marktteilnehmer verfiigen
nicht tiiber die Marktmacht einen Preis zu bestimmen, wie es bei einem Monopol- oder Oligo-

polmarkt der Fall wire. Zudem folgt aus der Annahme eines vollsténdigen Marktes, dass die

2Dies bedeutet allgemein, dass sonstige Einflussfaktoren (hier die Preise der anderen Wertpapiere) als kon-

stant vorausgesetzt werden.
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Giiter einer Giiterart homogen sind und dass es keine raumlichen, zeitlichen oder persénlichen

Praferenzen gibt.

Auszahlungen Das Ziel eines Markteilnehmers ist es den Nutzen fiir sein Endportfolio zu
maximieren. Das Problem ist, dass wir eine einheitliche Recheneinheit benétigen, um einen Ver-
gleich zwischen Portfolios mit unterschiedlichen Arten von Wirtschaftsgiitern ziehen zu kénnen.
Wir wollen unterstellen, dass ein Portfolio von Wirtschaftsgiitern einer bestimmten Auszahlung
entspricht. Die Auszahlung ist also unsere Recheneinheit, die einen Portfoliovergleich méglich
macht. Das bedeutet, dass am Ende der Periode die zu erwartende Auszahlung der entscheidene
Faktor zur Nutzenbewertung des Portfolios darstellt.

Gehen wir von unserem Geféngnisbeispiel aus, so konnte beispielsweise ein Insasse am Ende der
Periode drei Apfel und fiinf Tafeln Schokolade besitzen. Diesem Portfolio am Ende der Periode
ordnet man seinen Wert zu, welcher in Zigaretteneinheiten angegeben wird. Die Anzahl der
Zigaretten entspricht dann der Auszahlung fiir das Portfolio.

Als zusétzliche Modellannahme wollen wir fordern, dass die Auszahlungen gewissen Unsicher-
heiten unterliegen. Im Gefingnisfall konnte man als mogliches Szenario annehmen, dass inner-
halb der Periode alle Apfel schlecht werden und somit an Wert verlieren. Dies fiihrt dazu, dass
die Auszahlung fiir unser Endportfolio, das aus drei Apfeln und 5 Tafeln Schokolade besteht,
geschmalert wird. Oder es konnte ein Wetterumschwung geben, sodass die Nachfrage nach Scho-
kolade bei gleichbleibenden Angebot durch die hohen Temperaturen abnimmt. Folglich fiihrt
auch dieses Szenario dazu, dass der Wert fiir Schokolade abnimmt und es zu einer Veringerung
der Auszahlung kommt.

Allgemein ist also die Auszahlung eines Portfolios abhéngig vom Szenario, das eingetreten ist.
Wir bezeichnen € als die Menge aller méglichen Szenarien und mit X c L'(Q, F, P) die Men-
ge aller moglichen Auszahlungen fiir ein Portfolio an Wirtschaftsgiitern in Abhéngigkeit zum
eingetretenen Szenario. In diesem Zusammenhang bedeutet die Formulierung mdgliche Aus-
zahlungen, dass X <W P-fis. gilt. W steht hier fiir das Marktportfolio (siche Bemerkung zu
Anfangsaustattung).

Jede Zufallsvariable X € X ordnet jedem Szenario w € () die entsprechende Auszahlung fiir
ein Portfolio an Wirtschaftsgiitern zu. Dadurch, dass wir voraussetzen, dass die stochastischen
Auszahlungen Elemente aus L! sind, beschrénken wir uns auf Zufallsvariablen, die nicht P-f.s.
gleich 0 sind und deren Erwartungswert existiert und somit endlich ist. Um einen Vergleich
zwischen Anfangs- und Endauszahlung herstellen zu konnen, wollen wir stets von diskontierten
Auszahlungen ausgehen. Hierbei nehmen wir die Zinsrate als exogen an.

Interpretieren kann man diese Auszahlung am Ende der Periode auch als die Nachfrage des
Marktteilnehmers a € A. Denn die Auszahlung am Ende der Periode ist ja gerade die Auszah-
lung, die ein Marktteilnehmer versucht zu erhalten bzw. erhélt.

Als weitere Annahme fiir die Auszahlungen fordern wir, dass die Menge X konvex ist. Damit

sind auch Kombinationen wie aXj + (1 —a)Xs aus zwei moglichen Auszahlungen X, Xy fur
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alle o € (0,1) mogliche Auszahlungen.
Fassen wir die jeweilige Auszahlung bzw. die jeweilige Nachfrage (X,) der Marktteilnehmer
als Folge (X;)qea auf, so erhalten wir die sogenannte Allokation oder auch die Verteilung der

diskontierten Auszahlungen.

Nutzenfunktion Die Nutzenfunktion bildet die Praferenzen des jeweiligen Marktteilnehmers
ab, indem sie jeder moglicher stochastischen Auszahlung fiir ein Portfolio den individuellen
Nutzen fir den Marktteilnehmer zuordnet. In unserem Modell gehen wir davon aus, das je-
der Marktteilnehmer eine individuelle Nutzenfunktion hat und sich jeder nutzenmaximierend
verhalt. Das Besondere ist, wenn jeder Marktteilnehmer seine eigenen Handelsplédne verfolgt,

kommt es zu einem Gleichgewicht, dass auch fiir die Volkswirtschaft ein Optimum darstellt.

,Wenn daher jeder einzelne soviel wie nur maoglich danach trachtet, [...] dass
thr Ertrag den héchsten Wertzuwachs erwarten ldsst, dann bemaiiht sich auch jeder
einzelne ganz zwangsliufig, dass das Volkseinkommen im Jahr so grof$ wie mdoglich
werden wird.[...] Wenn er dadurch die Erwerbstdatigkeit so fordert, dass ihr Ertrag
den hochsten Wert erzielen kann, strebt er lediglich nach eigenem Gewinn. Er wird
in diesem wie auch in vielen anderen Fdllen von einer unsichtbaren Hand geleitet,

um einen Zweck zu fordern, der keineswegs in seiner Absicht lag. “3

Unsere Nutzenfunktion soll den iiblichen Pramissen der Mikrookonomie geniigen. Die strikt
wachsende Entwicklung des Nutzens nennt man auch die Annahme der Nichtsdttigung. Die
Okonomie geht davon aus, dass jede zusitzliche marginale Einheit an Auszahlung Nutzenzu-
wachs stiftet. In unserem Fall bedeutet die Nichtsattigung, dass ein Wirtschaftssubjekt immer
bevorzugen wird, moglichst hohe Auszahlungen zu erzielen. Ubertragen wir diese Eigenschaften
auf unser Geféngnismodell, so wird ein Portfolio gegeniiber einem Anderen praferiert, wenn dies
eine hohere Auszahlung verspricht.

Das zweite wichtige Erfordernis, das eine sinnvolle Nutzenfunktion erfiillen sollte, ist der strikt
konkave Verlauf. Dies ist das Gesetz des abnehmenden Grenznutzens oder auch 1. Gossensche
Gesetz genannt. Die Idee ist: Mit steigenden Auszahlungen nimmt der Nutzenzuwachs ab. Oft
werden wir sogar annehmen, dass die Nutzenfunktion nach oben beschréankt ist. Dies ist zum
Beispiel fiir jede exponentielle Nutzenfunktion der Form u(z) =1—e~ % mit « > 0 erfiillt. Uber-
tragen wir auch diese Bedingung auf unser Beispiel, so wird der Geféngnisinsasse seine erste
Einheit an Nahrung (z.B. den ersten Apfel) einen wesentlich héheren Nutzenzuwachs zuordnen,

als eine zusatzliche Einheit Nahrung wenn er schon ein Portfolio an Lebensmitteln besitzt.

Preisdichte Mit Hilfe einer Preisdichte lésst sich der Marktwert einer Auszahlung ermitteln.

3Zitat von schottischen Aufklirer und Okonom Adam Smith (1723-1790).

10
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Sie beschreibt den Kostenzuwachs fiir die Erhéhung der Auszahlung um eine Einheit in einem

bestimmten Zustand w € €.
p:Q— Ry

Das Wort Preisdichte ist ein wenig irrefithrend gewéhlt, denn es handelt sich nicht um Geld-
preise, sondern um eine Tauschrelation zwischen den Wirtschaftsgiitern. In unserem Gefang-
nisbeispiel sind die Zigaretten das Tauschmittel. Dabei ist nur die Relation der Preise, also die
Relation der Anzahl von Zigarette fiir ein bestimmtes Wirtschaftsgut, bei einem Tausch von
Bedeutung, nicht aber die absoluten Anzahlen der getauschten Zigaretten.

Wir wollen ein Mafliwechsel mit Hilfe der Preisdichte vornehmen. Hierzu definieren wir das
Wahrscheinlichkeitsmafl dP¥ := —f~dP. Das bedeutet, dass P? stetig beziiglich P mit Dichte

E[g]

ﬁ ist. Hierbei handelt es sich bei % tatsachlich um eine Dichte, denn beide Bedingungen

fiir eine Dichte

X)L o v
E[g) > 0 Vwe(
P B
und o El7] dP({w}) EMEM 1
sind erfullt. Das bedeutet:
PP(A) = E[lgo] [ o@iP)  vaerF

Insbesondere gilt dann auch
¥ ..
E|X—|=E¥[X fir alle X € X.
ety e
Hierbei stellt E#[X] den Marktwert fiir die Auszahlung X € X" dar.

Ferner unterstellen wir hier, dass die Preisdichte linear verlauft. Das heif3t es besteht ein pro-
portionales Verhéltnis zwischen dem Wert einer Auszahlung und der Preisdichte fiir ein festes
Szenario. Insbesondere gilt, dass der Marktwert von der Summe zweier verschiedener Auszah-
lungen der Summe der Marktwerte der Auszahlungen entspricht, was in diesem Fall einfach der

Additivitat des Erwartungwertes entspricht.

Anfangsausstattung Nach unseren vorherigen Uberlegungen erhilt jedes Wirtschaftssubjekt
a € A eine Anfangsausstattung, deren diskontierte Auszahlung in t=1 definiert ist als W, € X .
Die Anfangsausstattung W, kann auch als Angebot des Subjektes a im Startpunkt t=0 interpre-
tiert werden. Mit der Voraussetzung P(W, >0) >0 Va € A wollen wir uns auf Marktteilneh-
mer beschréanken, deren Wahrscheinlichkeit auf Auszahlung fiir ihr Anfangsportfolio positiv ist.
Das bedeutet, sie treten als potentielle Anbieter und Nachfrager auf dem Markt auf. Aggregiert
man tber alle diese Marktteilnehmer, so erhalt man das sogenannte Marktportfolio

W= Z W. (1)
acA

11
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Es beschreibt die Summe aller Auszahlungen der auf den Mérkten verfiigharen Wirtschaftsgii-
ter. Also das Angebot, welches auf dem Gesamtmarkt nachgefragt werden kann. Hierbei ist zu
beachten, dass die Anzahl der auf dem Markt verfiigharen Wirtschaftsgiiter immer exogen ist.
Das bedeutet unter anderem, dass es keine dynamischen Mengenreaktionen derart geben kann,
dass zum Beispiel mehr von einem stark nachgefragten Gut produziert wird, um die Nachfrage

zu befriedigen.

12
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3 Das Arrow-Debreu-Gleichgewicht

Nachdem wir nun eine Reihe von Annahmen getroffen haben, werden wir im néchsten Schritt
das zu losende Problem modellieren. Wir wollen also das Problem des Allgemeinen Gleich-
gewichts in die Sprache der Mathematik transformieren. Das Ziel dieses Kapitels ist es zur
Definition des Arrow-Debreu-Gleichgewichtes zu gelangen. In Vorbereitung darauf, bendtigen

wir einige Definitionen und Satze.

3.1 Definition

Eine Allokation (X,)qea C X heifit zuldssige Allokation, falls sie folgende Marktraumungsbe-
dingung erfiillt:

Z Xe=W P—f.s. (2)
acA

Ferner definieren wir Z als die Menge aller zuldssigen Allokationen aus X

Erfillt eine Allokation die Marktraumungsbedingung, so bedeutet dies, dass alle vorhande-
nen Waren durch den Tausch verteilt worden sind. Mit anderen Worten: Die Gesamtnachfrage,
also die Summe der Nachfrage iiber alle Marktteilnehmer, entspricht dem Gesamtangebot bzw.
dem Marktportfolio. Hier wird auch deutlich, warum wir von diskontieren Auszahlungen aus-
gehen wollen. Denn nur so kénnen wir einen intertemporalen Vergleich zwischen Anfangs- und

Endauszahlung vornehmen.

3.2 Beispiele

e Sei a; € A ein Marktteilnehmer. Dann ist

Xo, =W, X, =0 P—fs. Vaje A\{a;}

J

eine zuldssige Allokation. Hier erhélt Marktteilnehmer a; das gesamte Marktportfolio,

also das gesamte Angebot des Marktes, die Anderen dagegen gehen leer aus.

e Sei {aj,as,...,ap} = .A. Dann ist
w W
X, =75=— P—fs. VaeA
Al n
eine zulassige Allokation. Wobei in diesem Fall die diskontierten Auszahlungen gleichmé-

Big auf alle Marktteilnehmer verteilt werden.

13
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Zwar handelt es sich bei den beiden Beispielen um zuléssige Allokation im Sinne der Defini-

tion, doch wird ein Marktteilnehmer a; € A\{a;} in Beispiel eins zufrieden sein mit dem Tausch?

Dies ist nicht der Fall! Denn nach Voraussetzung besitzt jede Anfangsausstattung eines Markt-
teilnehmers eine positive Wahrscheinlichkeit auf Auszahlung. Auf Grund des Ziels der Nut-
zenmaximierung wiirde kein Marktteilnehmer auf diese Auszahlungen verzichten. Und da ein
Tauschvorgang immer freiwillig stattfindet, kommt eine neue zuldssige Allokation nur zustan-
de, wenn jeder Marktteilnehmer seinen anfinglichen Nutzen durch diesen Tausch mindestens
erhohen kann.

Hierbei muss jedes Subjekt seine sogenannte Budgetrestriktion beachten. Das bedeutet, dass
ihnen zum Tauschen maximal der Wert ihrer Anfangsausstattung zur Verfiigung steht. Geht
man von einer bekannten Preisdichte ¢ aus, so betragt der Marktwert des Anfangsportfolios:
E¥[W,] fir den Marktteilnehmer a. Ziel eines jeden Marktteilnehmers ist es nun unter dieser

Restriktion den erwarteten Nutzen zu maximieren.

3.3 Definition

Die Auszahlung X erfillt das Nutzenmazimierungsproblem bezlglich Preisdichte ¢ fiir den
Marktteilnehmer a € A, falls

X, = argmax E[ug(X)]
XeBy

wobei B definiert ist als die Budgetmenge des Marktteilnehmers mit

Bf ={X € X|E7[X] <E”[Wa]}

14
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3.4 Satz

Sei ac A ein Marktteilnehmer und W, € X die entsprechende Anfangsausstattung mit

E[uq(Wg)] < co. Dann existiert ein eindeutiges Portfolio der Form

X! = argmax Efu,(X)] = min{I (d,0), W} mit de € R>o (3)
XeB?

das beztiglich der Preisdichte ¢ das Nutzenmaximierungsproblem l6st. Wegen der Eindeutigkeit

der Losung gibt es genau ein d, € R+, welches die Bedingung
EZ[XG] = E7 (W]

erfiillt. Die Funktion 71 : [0,00] — [0, 00] ist dabei wie folgt definiert:

0 Y 2> bq
Ij(y) = (ug)—l(y) Y € (ca,ba) (4)
00 Yy<cq
mit
Co = limu,(z) >0 by :=limu,(z) < oo (5)
oo Al
Beweis

Wir werden den Beweis in drei Schritte einteilen. Im ersten Schritt suchen wir einen moglichen
Kandidaten fiir die Auszahlung, die den erwarteten Nutzen maximieren soll. Im zweiten Schritt
werden wir dann beweisen, dass unser Kandidat auch wirklich das Nutzenmaximierungspro-

blem 16st. Zu guter Letzt ist dann nur noch die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen.

Ermittlung eines Kandidaten zur Losung des Nutzenmaximierungsproblems
Mit Hilfe der folgenden heuristischen Vorgehensweise werden wir einen Kandidaten fiir die Lo-
sung des Nutzenmaximierungsproblems ermitteln. Hierzu nehmen wir an, dass ein optimales

Portfolio mit Auszahlung X existiert und wir definieren:
X} = X+ MX —E[pX]) mit X € L®°(P) und A € R

Betrachten wir folgende Gleichung:

4 e

0 = S Blu(X])
d

= in i)

= Efug(X5)(X —E[pX])]

15
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so erhalten wir die Gleichheit:

Elu, (X)) X] =dE[pX] wobei dg:=E[u,(X})]>0.

a a

*

Dies impliziert, dass ul,(X}) = d,¢ P-f.s. gilt. Nach Umformung erhalten wir hieraus
Xo = ITa(ua(X3)) = Ta(day),

wobei wir I, : (¢q,bq) — (0,00) als die Umkehrfunktion von u/,(X) (existiert, da die Nutzen-

funktion bijektiv ist) definieren mit

Co:=limul(x) >0 und b, :=limu,(z) <o
oo z]0

Dies ist eine stetige, bijektive und streng monoton fallende Funktion auf (cq,b,) auf Grund des

strikt konkaven Verlaufes unserer Nutzenfunktion.

Um die Funktion auf dem Intervall [0, 00] fortsetzen zu kénnen, definieren wir die Funktion

IF :]0,00] — [0,00] als

0 Y > bq
ch(y) = (“;)_1(9) Y € (ca,ba)
00 y < cqy.

Des Weiteren kann die Auszahlung eines optimalen Portfolios eines Marktteilnehmers maximal
dem Marktportfolio W entsprechen, da dies ja die Gesamtheit der verfiigbaren Wirtschaftsgiiter
auf dem Markt darstellt. Und unsere Losung ist insbesondere in der Menge X" enthalten. Somit

ist unser gesuchter Kandidat:

Xo =min{I (dap), W} € X (6)

Erfiillt der Kandidat die geforderten Eigenschaften?

Wir miissen zeigen, dass unser Kandidat das Nutzenmaximierungsproblem bzgl. der Preisdichte
¢ lost und dass es genau eine Konstante d, € R gibt, welche die Gleichheit von EY[X] und
E¥[W,] impliziert.

Wir wollen zunéachst die zweite Eigenschaft beweisen:

Betrachten wir hierzu die Funktion

y— min{];(y), wWh.

16
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y=u'(x) I.*)
b, —
Cq
> | [ . >
) . b, VU@
Abbildung 1: Grenznutzenfunktion . Abbildung 2: Umkehrfunktion der Grenznut-
Markteilnehmer a. zenfunktion eines Markteilnehmers.

Dies ist auf Grund des monoton fallenden Verlaufes der Funktion I auch eine stetige und
monoton fallende Folge. Des Weiteren gilt:
lim min{Z, (y),W} =0 da lim I/ (y) = 0.
yTba yTbCL
und
liﬁ)lmin{lj(y), Wh=Ww da Vy <ul, (W) min{l](y),W}=W.
y

Auflerdem liefert uns die majorisierte Konvergenz, dass die Funktion

9(y) = E?[min{I] (y), W}]
eine stetige und monoton fallende Folge ist mit

limg(y) = E°[limmin{I; (yp),W}] =0
yToo yToo

und limg(y) = Ef[limmin{l (yp), W}] =E?[W].
y40 y40

Daraus konnen wir folgern, dass die Funktion g(y) strikt monoton fallend auf der Menge
{ylg(y) € (0,E¥[W])} ist. Insbesondere gilt fir die Anfangsausstattung eines jeden Marktteil-
nehmers W, < W P-f.s.. Wegen der Monotonie des Erwartungswertes konnen wir dann folgern,

dass
0 < E?[W,] < E¥[WV]

gilt. Also existiert eine eindeutige Konstante d, > 0 mit g(d,) = E[W,]. Dies ist dquivalent dazu,
dass es nur eine Konstante d, > 0 gibt mit E?[X ] = E#[W,]. Damit haben wir bereits gezeigt,

17
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dass unser Kandidat die zweite Bedingungen erfiillt. Als néchstes beweisen wir, dass unser

Kandidat min{/ " (d,¢), W} das Nutzenmaximierungsproblem bzgl. der Preisdichte ¢ 15st.
Wir betrachten hierzu die Funktion

¢:RxQ— RU{oo}, (y,w) —  sup (uq(x) —zy). (7)

z€[0,W (w)]

Fir den Fall, dass W (w) < oo ist, bildet das Intervall [0,/ (w)] eine kompakte Teilmenge der
reellen Zahlen. Fiir jedes feste y € R ist die Funktion wu,(x) — zy stetig in jedem Punkt x €
[0,W(w)] und somit nimmt die Funktion auch auf diesem Intervall sein globales Maximum an.
Das Maximum kann dabei auch am Rand des Intervalls liegen. Das Maximum wird in einem

eindeutigen Punkt = € [0 (w)] angenommen, wenn einer der drei folgenden Falle eintritt.

Fall 1 Das Maximum von ug(z) —zy ist in zj =0 genau dann, wenn gilt

ug(0) > we(z)—2y Vo e (0, (w)]

. ua(l‘);ua(o) <y vz € (0,W(w)]

Mit dem Mittelwertsatz lasst sich der linke Teil umschreiben in den Grenznutzen wu/, (1)
mit p € (0,2). Dieser Grenznutzen ist maximal fiir ein g € R nahe bei 0. Also konnen wir
uns auf den Grenzwert fiir x gegen 0 beschranken und schreiben, dass die obige Aussage

aquivalent ist zu:
ua(r) —ua(0) _

lim 2 Y _ o 0
lim . u(0) <y
Also: Es gibt ein Maximum in z; =0 <= ug(z;) <y (8)

Fall 2 Das Maximum von u,(z) —xy ist in 7 = W(w) genau dann, wenn gilt

uW(w))—W(w)y > uq(x)—zy  Vrel[0,W(w))
ua(W(w)) —ta(z)

— Ww) =z >y Vo e [0,V (w))

Mit dem Mittelwertsatz lasst sich auch hier der linke Teil umschreiben in den Grenznutzen

!/
a

ul,(p) mit p € (x,W(w)). Dieser Grenznutzen ist minimal fiir g nahe bei W(w). Also

konnen wir uns wieder auf den Grenzwert fiir x gegen W (w) beschréanken und schreiben,
dass die obige Aussage aquivalent ist zu:

iy Ya(WW)) —ua(z) _

W (w) W(w) -

*_

Also: Es gibt ein eindeutiges Maximum in z;,

W(w) <= uglry) >y (9)
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Fall 3 Das Maximum von u,(z) — 2y wird in dem Intervall (0, (w)) angenommen, genau

dann, wenn fir die Extremstelle gilt:

0 * * o
a—xz(ua(xy)—xy-y)—o —

2
* *

0
und W(Ua(my>—xyy)<0

!

und  z, € (0, W (w))

/

Aus der notwendigen Bedingung folgt z, = (ug,

)~(y). Die zweite Bedingung ist wegen dem

strikt konkaven Verlauf der Nutzenfunktion immer erfiillt. Damit die dritte Eigenschaft

erfiillt ist, miissen wir fordern, dass 0 < zj, < W (w) ist. Also muss unser y € R bei festem

w € Q, auf Grund des streng monoton fallenden Verlaufes der Grenznutzenfunktion, aus

der Menge {y € R|u,,(W(w)) <y <ul(0)} :=Y kommen.

Also: Es gibt ein Maximum in z € (0, W (w)) <= ug(z;) =y und y € Y

Fithren wir die drei Falle (8), (9) und (10) fiir W(w) < 0o zusammen, so erhalten wir

0 y > uy(0)

Ty = (up) " (y) Y € (ug(W(w)),uq(0))
W(w) < oo y < u,(W(w)).

Dies entspricht genau:

Y

Nun setzen wir

X, = x"(dgyp) auf der Menge {W < oo}.

z =min{I (y),W} auf der Menge {W < oo}.

(10)

(11)

Dies entspricht dem Kandidaten fiir die Losung des Nutzenmaximierungsproblems aus dem

ersten Teil des Beweises fiir den Fall, dass W (w) < oo ist.

Als néchstes miissen wir noch den Fall betrachten, dass W(w) = oo ist. Das bedeutet, wir

suchen den Wert der Funktion ¢, wobei dies dem Supremum von uy(z) — zy auf der Menge

x € [0,00] entspricht. Wird das Supremum in dem Intervall [0, 00) angenommen, so unterschei-

det sich der Fall, dass W (w) = oo ist, nicht von unserem vorherigen Fall, indem wir W (w) als

endlich angenommen haben.

Das Supremum der Funktion ¢ wird jedoch nicht angenommen, wenn y < ul,(x)

19
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3.2 Beispiele 3  DAS ARROW-DEBREU-GLEICHGEWICHT

also insbesondere wenn y < lim oo ul, () =: ¢4 ist.

Fiir alle y € R mit y < ¢, miisste gelten
X} =min{I] (y),W(w)} = min{oo,o0} = co.

Da aber die Losung des Nutzenmaximierungsproblems in L' liegt, kann die Losung X o nur auf
einer Nullmenge den Wert unendlich annehmen. Denn fiir jede Zufallsvariablen in L' existiert

der Erwartungswert und dieser ist endlich. Somit muss gelten
I (dyp) < oo P-f.s. auf der Menge {W = oo}.
Infolgedessen erhalten wir

X, =12"(dap) P-fs. auf der Menge {W = o0} (12)

a

Fihren wir (7),(11) und (12) zusammen, so erhalten wir :

O(dap,) = sup  (ug(z) —zy) =ue(X)) — X}dap  P-fs.
z€[0,W (w)]

Waéhlen wir ein beliebige Auszahlung X aus der Menge B aus, so erreichen wir wegen der

Maximalitat von X :
uq(Xy) = Xogdap > ue(X) —Xdap P-fs.
Wegen der Monotonie und der Linearitédt des Erwartungswertes gilt dann auch

Elua(Xg)] > Elua(X)]+da-E[p(X; — X)]

a

Koénnen wir zeigen, dass der rechte Teil grofler ist als Efu,(X)], so gilt

Eluqa(X))] > Eug(X)] VX € B?

und damit ware die Maximalitat des erwarteten Nutzens fiir unseren Kandidaten X gezeigt.

Also ware damit unser Kandidat eine Auszahlung, die das Nutzenmaximierungsproblem 10st.

Es bleibt also zu zeigen, dass E[p(X} — X)] > 0 ist, da nach Voraussetzung d, > 0 ist.
Die Eigenschaften der eindeutigen Konstanten d,, dass der Marktwert E¥[X] dem Marktwert
E¥[W,] entspricht, und die Tatsache, dass fir alle X € B E?[X] <E¥[W,] gilt, nutzen wir

nun um die noch fehlende Ungleichung zu beweisen.

E°[X] < E°[W,]=E*[X}]
N E[lgo] pX] < Eiﬁ]E[@wa]:@Ewm (p>0P— fs)
= ElpX] < E[pW,|=E[pX;]
= Elp(Xi-X) > 0
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Somit haben wir gezeigt, dass unser Kandidat aus dem ersten Teil des Beweises auch wirklich

das Nutzenmaximierungsproblem 16st.

Zur Eindeutigkeit:
Um zu zeigen, dass unser Kandidat auch die einzige Losung unseres Nutzenmaximierungspro-
blems ist, miissen wir die Eindeutigkeit zeigen. Hierzu nutzen wir die folgende Eigenschaft

konkaver Funktionen:

Existiert ein Mazximum einer strikt konkaven Funktion auf einer konvexen Menge, so ist

dieses Maximum eindeutig bestimmt und ein strikt globales Mazximum.

e Aus dem strikt konkaven Verlauf der Nutzenfunktion der Linearitdt und der Monotonie
des Erwartungswertes folgt direkt auch der strikt konkave Verlauf von E[u,(X,)], denn
wegen dem stirkt konkaven Verlauf der Nutzenfunktion u, gilt fir alle o € (0,1) und fiir

alle 1,25 € [0,00):
ua(azy + (1= @)zs) > aug(zr) + (1 — a)uq(xs).
Also gilt auch
Efug(az +(1—a)z2)] > Elaug(zr)+ (1—a)uq(ws)]

= aEfug(21)] 4 (1 = a)E[ug(22)].

e Zu guter Letzt miissen wir noch zeigen, dass BY konvex ist. Also miissen wir zeigen, dass
fur alle « € (0,1) und fir alle X1, X5 € BY gilt, dass aX; + (1 —a) Xy € B ist. Zunachst

einmal ist nach Voraussetzung die Menge X konvex, also gilt
aXi+(1—a)Xe € X.

Des Weiteren gilt:

E(‘O[OéXl—f—(]_—Oé)Xﬂ = OZE[Xl]—f—(]_—a)]E(‘O[XQ]
< aE[Wu]+ (1 — a)EP[W,]
— E[W,).

Da alle Voraussetzungen fiir den obigen Satz erfiillt sind, haben wir auch die Eindeutigkeit der

Losung fiir eine Auszahlung, die das Nutzenmaximierungsproblem 10st, gezeigt.

|

Interpretieren lasst sich eine Auszahlung, die das Nutzenmaximierungsproblem 16st, als dieje-
nige Auszahlung, die ein Marktteilnehmer bei der bestimmten Preisdichte versucht zu errei-

chen. Erreicht er durch Tauschen diese Auszahlung, so kann er seinen Zustand durch weiteres
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Tauschen nicht mehr verbessern. Wahlt man also eine bestimmte Preisdichte, so wird jeder
Marktteilnehmer beziiglich dieser Preisdichte die Auszahlung versuchen zu erreichen, welche
das individuelle Nutzenmaximierungsproblem 16st. Das Problem dabei ist, dass die Allokation
dieser optimalen Auszahlungen nicht zulassig sein kénnte. Sprich, die Marktraumungsbedin-
gung konnte nicht erfiillt sein. In diesem Fall ist es so, dass nicht jeder der Marktteilnehmer
beziiglich dieser Preisdichte sein individuelles Nutzenmaximierungsproblem losen kann, da zum
Beispiel von einem Gut ingesamt mehr nachgefragt wird als vorhanden ist. Die Frage, die sich

uns nun stellt ist:

Gibt es eine Preisdichte, sodass jedes Wirtschaftssubjekt sein individuelles
Nutzenmaximierungsproblem lésen kann und die Allokation der optimalen Auszahlungen die

Marktraumungsbedinung erfiillt?

Denn nur dann ist es moglich, dass jedes Wirtschaftssubjekt sein Nutzenmaximierungsproblem
l6sen kann. Zudem wiére in diesem Fall dann jedes Subjekt mit seinem Zustand zufrieden, es
wiirde kein Tausch mehr auf dem Markt stattfinden und sich folglich ein Gleichgewicht einstel-

len. Dies fithrt uns zu der Definition des Arrow-Debreu-Gleichgewicht.

3.5 Definition

Eine Preisdichte ¢* zusammen mit einer zuldssigen Allokation (X[)seq wird Arrow-Debreu-
Gleichgewicht genannt, wenn jede Auszahlung X} das Nutzenmaximierungsproblem beziiglich
der Preisdichte ¢* fiir Marktteilnehmer a € A 16st.

Wir suchen also eine Preisdichte mit zugehoriger zulédssigen Allokation, so dass jedes Wirt-
schaftssubjekt sein Optimum erreichen kann. Anzumerken ist noch, dass ein Arrow-Debreu-
Gleichgewicht? auch ein Pareto-Optimum ist. Von einer Pareto-Optimalen Allokation spricht
man, wenn es nicht moglich ist ein Individuum besser zu stellen, ohne zugleich mindestens einen
Zustand eines anderen Individuums zu verschlechtern. An dieser Stelle wird auch die anfangs
behauptete These von Adam Smith, dass es sich bei einen Allgemeinen Gleichgewicht um ein
volkswirtschaftliches Optimum handelt, deutlich. Obwohl jeder der Marktteilnehmer nur seine
eigenen Ziele (die Maximierung des Nutzens unter der Budgetrestriktion) verfolgt, fithrt dies

insgesamt auch dazu, dass der gesamtwirtschaftliche Wohlstand maximiert wird.

Bevor wir uns tiefgriindiger mit der Existenz eines solchen Arrow-Debreu-Gleichgewichtes be-
schaftigen, also mit dem dritten Schritt unseres Modellierungsprozesses, wollen wir einen kleinen

Exkurs einfiigen.

4Benannt nach Kenneth Arrow und Gerad Debreu. Beide erhielt im Jahre 1972 bzw. 1983 den Nobelpreis

fiir Wirtschaftswissenschaften fiir ihre Arbeiten beziiglich der Allgemeinen Gleichgewichtstheorie.
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4 Exkurs: Die Edgeworth-Box

Zur grafischen Verdeutlichung des Arrow-Debreu-Gleichgewichts wollen wir die Edgeworth-
Box, oder auch Tauschbox genannt, einfithren. Hierzu miissen und kénnen wir unsere zuvor

gemachten Annahmen bedeutend vereinfachen.

4.1 Abweichende Voraussetzungen

Wir gehen in diesem Modell von einer 2 x 2 Wirtschaft aus. Das bedeutet wir nehmen an, es
gibt 2 Wirtschaftssubjekte (a1,a2) und 2 Arten von Wirtschaftsgiitern (1,2). Jedes dieser Wirt-
schaftsgiiter wird separat auf einen eigenen Markt gehandelt. Von der ersten Giiterart gibt es
insgesamt W’ Einheiten und entsprechend von der zweiten Giiterart W/ Einheiten. Zudem ma-
chen wir die sehr starke Annahme, dass es keine Unsicherheiten gibt. Folglich wollen wir, dass
der Nutzen eines Portfolios nur noch von der Anzahl der beiden Giiter abhidngt. Wir setzten
Xo:=(&4,€2) Vae{ar,as}. Wobei & die Anzahl der Giiter des Marktteilnehmers a € {a1,az}
von Gut ¢ € {1,2} symbolisiert.

Hierbei sollen beide Giiter unabhéngig von einander Nutzen stiften (stehen also nicht in ei-
nem komplementaren Verhéltnis zueinander), jedoch soll es nicht méglich sein, dass eine Gut
vollstdndig durch das Andere zu substituieren. Vergleichbar ist diese Situation mit einem Gii-
termarkt, auf dem es nur Wasser und Brot gibt. Um zu iiberleben sind beide Giiter notig
und sollten in einem angemessenen Verhéltnis stehen. Das bedeutet fiir unseren Markt, dass
ein Subjekt das Portfolio praferieren wird, dessen Zusammenstellung in einem ausgeglichenem
Verhéltnis steht. Fiir unsere Nutzenfunktion gilt aus diesem Grund: w : [0, W']z[0,W"] —
R. Eine typische Nutzenfunktion, die dies widerspiegelt ist die Cobb-Douglas-Nutzenfunktion:
Uq; (Xaj) = (f;j)ﬁj . (ng)l—ﬂj mit (5 € (0,1),5 € {1,2}. Sie ordnet jedem Giiterbiindel den zu-
gehorigen Nutzen zu. Triagt man den Nutzen jeder moglichen Kombination horizontal ab, so
entsteht grafisch ein sogenannter Nutzenberg. Dieser ist streng monoton wachsend und strikt
konkav.

Eine weitere Annahme ist, dass wir keine Preisdichte haben, sondern ein Preisvektor ¢ =

(p1,p2) mit p; € (0,00) Vi=1,2. Hierbei ist ¢; der Preis fiur eine Einheit vom Gut i.

4.2 Die Edgeworth-Box

Die Edgeworth-Box besteht aus zwei Koordinatensystemen, deren Urspriinge diagonal liegen.
Das Koordinatensystem mit dem Ursprung 0,, gibt das Portfolio des Marktteilnehmers a; an.
Das Koordinatensystem fiir den Marktteilnehmer as mit Ursprung 0,, ist um 180 Grad ge-
dreht und veranschaulicht das Portfolio des Marktteilnehmers as. Die Breite der Box gibt die
Gesamtanzahl W’ der vorhandenen Giiter der Sorte eins an. Die Hohe entsprechend fiir Sorte

zwei. Wir wollen hier den Punkt A als unsere Ausgangsallokation ansehen. Marktteilnehmer a;
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/
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Marktteilnehmer
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Abbildung 3: Die Edgeworth-Box mit Anfangsallokation

hat zu Beginn wj, Einheiten von Gut eins und wy,, Einheiten von Gut zwei. Wir definieren das

/

Anfangsportfolio von Marktteilnehmer a1 als Wy, := (wg,,

Anfang das Portfolio Wy, := (wy,,,wy, ).

ag?

wy, ). Analog besitzt Subjekt az zu

Verteilt man die Giiter geméafl der Farbmarkierung fiir Punkt A, so besteht die gesamte ein-
geschlossene Fliache der Edgeworth-Box aus zulédssigen Allokationen. Denn wéahlen wir einen
beliebigen Punkt in der Tauschbox, so ist die Marktraumungsbedingung erfillt, wenn wir die
Wertpapiere gemdfl &4 +&, =W’ und & +&2 =W verteilen. Denn fiir die Marktréu-

mungsbedingung muss folgendes gelten:

S X, = W
acA
— Xoy +Xay = Way +Wa,
(531:1 ) 621)—1_(56]7:2 Y 522) = (wéll Y wgl)—i_(w({lQ Y ng)

(5;14‘6;2 ’ 521+€22) = (w;1+w:12 ) wg1+wg2)
(€ay +ay + &y +E2) = (W', W)

[
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4.3 Nutzenmaximierungsproblem

Unser Ziel ist es nun ein Arrow-Debreu-Gleichgewicht fiir unsere 2 x 2 Wirtschaft zu bestimm-
ten. Zu diesem Zweck benotigen wir eine zulédssige Allokation, also einen Punkt in der Box,
und einen Preisvektor, der das Nutzenmaximierungsproblem fiir beide Marktteilnehmer 16st.
Zunéchst wollen wir uns auf Marktteilnehmer a; beschranken und dessen Optimum bestimmen.
Da wir in unserem Modell sehr starke Annahmen vorausgesetzt haben, konnen wir unser Nut-
zenmaximierungsproblem vereinfachen. Hierzu sei ¢ ein gegebener Preisvektor, dann suchen

wir das Portfolio:

X;l = (fél ,§31) = argmax E[ug, (X)] = argmaxug, (X)
XeBy, XeBg)

mit  Bf, = {X e [0,W]x[0,W")|eel, < oW}
= {X € [0,WX[0,W")|¢1&3, + 9263, <Ta, }-

Hier soll Wg, := p1w), +powy, dem Marktwert der Anfangsausstattung entsprechen. Wir kon-
nen sogar ohne Einschrankung annehmen, dass fiir unsere optimale Investitionskombination
Xg, die Budgetgleichung @1531 +¢2§21 =W, gilt.

Wire dies nicht der Fall, wiirde unser Marktteilnehmer freiwillig auf Wirtschaftsgiiter mit
positiven Auszahlungen verzichten, was unserer Annahme widersprechen wiirde, dass sich je-
des Wirtschaftssubjekt nutzenmaximierend verhélt. Wahlen wir einen beliebigen Preisvektor
© = (p1,p2), so konnen wir die Budgetgerade in unsere Tauschbox einzeichnen. Fiir das Koor-
dinatensystem unseres Marktteilnehmers a; gilt nach Umformung der entsprechenden Budget-

gleichung :

2 _ Way P14 (13)
2 2
Die Steigung dieser Budgetgleichung ist das negative Preisverhaltnis %. Natiirlich verlauft die
Budgetgerade -unabhéngig von dem gewéhlten Preisvektor - durch unseren Anfangspunkt A.
Denn dieser Punkt erfiillt trivialerweise die Budgetgleichung fiir jeden Preisvektor.

Wir wissen nun also, dass unser gesuchtes Optimum fiir Marktteilnehmer a; auf der Budgetge-
raden liegt. Um eine eindeutige Losung fiir unser Nutzemaximierungsproblem zu bestimmen,
missen wir den Punkt auf der Geraden finden, der uns den maximal moglichen Nutzen liefert.
Dazu mochten wir hier noch den Begriff der Indifferenzkurve einfithren.

Die Indifferenzkurve ist der geometrische Ort aller Investitionskombinationen, die dem Investor
den gleichen Nutzen stiftet.

Aufgrund des identischen Nutzenniveaus ist er zwischen diesen Kombinationen indifferent. An-
ders formuliert: Liegen Giiterkombination A und B auf der selben Indifferenzkurve, so ist dem

Marktteilnehmer egal welches Biindel er wéhlt.
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Abbildung 4: Budgetgerade von Marktteilnehmer a; bei gegebenen Preisvektor.
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Abbildung 5: Nutzengebirge und Indifferenzkurven

Anschaulich ergibt sich die Indifferenzkurve als eine Hohenlinie des Nutzenberges, und kommt
durch einen waagerechten Schnitt durch den Berg zustande. Indifferenzkurven sind charakteri-

siert durch drei wichtige Eigenschaften:

e Indifferenzkurven kénnen sich nicht schneiden,
e Der Verlauf jeder Kurve ist konvex,

e Je weiter die Indifferenzkurve vom Ursprung entfernt ist, desto hoher ist ihr Nutzenniveau.

Die Steigung einer Indifferenzkurve wird auch Grenzrate der Substitution genannt. Sie gibt das
Mengenverhéltnis an, indem sich das eine Wirtschaftsgut gegen das Andere eintauschen léasst
ohne das Nutzenniveau zu verédndern.

Ist ein Investor in der Situation, dass er verhaltnismafBig viel von z.B. Gut 1 besitzt, jedoch
wenig von Gut 2, so wird er bereit sein fiir eine zusétzliche Einheit von Gut 2 viele Einheiten
von Gut 1 aufzugeben. Man spricht auch davon, dass der Grenznutzen an Wirtschaftsgut 2

hoch ist. Jedoch nimmt dieser Grenznutzen mit zunehmenden Mengen von Gut 2 ab.
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4.4 Arrow-Debreu-Gleichgewicht

Um ein Optimum bestimmen zu kénnen, fithren wir beide Komponenten: Indifferenzkurve und
Budgetgerade zusammen. Die Idee ist: Sei eine feste Budgetgerade® (durch die Wahl eines
Preisvektors) gegeben, so wahlen wir diejenige Investitionskombination, bei der die maximal
vom Ursprung entfernte Indifferenzkurve die Budgetgeraden gerade noch tangiert. Dies ist die
Indifferenzkurve, die uns den maximal moglichen Nutzen liefert. In Abbildung 6 ist unser Nut-
zenmaximierungsproblem genau in dem Punkt gelost, indem sich die Budgetgerade und die
Indifferenzkurve mit Nutzenniveau U”’ treffen. Indifferenzkurven U’ und U” weisen ein nied-
rigeres Nutzenniveau auf, und sind deshalb nicht optimal. Aulerdem kann Nutzenniveau U””

mit dieser Budgetgerade nicht erreicht werden und liegt auflerhalb des moglichen Bereichs.

Im Optimalpunkt gilt insbesondere, dass die Steigung der Indifferenzkurve gleich der Steigung
der Budgetgeraden ist. Es gilt also:

P
0&q P1

_Sn Pl (14)
oz,

Wobei sich der linke Teil aus dem totalen Differential unserer Nutzenfunktion u ergibt.

ou ou
du = del 4+ —-de?
ok o
_Ou_
&g, oel
del o ou
San ez,

Die Steigung du ist hierbei null, da nach Definition der Nutzen fiir jede Investitionskombination
auf der Indifferenzkurve gleich ist. Das bedeutet, wenn man sich bei einer Verédnderung der
Giiterkombinationen auf der Indifferenzkurve bewegt, &ndert sich der Nutzen nicht.

In der Mikrookonomie nennt man diese Gleichung (14) auch das 2. Gossensches Gesetz.

Es lasst sich wie folgt interpretieren: Der Grenznutzen des Geldes in der Verwendung zum Kauf
von Gut 1 ist gleich dem Grenznutzen des Geldes in der Verwendung zum Kauf vom Gut 2.

Mit anderen Worten: Es liegt ein optimales Tauschverhéaltnis vor. Denn ware dem nicht so, wiir-
de der Marktteilnehmer sein Portfolio solange umdisponieren, bis er sein maximal mogliches
Nutzenniveau erreicht hat. Im Optimum gibt es diese Moglichkeit zur Erhéhung des Nutzens

nicht mehr.

Diesen Vorgang zum Finden einer optimalen Giiterkombination bei gegebener Budgetgeraden

5Natiirlich kénnen wir auch die Indifferenzkurve festsetzen und die minimale Budgetgerade suchen, die die

Indifferenzkurve tangiert, um unser Nutzenmaximierungsproblem zu losen.
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Optimales Portfolio
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Marktteilnehmera 1

[
w al
Oa1

v

|
al

M

Abbildung 6: Optimale Giiterkombination fiir gegebenen Preisvektor fiir Marktteilnehmer a;.

Tauschkurve

Marktteilnehmeral
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W al

Abbildung 7: Tauschkurve des Marktteilnehmers aj.
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lasst sich fiir beliebig viele verschiedene Preisvektoren durchfithren. Verbindet man die dazuge-
horigen optimalen Biindel, so erhélt man die sogenannte Tauschkurve. Sie gibt die Tauschwiin-
sche des jeweiligen Wirtschaftssubjekts bei gegebenen Preisverhéltnis an. Also den Punkt in der
Tauschbox, den der Marktteilnehmer gerne erreichen wiirde bei einem bestimmten Preisvektor.
Zu bemerken ist, dass alle Punkte auf der Tauschkurve die oberhalb unseres Anfangspunktes
A liegen gegentiber des urspriinglichen Portfolios bevorzugt werden. Dies ist der Fall, aus dem

einfachem Grund, dass diese Punkte auf einer hoheren Indifferenzkurve liegen.

Analog zu Markteilnehmer a; gehen wir bei Marktteilnehmer ag vor. Durch Verbinden der
optimalen Investitionskombinationen fiir Marktteilnehmer as, erhalten wir eine zweite Tausch-
kurve.

Wie wir aus der Abbildung 8 entnehmen kénnen, erhalten wir zwei Schnittpunkte A und B. In
diesen Punkten ergénzen sich die Tauschwiinsche zu einer zuldssigen Allokation. Aus vorherigen
Uberlegen ist unsere Anfangsausstattung suboptimal. Wir betrachten also den Schnittpunkt B.
Die zugehorige Budgetgerade, die durch den Punkt B fiihrt, liefert genau den Preisvektor, bei
der sich automatisch ein Gleichgewicht auf den Markten einstellt. Denn bei diesem Preisvek-
tor wiinschen sich beide Markteilnehmer genau das Portfolio in Punkt B zu erreichen. Durch
den Tauschvorgang konnten beide Marktteilnehmer ihren Nutzen erhéhen, da die optimalen
Giiterkombinationen auf einer héheren Indifferenzkurve liegen. Die Allokation im Punkt B mit
zugehorigem Preisvektor ist also unser gesuchtes Arrow-Debreu-Gleichgewicht! In diesem Punkt
erfilllen beide Giiterkombinationen das Nutzenmaximierungsproblem der jeweiligen Marktteil-

nehmer und es liegt eine zulédssige Allokation vor.
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#
Arrow-Debreu 3 4
Gleichgewicht | !
\ Marktteilnehmer
\ e a2 W"a2
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Marktteilnehmeral
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B Marktteilnehmer €2’
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Abbildung 8: Die alte Allokation mit Arrow-Debreu-Gleichgewicht und die neue Allokation fiir
die 2 x2 Wirtschaft.
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4.5 Beispiel

Wir nehmen an, dass beide Marktteilnehmer eine Cobb-Douglas-Nutzenfunktion haben mit

Qg 0y € (0,1). Also gilt:

ua(&a,62) = (€)% - (€)1 Va € {ay,as}.

Nun wollen wir fiir diese Ausgangssituation ein Arrow-Debreu-Gleichgewicht finden. Also su-
chen wir einen Preisvektor, sodass sich die nutzenmaximierenden Portfolios der Marktteilneh-
mer zu einer zuldssigen Allokation erginzen.

Sei hierzu ein Preisvektor ¢ = (¢1,¢2) gegeben. Wir werden nun mit Hilfe des Lagrange-

Verfahrens, die zu diesem Preisvektor optimalen Giiterkombinationen ermitteln. Beginnen wir

2

2,) maximieren unter der Bedin-

mit dem Marktteilnehmer a;. Wir wollen den Nutzen u,, (fél,
gung, dass unsere Giiterkombination auf der Budgetgeraden liegt. Also muss unsere Losung die
Gleichheit golfél + wzégl = golwél + gOngl erfiillen. Dieses Optimierungsproblem mit linearer

Restriktion kénnen wir mathematisch mit der Maximierung der Lagrange-Funktion losen:

L(€} €2 ) = (€1 )1 - (€2)170%) — N[p1€] + €2, — pruwl,, — ol ).

Hierbei ist A der Lagrange-Multiplikator. Fiir eine Extremstelle der Lagrange-Funktion miissen

die partiellen Ableitungen null sein.

(1—aay)
oL B B ‘ o ¢ )
= = O‘al'(fél)(aal 1).(§3l>(1 Clal)_Agpl ;0 — =Y. % (15)
a§a1 801 &
oL 1 \aq 2 \—aq ! (1 — g ) 51 Qay
e N e
Lo g —pat? ‘ 720 1 2 _ / (17
ox — PLa ~ 928 T, t oo, =0 = 918a, +9aba; = 01w, + 2w, (17)

Setzen wir (15) und (16) gleich, so erhalten wir

l—aq Qg
Cw.fiy v O_%J<é» :
e1 \&4, ©2 2

1 — —_— . ———
= & = gt (19)

Setzen wir (18) in (17) ein, so erhalten wir unsere optimale Giiterkombination fir Marktteil-

nehmer a; beziiglich dem Preisvektor ¢.
* 2 * 1
gal = aal ’ <w211 + zlw;/l) und 521 = (1 - aal) ’ <z2wé1 +w/a/1> (19)

Bei dieser Extremstelle handelt es sich um ein Maximum, denn man kann schnell nachrechnen,

dass die Hesse-Matrix negativ definit ist.
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Ganz analog bestimmen wir die optimale Giiterkombination fir Marktteilnehmer as. Da wir

auch hier von einer Cobb-Douglas-Nutzenfunktionen ausgehen, erhalten wir:
532 = Qqy * (wag + :lealg> und 522 = (]‘ - Oéa2) ’ (:ZszLQ +wg2> (20)

Im néachsten Schritt miissen wir nun priifen, ob diese beiden optimalen Giiterkombinationen
zusammen eine zulassige Allokation bilden. Beziehungsweise wir miissen einen Preisvektor fin-
den, beztiglich der die optimalen Giiterkombinationen eine zuléssige Allokation ist. Hierzu muss

gelten
* v 2* 2* ! ym
§ay T8y =W und & +&;, =W
e Bedingung 1

1* 1* Y2 P2
5(11 +§a2 = g - <wa1 + aw ) + gy - <wa2 + <,O1wa2>

P2

= E ’ (aa1wg1 + aazwgg) + O‘a1wé1 + O‘GQUJ&Q
Low
2 _ W' — gy, — agywy, _ W' —ag, (W' —w), )—a@ng
¥1 aalwgl + Qg wgg Qay (WU ) + Qg W ag
o (1_Oéa1)W/+<Oéal _aa2)w22 (21)
Qg W+ (O‘az - aal)wgg
e Bedingung 2
&+, = (l—aw)-  Shul, +uf, | +(1—aw)- ( Zul, +uf,
1 2
¥2 V2
L1 ' " "
= 09 <(1 aal)wal +<1 &02) 2) +(1_aal>wa1 +(1—aa2)wa2
L w”
ﬁ — (1_Oéa1)w£L1 +(1_&a2)w:12 — (]‘_aal)(W/ 2)+( Oéa2)w:12
¥1 W’ —(1- O‘m)w —(1- aa2)wg2 W" —(1—ag)(W"—w /2> (1- aa?)wgg
— (1 - aal)W _I_ (aal - aa2)wilg (22)
gy W+ (Oéa2 — gy )w:llg
Also bildet unsere optimale Kombination von Giitern fiir jede Preisdichte der Form
(1— g )W+ (agy — gy )W, >
* 1 1 2 a .
e =1¥1 , -1 mit ¢1 >0 23
( Qay W+ (O‘a2 - aal)wz/zlg ( )
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eine zulassige Allokation. Diese Preisdichte zusammen mit der Allokation aus den Giiterkom-

binationen (19) und (20) bilden dann unser Arrow-Debreu-Gleichgewicht

Wenden wir unsere Erkenntnisse auf einen konkreten Fall an. Hierzu seien die Anfangsaus-

stattungen wie folgt gewéhlt:

W'=500  wl =50  w,=450
W"=250  wl =200 wl =50

ai az

Zudem seien die Parameter der Nutzenfunktion o, = 0,5 und oy, = 0,7. Fiir den Nutzen der

Anfangsausstattung kénnen wir nun ermitteln, dass diese

fiir Marktteilnehmer aq Ug, (W Wl ) = 5025 .200%% = 100

a1’ ~Ual
und fiir Marktteilnehmer ay g, (w),,w),) = 450%7.50%% = 232,77

Einheiten betragen. Aus vorherigen Uberlegungen konnen wir nun ein Arrow-Debreu-Gleichgewicht

angeben. Wir wissen, dass hierzu der Preisvektor
0" =(p1, 1,1851 1) mit ¢1 >0

sein muss und die Verteilung der Giiter am Ende der Periode bei diesem Preisvektor wie folgt

aussieht:

el = 143,52 ¢l =356,48

2 = 121,10 €2 =128,9

Marktteilnehmer a; verkauft 78,90 Einheiten von Gut 2 an Marktteilnehmer as. Hierfiir erhélt
er einen Erlos in Hohe von 93,52 -p1. Fiir diesen Betrag kauft er genau 93,52 Einheiten von Gut
1. Andererseits verkauft Marktteilnehmer ao 93, 52 Einheiten von Gut 1 und kauft die 78,90
Einheiten von Gut 2. Mit diesem Tauschvorgang konnte der Nutzen fiir die Marktteilnehmer
auf 100 auf 131,83 fiir den Marktteilnehmer a1 und von 232,77 auf 262,72 fiir Marktteilnehmer

ao erhoht werden.
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5 Arrow-Debreu-Existenzsatz

Kehren wir nach dem Exkurs zu unserem Modellierungsprozess zurtick. Im dritten Modellie-
rungsprozessschritt wollen wir die Existenz eines Arrow-Debreu-Gleichgewichtes nachweisen.
Also mathematisch beweisen, dass ein solches Gleichgewicht unter bestimmten Annahmen
existiert. In unserem vorher gezeigten Tauschboxbeispiel (wir haben die Nutzenfunktion so
gestaltet) existierte ein eindeutiges Arrow-Debreu Gleichgewicht als Schnittpunkt der beiden
Tauschkurven. Doch welche Eigenschaften muss eine Nutzenfunktion haben, sodass es eine zu-
lassige Allokation und eine Preisdichte gibt, die das Nutzenproblem fiir jeden Marktteilnehmer

lost?

5.1 Theorem

Sind die Voraussetzungen

(1) limsup zu,(x) < oo
xJ0

wd @ el

erfiillt, so existiert ein Arrow-Debreu Gleichgewicht.

< 00 Va e A

Bedingung eins besagt, dass x schneller gegen null geht als der Grenznutzen u,(z) gegen un-
endlich fiir x gegen 0. Die zweite Voraussetzung besagt, dass der erwartete Grenznutzen einer
durchschnittlichen Auszahlung fiir jede Nutzenfunktion der Marktteilnehmer beschréankt sein

muss. Zur Erklarung der ersten Voraussetzung folgen eine Bemerkung und einige Beispiele.

5.2 Bemerkung

Zur Vereinfachung der ersten Bedingung konnen wir anwenden, dass diese bereits erfillt ist,

wenn

ul, (0) == liﬁ)lu;(x) < 00, Vae A (24)
Z.

gilt. Denn wenn die Funktion u(z) einen Grenzwert fir x gegen 0 besitzt, so konnen wir

schreiben:

limsupzu,, () = (limsupx) * (limsupu, (v)).
)0 0 0

AuBerdem stimmen Limes und Limes superior in diesem Fall iiberein, da die Grenzwerte exis-

tieren.
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5.3 Beispiele

5.3.1 Logarithmische Nutzenfunktion

Sei u(z) = %:ﬂ mit v € (0,1). Diese typische Nutzenfunktion erfiillt unsere tiblichen Vorausset-

zungen: Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Monotonie und Konkavitiat. Zudem gilt:

1
limsup(zu'(z)) = limsup (a:"yaﬂl)

10 )0 Y
= limsup(z”)
)0
= 0<o0

Das bedeutet, wenn jeder Marktteilnehmer eine logarithmische Nutzenfunktion hat, wobei ~, €
(0,1) Va € Aist, und zusétzlich noch die zweite Bedingung des Theorems erfiillt ist, so existiert

ein Arrow-Debreu Gleichgewicht.

5.3.2 Exponentielle Nutzenfunktion

Mit Hilfe der Bemerkung 5.2 lésst sich auch schnell die erste Bedingung fiir die Existenz eines

Arrow-Debreu Gleichgewichts fur exponentielle Nutzenfunktionen zeigen. Sei u(z) =1—e™**

mit « > 0. Auch diese Nutzenfunktion erfiillt die iiblichen Eigenschaften und es gilt zusétzlich:

/ ax

 Tma () — T —ox _
u, (0) .—léfolu (x)—lﬁr&ae =a < 00.
Es folgt mit der Bemerkung 5.2 ;| dass
limsup(zv/(z)) = (limsupx)x* (limsupu'(z))

)0 z/0 xJ0

= limsupz*a
z]0

= 0<oo

ist. Also existiert auch bei exponentiellen Nutzenfunktionen ein Arrow-Debreu-Gleichgewicht,

wenn zusétzlich die zweite Bedingung erfiillt ist.

5.3.3 Gegenbeispiel

Sei u(z) = 1—1 die Nutzenfunktion eines Marktteilnehmers a € A. Diese Funktion erfiillt zwar

unsere iiblichen Voraussetzungen einer Nutzenfunktion, jedoch nicht die erste Bedingung des

Theorems. Denn es gilt:

x
limsupzu'(z) = limsup-—
210 x0T
= limsup—
0 T
= 0

Die Existenz eines Arrow-Debreu- Geichgewichtes ist also nicht garantiert.
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In Vorbereitung auf den Beweis des Theorems wollen wir zunéachst zeigen, dass die Arrow-
Debreu Gleichgewichtsallokation (X),c4 den gewichteten Durchschnitt des erwarteten Nutzen
U” iiber alle Markteilnehmer a € A maximiert. Des Weiteren liefert uns das folgende Lemma
5.6 Kandidaten fiir eine Preisdichte und eine zuldssige Allokation, die zusammen das Arrow-
Debreu-Gleichgewicht bilden. Damit diese Kandidaten zusammen auch wirklich ein Arrow-
Debreu-Gleichgewicht bilden, miissen wir noch sicherstellen, dass die Allokation zuldssig ist
und jeder Marktteilnehmer sein Nutzenmaximierungsproblem beziiglich dieser Preisdichte 10st.
Ob diese Eigenschaften erfiillt sind, und wenn ja unter welchen Bedingungen, dies werden wir
im Beweis zum Theorem 5.7 iiberpriifen. Doch zundchst wollen wir mit den vorbereitenden

Mafinahmen fiir den Beweis zum Theorem beginnen.

Wir wollen zeigen, dass die Gleichgewichtsallokation (X),c den gewichteten Durchschnitt
des zu erwartenden Nutzens maximiert. Hierzu betrachten wir zunédchst den allgemeinen ge-

wichteten Durchschnitt. Dieser ist von der Form:

ZAAG]E[UG(XG)}
A . ac
UMNX) = S,

acA

mit A\,>0 Vaec A XeX

wobei (Ag)qeq die Gewichte fiir den erwarteten Nutzen darstellen. Zur Vereinfachung machen
wir eine Einschrankungen fiir die Gewichte (A\g)qeA-

Die Gewichte (Aq)qea sind Indikatoren zur Bewertung der Wichtigkeit der einzelner Fakto-
ren hinsichtlich des Losungsansatzes. Das heifit je grofler der Gewichtungsfaktor A\, fiir einen
bestimmten Markteilnehmer a € A ist, desto grofier ist sein Einfluss auf die Losung des opti-
malen Gleichgewichts. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass der Vektor

A= (Ag)aea normiert ist. Wir wéhlen also Gewichtungsvektoren A mit

Aoe A=Den A =1 (25)
acA
Durch diese Annahme lédsst sich der gewichtete Durchschnitt vereinfachen zu:

U)\(X) = z;l/\aE[ua(Xa)] (26)

5.4 Lemma

Die Menge A ist konvex und kompakt
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Beweis

e Wir wollen zeigen, dass A kompakt ist. Da A := {\ € [0,1]M| e 4 Ao = 1} Teilmenge des
RMI ist, konnen wir den Satzes von Heine-Borel nutzen. Dieser besagt, dass A genau dann
kompakt ist, wenn A abgeschlossen und beschrankt ist. Die Beschranktheit folgt direkt
aus der Definition von A. Die Abgeschlossenheit von A ist erfiillt, da alle Randpunkte

enthalten sind.

e Um zu zeigen, dass A eine konvexe Menge ist, muss fiir alle u,v € A und fir alle 5 € R

mit 5 € (0,1) stets gelten:
pu+(1—p)v € A
Beweis: Seien u,v € A, und € (0,1) beliebig, dann gilt:
Bug + (1—=0B)wv, € [0,1] ae A
Da ug,vq € [0,1] sind. Also gilt auch:
Bu + (1—pw € [0,1]A
Auflerdem gilt:

put(1—0Gw = BZua+(1—6)Zva

acA acA
= Z Vg +3 (Z Uq — Z Ua)
acA acA acA
N—_——
=1

5.5 Definition

Eine zuldssige Allokation (Xj)aea ist A-effizient fiir A € A, falls der gewichtete Durchschnitt

des zu erwarteten Nutzens iiber alle zulassigen Verteilungen maximiert wird.

(X)) aea = argmax U* (X)) = argmax > AaE[ug (X))
Xez XeZ jca
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5.6 Lemma

1. Fiir jedes A € A existiert eine eindeutige A-effiziente Allokation.

2. Sei (X4)aca eine zulassige Allokation. Dann gilt:

(Xa)aea ist genau dann M-effizient, wenn es eine Preisdichte gibt, sodass fiir alle a € A
Aty (X4) < ¢ mit Gleichheit auf {X, >0} (27)
gilt. Die Preisdichte kann eindeutig definiert werden als

@ := max A\, (X)). (28)

acA

3. X maximiert fiir jedes a € A sowohl den erwarteten Nutzen Efu,(X)] iiber alle X € X,

als auch den Marktwert

EF[X] <E? [X)] (29)

Interpretation

1. Die eindeutige A-effiziente Allokation fiir einen bestimmten Gewichtungsvektor A € A ist

genau der Anwérter fiir die Arrow-Debreu-Gleichgewichts Allokation.

2. Der Gewichtungsvektor und die dazugehorige A-effiziente Allokation liefern uns eine Preis-
dichte. Da nach Lemma Teil 1 die A-effiziente Allokation eindeutig fiir ein gewahltes A € A
ist, ist auch die Preisdichte eindeutig bestimmt.

Da die Abschatzung Aqul,(X,) < ¢ mit Gleichheit auf der Menge { X, > 0} fir alle Markt-
teilnehmer erfiillt sein muss und die Preisdichte natiirlich unabhéngig von den Markt-
teilnehmern ist, kénnen wir die eindeutige Preisdichte ¢* als das Maximum iiber alle

Marktteilnehmer von A,ul(X,) definieren.

3. Eine M-effiziente Allokation maximiert neben dem gewichteten Durchschnitt gleichzeitig
auch den erwarteten Nutzen eines jeden Marktteilnehmers tiber alle moglichen Auszah-
lungen aus X'. Insbesondere natiirlich auch tiber alle Auszahlungen aus der Budgetmenge
Bng. Somit ist das Nutzenmaximierungsproblem fiir jeden Marktteilnehmer gelost, wenn
wir sicherstellen kénnen, dass die Auszahlungen X die Budgetrestriktion erfiillen. Weiter-
hin ist der Marktwert aller moglichen Auszahlungen kleiner als der Wert der Auszahlung

einer M-effizienten Allokation.
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Beweis
1. Es gilt:

Fiir eine Funktion U» : Z — R existiert genau ein X* € Z, dass U™ tiber alle
X € Z mazimiert, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:
o U ist eine strikt konkave Funktion

o Z ist eine Menge von Zufallsvariablen, die Werte in R™ annehmen und die

Menge Z ist konvex und abgeschlossen bzgl. P-f.s. Konvergenz.

e FEs existiert eine Zufallsvariable V € LY(Q,F, P) mit | X,| <V <oo  P-
f.s. fir alle a € A:={ay,...,a2}und fir alle X = (Xq,,...,Xq,) € Z.

e supycz UMNX) < o00.
o UM ist stetig von oben bzgl P-f.s. Konvergenz.
Konnen wir die Voraussetzungen dieses Satzes® nachweisen, so haben wir sowohl die

Existenz als auch die Eindeutigkeit einer M-effizienten zuldssigen Allokation fiir alle A € A

bewiesen. Sei A € A beliebig, dann lautet die zu betrachtende Funktion:

ur: Z— R, (Xa)aEA L Z /\aE[ua(Xa>]'
acA

e z.z U" ist eine strikt konkave Funktion
Wir miissen zeigen, dass fiir alle Y = (Y3 )4c4, Y = ()V/a)aeA € Z und fir alle a € (0,1)
gilt:

UMaY +(1—a)Y) > aUNY) + (1—a)UNY)

Beweis:

UMaY +(1-a)Y) = 3 AEug(aYy+ (1 —a)Yy)]

acA
> %AaE[O‘ua(Ya) +(1— Oé)uadfa)]
= a Y MEua(Ya)]+(1—a) Y AEluq(Yy)]
acA acA

= aUMNY)+(1—a)UNY)

Die Ungleichung im zweiten Schritt folgt aus dem strikt konkaven Verlauf der Nut-

zenfunktion.

6Follmer Schmied, Bemerkung 3.7
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e z.z. Z ist eine Menge von Zufallsvariablen, die Werte in R” annehmen
und die Menge Z ist konvex und abgeschlossen bzgl. P-f.s. Konvergenz
Z ist die Menge aller zulédssigen Allokationen. Die Elemente dieser Menge sind Vek-
toren von Zufallsvariablen die jeweils Werte in R annehmen. Da die Méchtigkeit der
Menge der Marktteilnehmer A nach Voraussetzung n ist, nehmen die Allokationen
(Xa)aca Werte in R™ an.

Fiir die Konvexitit miissen wir zeigen, dass fir alle Y = (Ya)aed, Y = (Ya)aca € Z
und fiir alle a € (0,1) gilt: @ Y +(1—a)-Y € Z

Beweis:

a-Y+(1—a)-Y €eX da X eine konvexe Menge ist

Yo(@Y+(1-a)Y) = ad Yot+(1-a) ) Y,

acA acA acA
= aW+({1—-a)W

= W

Somit ist auch a-Y 4 (1 —«) .Y eine zulissige Allokation und die Konvexitit von
der Menge Z ist gezeigt.

Die Abgeschlossenheit der Menge Z unter P-f.s. Konvergenz folgt daraus, dass die
Randpunkte in der Menge Z enthalten sind.

e z.z. Es existiert eine Zufallsvariable V € L'(Q, F,P) mit |X,|<V <00 P-
f.s. fiir alle a € A:={ay,...,a2} und fiir alle X = (X,,,....X,,) € 2
Da fiir jede zuléssige Allokation (Xg)eca die Marktraumungsbedingung > ,c 4 Xq =
W P — f.s. gilt, kénnen wir das Marktportfolio W € X ¢ LY(Q,F,P) als unsere

beschrankende Zufallsvariable wéhlen. Denn hierfiir gilt natiirlich:

Xy <W<oo P—fs. Va€A VX=(Xy)aca€Z

e 7.7. supyez UNX) < 00

UMX) = Y MEug(Xa)]

acA
< Z Elua(Xa)] (0<A <1, dareA)
acA
< Y Efug(W)] (0< X <W, da(Xo)aen € 2)
acA
< max Efug(W)]-|A]
< max ug(E[W])-n (Jensensche Ungleichung)
GGA N——
<00
< o0
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Im letzten Schritt gilt E[IW] < oo nach Voraussetzung, da W € L. Somit ist
UAX) beschrinkt fiir alle A € A und fiir alle X € Z

e U ist stetig von oben bzgl P-f.s. Konvergenz
Es gilt, ist U*(X) stetig, so impliziert dies die Stetigkeit von oben. Wir wollen
zunéchst die Stetigkeit der Funktion Efu,(X)] zeigen. Sei (X, )nen eine Folge in X
mit Grenzwert X € X. Fiir die Stetigkeit missen wir nun zeigen, dass E[uq(X,,)]

gegen E[u,(X)] konvergiert.

Jim Elug(Xn)] = E[ im ug (X))
= ]E[ua(nh_{gloXn)]
= Elug(X)]

Die erste Gleichheit folgt aus der majorisierten Konvergenz, wobei E[uq(W)] < oo
die Majorante darstellt, denn nach Voraussetzung ist die Nutzenfunktion streng mo-
noton wachsend und es gilt X < W P-f.s. fiir alle X € X. Die zweite Gleichheit folgt
aus der Stetigkeit der Nutzenfunktion.

Da die Funktion E[u,(X,)] fir jeden Marktteilnehmer stetig auf der Menge X ist, gilt
dies insbesondere fiir jede Auszahlung, deren Allokation die Marktraumungsbedin-
gung erfillt. Aus diesem Resultat konnen wir folgern, dass auch Y ,c 4 AaE[uq(X,)]
stetig auf der Menge BéfA ist.

2. " <="Sei X = (Xy)aeu € Z eine zulissige Allokation und A € A ein Gewichtungsvektor
sodass \gul,(X,) < ¢ mit Gleichheit auf {X, > 0}Va € A gilt und sei Y = (Y,)gen € 2
eine andere beliebige zulédssige Allokation. Um zu zeigen, dass X A-effizient ist, muss
gelten UNX) —UMNY) >0, da X ja genau die Allokation ist, die U*(X) maximiert. Um

dies zu beweisen, benotigen wir zunéachst die Giltigkeit der Ungleichung;:
U (Xa) —ua(Ya) > ul(Xy) (Xa—Ys) P—fs. VXa,Yo€X (30)

Hierzu zeigen wir, dass  uq(z) —uq(y) > ul(z) - (x —1y) Vz,y € 0,00) gilt.

Fir den Fall, dass x =y gilt, ist die Ungleichung direkt erfiillt. Wir nehmen also oh-

ne Einschrankung an, dass x # y ist.

Fall 1 Sei 0 <x <y < oo. Da die Nutzenfunktion nach Voraussetzung stetig differenzier-

bar auf (0,00) ist, kann der Mittelwertsatz angewandt werden. Das heifit

ta(y) = ta(z)

3 7€ (x,y) mit u (2) =
() mit () = =
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Da die Nutzenfunktion konkav ist, ist die erste Ableitung streng monoton fallend,

das bedeutet: ul,(x) > ul, (%) > ul,(y). Somit gilt :

@) = =D ) s ) —wle) <) ()
=

Fall 2 Sei 0 <y < x < 0o. Analog zu Fall 1 gilt:
3 7€ (y,2) mit ul(F) =
Und ul,(y) > ul, (%) > ul(x). Also

> ug(r) = ug(r) —ug(y) > ug(z) - (x—y)

Da alle Auszahlungen in X nicht negative Werte annehmen, gilt die bewiesene Unglei-

chung auch fir alle X,,Y, € X. Somit haben die Ungleichung (30) bewiesen.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass die Allokation X = (X,)qea A-effizient ist, also
den gewichteten Durchschnitt U*(X) maximiert iiber alle zulissigen Allokationen. Fiir

eine beliebige zulassige Allokation Y gilt die Abschétzung

UNX)—UNY) ST NEua(Xa)] + 3 AaEua(Xa)]

acA acA
= ZA)\QE[ua(Xa) —uq(Ya)]
> > E[Auy(Xa) - (Xa—Ya)] ((30), Monotonie des Erwartungswertes)

acA
= 2;4 {E[(/\aug(Xa) (Xa—Ya))- 1{Xa>0}] +E[(Naug(Xa) - (Xa—Ya)) - 1{Xa:0}]:|
- Z E[(Xauq(Xa) (Xa —Ya))- 1{Xu>0}] + Z E[ (Aaug(0) +(Xo - Ya))l{Xa:O}]

a€A =p n.Vor. a€A <¢ n.Vor.

<0
> %E[(w (Xa—Ya)) Lyx,>03) + %E[(s@ (Xa —Ya))lix,—01)
= %]E[(p (Xo—Ya)]
= E[‘P( Z Xa— Z Ya)]
acA acA
=W-Ww

= 0.

Mit UM X) —UMNY) > 0 haben wir die gezeigt, dass eine Allokation X = (Xy)aeu € Z,
fur die Agul,(X,) < ¢ mit Gleichheit auf {X, > 0}Va € A gilt, M-effizient ist.
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" —" Um den Beweis fiir die Hinrichtung zu vereinfachen,” benutzen wir die etwas
starkere Voraussetzung (24). Es gilt also u},(0) := lim, o u;(z) < oo fir alle a € A.

Sei (X)) aeu eine A— effiziente Allokation fiir ein A € A und (X, )ac4 eine weitere zulissige
Allokation. Definiere

Ve i=eX,+(1—e)X) mit ee(0,1].

a

Nach dem Beweis vom vorhergegangenem ersten Teil des Lemmas wissen wir, dass Z
konvex ist und es folgt: Y ist eine zulédssige Allokation. Aus der A\-Effizienz von (X é\)ae A
resultiert, dass die Allokation (X)gec4 unter allen zuldssigen Allokationen den gewichte-

ten Durchschnitt U* maximiert. Dies fithrt uns zu der Abschitzung:
1
0 > —(UNY)-UMNXY)
> AaE[ua(Yy) —ua(X3)]

Eu, (V) (Y — XC)L‘)] (Ungleichung (30))

I
] 2
&

IS}
M
=

>

g

=

[ (Vi) - (eXa+ (1-6) X5 — X))

Al Nl &= |k
Q
"

AE[ul (V) - e( Xy — X))

o
m
=~

oElug(Yy) - (Xa— X)]

a

|
S
m
b

>

Dies liefert:

E Z )‘auéz(yae) 'Xo)z\

acA

>E

S A (¥) -Xa] Vee (0,1 G1)
acA

Diese Ungleichung ist das erste wichtige Element fiir unseren Beweis. Fiir das Zweite be-

nutzen wir den Satz der majorisierten Konvergenz.

Zur Erinnerung:

Sei f1, fa,... eine Folge messbarer Funktionen mit f(x)=limy,_ 0 fn(x) P-fs. Es
gebe eine integrierbare Funktion g: X — [0,00) mit sup,, | fn(x)| < g(z) P-fs..
Dann ist f integrierbar bzgl. P und es gilt:

/fdP:Ji_}rgo/fndP baw. /\f—fn\dP—m

Wir definieren die Folge

1 1
V) = Y Aub (V)XY mit v = Tyt (1 _ 1) by
acA

"Der Beweis ist auch mit den normalen Voraussetzungen durchfiihrbar.

44



5.3 DBeispiele 5 ARROW-DEBREU-EXISTENZSATZ

Dies ist eine Folge messbarer Funktionen, da es eine Verkettung von Zufallsvariablen ist.
Weiterhin konvergiert diese Folge, denn:

1
lim fA(Ya) = lim 3 Agu(Ya™)- X)

n—00
acA

1
= 3 Aquf( Jim (viny). xA
acA

1 1
= Y At ( lim ( Xo+ (1— ) Xj)) X
acA n—oo \ n, n
Y (X)X
acA

= Y eaX,
acA
— ——

=fA
mit ) == A\, (X)), AuBerdem wird die Folge f7 von einer integrierbaren Funktion g
mit E[|g|] < oo majorisiert, d.h. es gilt | £ (V)| < g P-f.s.fiir alle n € N. Hierzu definieren
wir

= max Al (X)=' max )\, limu), (z) = max \u/,(0) <> 0o P-fs.
acA,XeX acA )0 acA

Gleichung eins gilt, da die Steigung der Nutzenfunktion streng monoton fallend ist auf dem
Definitionsbereich [0,00). Unsere zuvor angenommene starkere Voraussetzung ul(0) :=
limy g up(z) < oo geht in die zweite Abschétzung ein.

Wir definieren
A
g:=¢"W
als unsere Majorante. Diese Majorante ist integrierbar als Produnkt zweier integrierbarer
Funktionen und es gilt

AV = FAYa) = S A (YOXE < S P X=X = W =g P-ts.
acA acA acA

Da alle Voraussetzungen fiir den Satz der Majorisierten Konvergenz erfiillt sind, kénnen
wir schlussfolgern, dass f* integrierbar beziiglich P ist und es folgt:
lin B3 Aaufy (Vi) X2 = B[ im f2(Ya)] = B[S 3 X2) = E{ (32)

n—oo n—o0

acA acA

Analog kann man mit Hilfe der majorisierten Konvergenz zeigen,

1
dass fiir die Folge f,,(Ya) := Y e /\au’(Ya(ﬁ))Xa gilt:

lim B[ Mg, (Vi) x,] = E[ lim fo(Yo)] =E[Y @) Xa) = E[f] (33)

n—oo

acA acA
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Die Gleichungen (32) und (33) bilden zusammen das zweite Element unseres Beweises.
Zusammen mit der Ungleichung (31) des ersten Beweisteiles und der gemeinsamen Ma-

jorante g erreichen wir:

Elg] > E[f] > E[f] (34)
=  ElpW]> E[Y erXa] >E[Y gaXa).
acA acA

Wenn wir nun unsere zuléssige Allokation (X;),e4 so wéhlen, dass

W =Y peapr X, P-fs. gilt, so erhalten wir die Gleichheit von (34) .
(Beispielsweise konnen wir unser Portfolio so wéhlen, dass X, :=W -1 (T=a}
mit T'(w) := min{a|p) (w) = *(w)} gilt. )

Insbesondere gilt dann auch

Elg) =E[fY] <« E[g - f=0
— [P = paXo] =
acA
Da fur alle zulédssigen Allokationen (X;),e4 die Marktraumungsbedingung Y e 4 Xo =W
P-f:s. gilt und auch (X\),e4 eine zuldssige Allokation ist, kénnen wir W duch ¥ e 4 X

ersetzten und wir erhalten:

X=X =0 = E|Y (¢ -ed) X2 =0
acA acA aEAT

Dies impliziert ¢* = ¢} P-f.s. auf der Menge {X? > 0} und auf Grund der Maximalitt
von ¢* gilt auch ¢* > ) auf der Menge { X = 0}. Dies entspricht der Behauptung.

3. Aus Satz 3.4 wissen wir, dass die Losung des Nutzenmaximierungsproblem fiir ein Markt-

teilnehmer a € A von der Form

X = min{l] (d,p), W} mit  d, € Ry
0 dap > by
wobei [j(dago) = (uiz>_1<da90> daotp € (Caaba)
o0 daSO <cq

ist. Kénnen wir nun zeigen, dass unsere Auszahlung einer A-effiziente Allokation von dieser
Form ist, so haben wir gezeigt, dass diese Auszahlung den erwarteten Nutzen iiber alle X €

X maximiert. Hierzu nehmen wir fiir unsere A-effiziente Allokation ohne Einschriankung
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der Allgemeinheit an, dass P(X, > 0) > 0 ist. Zudem sollen unsere Gewichtungsfaktoren
Aq > 0 fiir alle a € A erfiillen (abweichendes wére irrelevant fir die Ermittlung einer A-
effizienten Allokation und wiirde das Ergebnis nicht beeinflussen).

Nun liefert uns Lemma Teil zwei ¢ = A\u/, (X)) Va € A auf {X2 >0}. Nach Umformung

erhalten wir:
X0 =(up) (A, !) Vae A

Wir definieren A, ! > 0 als unsere Konstante d,. Da die Auzahlung nun von der geforder-

/

"V (A; 1) den zu erwarteten Nutzen fiir alle Markt-

ten Form ist, maximiert X = (u
teilnehmer und es gilt zusétzlich, dass diese Auszahlung den Marktwert tiber alle X € X

maximiert:

ES [X] <E?[X)] VX eX.
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5.7 Beweis des Theorems

Nach den vorbereiteten Mafinahmen wollen wir nun den Existenzsatz fiir ein Arrow-Debreu-
Gleichgewicht unter den Voraussetzungen des Theorems 5.1 beweisen. Die erste Bedingung des
Theorems haben wir bereits in den Vorbereitungen in dem Beweis zu dem Lemma 5.6 benutzt.
Die zweite Voraussetzung aus Theorem 5.1 werden wir nun nutzen.

Das Ziel des Beweises ist es unter bestimmten Voraussetzungen die Existenz eines Arrow-
Debreu-Gleichgewichtes zu sichern. Hierzu bendtigen wir eine zulédssige Allokation und eine
Preisdichte, sodass jeder Marktteilnehmer sein individuelles Nutzenmaximierungsproblem 16-
sen kann.

Wihlen wir nun einen festen Gewichtungsvektor A\ € A, so wissen wir aus dem ersten Teil des
Lemmas, dass wir zu jedem Gewichtungsvektor A eine eindeutige A-effiziente Allokation finden.
Die Bedingung, die an unsere Gleichgewichtsallokation gestellt wird ist, dass diese die Mark-
traumungsbedinung erfillen sollte. Nach Definition ist bereits jede M-effiziente Allokation auch
eine zuldssige Allokation. Somit bildet diese A-effiziente Allokation unseren Kandidaten fiir die
Arrow-Debreu-Gleichgewichtsallokation.

Ferner liefert uns der zweite Teil des Lemmas eine eindeutige Preisdichte ¢* beziiglich die-
ser \-effizienten Allokation. Damit wir ein Arrow-Debreu-Gleichgewicht erreichen, muss jeder
Markteilnehmer bzgl. dieser Preisdichte ¢* sein Nutzenmaximierungsproblem losen. Betrach-
ten wir den dritten Teil des vorhergegangenden Lemmas, so sehen wir, dass jede Auszahlung
einer \-effizienten Allokation den erwarteten Nutzen fiir alle Marktteilnehmer a € A tiber alle
moglichen Auszahlungen X € X maximiert. Insbesondere maximiert diese Auszahlung dann
auch den zu erwartenen Nutzen iber alle Auzahlungen unserer Budgetmenge B * € X. Zudem
liefert uns der dritte Teil des Lemmas, dass der Marktwert beziiglich der eindeutigen Preisdichte
¢ tiber alle moglichen Auszahlungen maximiert wird. Wenn wir nun tiberpriifen wollen, ob die
jeweilige Auszahlung der M-effizienten Allokation das Nutzenmaximierungsproblem fiir jeden
Marktteilnehmer 16st, so miissen wir nur noch sicherstellen, dass diese optimale Auszahlung
die Budgetrestriktion erfiillt. Denn kénnen wir dies zeigen, so ist fiir jeden Marktteilnehmer
a die Auszahlung X einer \-effizienten Allokation die Auszahlung, die das Nutzenmaximie-
rungsproblem 16st. Also bilden die Allokation (X2)ae4 zusammen mit der Preisdichte ¢ unser

gesuchtes Arrow-Debreu-Gleichgewicht.

Was noch zu zeigen ist, ist somit:

B (W) = EF[X))
— E[p*W,] = E[¢*X)] VacA. (35)
Denn nur dann wird der anfingliche Marktwert der Ausstattung vollkommen genutzt. Wiirde

unsere optimale Allokation den Anfangsmarktwert nicht voll ausnutzen, so wiirde dies der in-

dividuellen Nutzenmaximierungsannahme widersprechen.
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Ziel ist es also einen Gewichtungsvektor A € A zu finden, der genau diese noch fehlende Bedin-

gung erfillt.

Erfiillt unsere M-effiziente Allokation (35), so ist unsere Allokation (X})4c4 zusammen mit

der Preisdichte ¢* unser gesuchtes Arrow-Debreu-Gleichgewicht. Und wir sind fertig]!

Ist dies nicht der Fall, so kénnen wir A ersetzen durch g(A) = (gq(A))geq mit:

. 1 A A
9N = Aot grE [ (Wa— X2)] (36)
mit V o= k-(1+W) eLYQ,F,P), (37)
k: = max sup zu,(z)€ (0,00) (nach Voraussetzung aus 5.1) (38)
acA 0<x<1

Mit Hilfe von g(\) definieren wir unsere Gewichte so um, dass wir die Gewichte fiir Marktteil-
nehmer verringern, deren Marktwert nach dem Tauschen hoher ist als ihre Anfangsmarktwerte
und die Gewichte im umgekehrten Fall erhohen. Fiir jeden Fixpunkt unserer Funktion g ist

unsere Gleichung (35) trivialerweise erfiillt. Denn

gN =\ = gN)=X VaeA
—  EpW,—X)]=0 VaecA
—  E[p"W,]=E[¢*X,] VaecA

Das bedeutet in diesem Fall, dass unsere Allokation (X),ec4 zusammen mit der Preisdichte ¢*,
fir ein A € A mit g(\) = A, ein Arrow-Debreu-Gleichgewicht bilden. Kénnen wir nachweisen,
dass ein solcher Fixpunkt der Funktion g immer existiert, so haben wir die Existenz eines
Arrow-Debreu-Gleichgewicht bewiesen. Um dies zu verifizieren benotigen wir den Brouwerschen

Fizpunktsatz:

Sei D eine kompakte und konvexe Menge. Dann besitzt jede stetige Abbildung

von D in sich selbst einen Fixpunkt.

Angewendet auf unsere Situation ist D = A. Nach Lemma 5.4 ist A kompakt und konvex. Was
wir also noch zeigen miissen, damit die Existenz eines Fixpunktes gesichert ist, ist, dass die
Abbildung g eine stetige Selbstabbildung ist.

z.z. Die Funktion g ist eine Selbstabbildung
Fiir eine selbstabbildende Funktion muss gelten g(A\) € A YA€ A:={A € [0,1]M| T cada =1}

e zu zeigen »  ga(A) =1
acA
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1
a%ga(A) = £<Aa+WE{gpA(Wa—X§)D
1
= %Aﬁwa;@ww@—m]}
1
= %AQJFE[V]E SOA%(Wa—Xé)]
= Z)‘G‘I’LE ‘P)\ ZWa_ZXé\ (da (Xci\)aeAGZ)
acA ]E[V] acA acA
=1 —W-W
= 1

e zu zeigen: go(A) €[0,1] Vae A, VAeA

Um dies zu zeigen, beweisen wir zunéchst die Ungleichung;:
voul(r) <k+x-u (1) <k(l+zx) Vr>0 (39)

Die zweite Ungleichung folgt direkt aus der aus Definition von k,

denn u/,(1) < Kk :=max sup au,(z). Fir die erste Ungleichung machen wir eine Fallun-
a€A 0<z<1

terscheidung:

Fall 1 Sei x=0
Ungleichung ist erfiillt, da x>0.

Fall 2 Sei z € (0,1]
Nach Definition von « gilt bereits x - ul,(z) < . Also gilt auch
zoul(z) <k <k+x-u,(1).
———
>0
Fall 3 Sei x > 1

Da die Grenznutzenfunktion streng monoton fallend ist,

gilt u)(z) <ul (1) V> 1. Hiermit gilt dann auch

ze(ul(x)—ul (1) <k = x-u(r)<rs+z-u,(l)

<0

Ungleichung (39) konnen wir auch auf unsere Auszahlungen anwenden, da diese nur nicht

negative Werte annehmen. Also gilt:
Xou(Xa) S h(1+X,) <k(14+W):=V VX, €X.
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Diese Ungleichung zusammen mit der Preisdichte aus Lemma 5.6 fithrt zu der Abschét-

zung;:
E[0* X = Eaug(X2) X0 < AE[V]. (40)
Und es folgt:
1
gaO‘) = )‘a‘i‘WE[QO)\(Wa_Xc/L\)]
_ E[p*Wa]  Elp* X
= TR T EW]
E[p*Wa]  AE[V]
> A+ E[V] — E[V]
_ E[QO)\Wa]
= A+ W — X
_ E[‘P)\Wa]
— W
> 0.

Das Resulat go(A) >0 Va€ A, VA€ A zusammen mit »  gq(A) =1 ergibt gqo(\) €

acA
[0,1] Vae A, VA& A. Wir haben somit gezeigt, dass die Funktion g eine Selbstabbil-

dung ist.

z.z Die Funktion g ist stetig

Dazu benutzen wir das Folgenkriterium :

Die Funktion g: A — A st stetig in A € A, wenn fir jede Folge (Ap)nen mit
Elementen X\, € A, die gegen X konvergiert auch g(\,) gegen g(\) konvergiert. g
heifst stetig in A, falls g in jedem Punkt von A stetig ist.

Sei also (A )nen eine beliebige Folge in A mit Grenzwert A € A. Um zu zeigen, dass hieraus
Jim g(An) = g(A)

— nli_{{)loga(/\n) = gaO‘) Vae A
1

: An vy A A
= Jim Ap, + WE[@ (We=X2™)] = A+ E[V]E[SO (We— X2 Vae A
folgt, miissen wir einige Zwischenbeweise tétigen.
e Zunichst werden wir sicherstellen, dass
X — X2 und M — o P-fs. gilt fir A, — A

gilt. Hierzu definieren wir die Funktion

f:Ax[0,00] — [0, 0] mit f\y) = Z Ij()\gly)
acA
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5.7 Beweis des Theorems 5 ARROW-DEBREU-EXISTENZSATZ

Wobei die Funktion I [0,00] — [0, 00] definiert ist wie in Satz 3.4.

0 Y > ba(N)
1T ) = W) ')y € (ca(N),ba(V)
00 y < ca(N)
mit
ba(N) = )\alxi%ug(x) < oo
calX) 1= Aalim i (2) > 0

Die Funktionen I (\;ly) sind stetig auf [0,00] fiir alle a € A. Fixieren wir uns auf ein
A € A, dann ist auch die Funktion f(A,-) stetig auf [0,00] als Summe der Funktionen
IF(\;y) iiber alle Marktteilnehmer a € A. Zudem gilt, dass die Funktionen I (\;1y)
fir alle a € A bijektiv und streng monoton fallend auf der Menge (cq(\),bq())) sind.
Gleiches gilt fiir f(A,y) auf (¢(A),b(A)). Wobei wir b(\) und ¢(X) setzen konnen als:

b(1) = ba,) —

ba,y |

cM)=ca;(d)

Cay(A)

Abbildung 9: Summierte Umkehrfunktion fiir den Fall, dass es zwei Marktteilnehmer gibt.

b(A) == max A\, limu, (x) < oo und  ¢(\) = max A\, lim v, (z) >0
acA )0 acA  xtoo

Somit ergibt sich:

0 y>b(N)
FNY) = Sacalul) T A y)  y e (¢(V),b(N)
00 y < C(/\).
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Aus dem bijektiven Verlauf der Funktion f(A,-) auf der Menge (c()),b(X)) folgt, dass fir
jedes we (0,00) genau eine eindeutige Losung y* € (¢()\),b()\)) existiert mit

fOyt) =w

Wir wollen zeigen, dass die Losung y* stetig von A € A abhéngt. Hierzu wihlen wir eine
Folge (An)neny C A mit Grenzwert A € A. AuBlerdem wahlen wir eine Teilfolge (An, )ken
von (Ap)nen C A, sodass fiir die Folge der Losungen (y™ )zen von f(Any,y) =w gilt, dass
diese fur A, — A gegen yoo konvergiert, wobei yoo aus dem Intervall [¢()),b(A)] kommt.

Dann gilt wegen der Stetigkeit von f, dass
lim f()\nkay)\nk) = f(AayOO) =Ww.
kToo

ist. Da die Losung yso auf Grund der Bijektivitit von f(),-) eindeutig ist, stimmen 3
und yso tiberein. Damit haben wir gezeigt, dass y” stetig von A € A abhéngt.

Wir wissen nun also, dass wir fiir jedes we (0,00) ein eindeutiges y» finden konnen,
welches die Gleichung f(\,3) = w 16st. Zudem ist dieses y* stetig abhéingig von . Das
bedeutet, dass die Folgerung

Ap — A = Y —s

gilt. Dieses Resultat nutzen wir nun um zu zeigen, dass

Xé‘” — Xé‘ und M — o P-f.s. gilt fir A\, — A

Aus Satz 3.4 wissen wir, dass die optimale Auszahlung fir jeden Marktteilnehmer a € A

von der Form
X5 =min{I] (A\; '), W}
ist. Also konnen wir schreiben

W= X2=YIF ') =f(\¢") P—fs.
acA acA

Ersetzen wir in unseren vorherigen Uberlegungen w durch W und y* durch ¢, so erhalten
wir, dass @™ P-f.s gegen o konvergiert fir A, — \. Zudem liefert uns die Form der

optimalen Auszahlung und die Konvergenz der Preisdichte, dass
Xom =TI M) — IFO TN =X, P—fs.

a

konvergiert fir A, — .
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5.7 Beweis des Theorems 5 ARROW-DEBREU-EXISTENZSATZ

e Fiir die Stetigkeit unserer Funktion g miissen wir zeigen, dass fiir alle Marktteilnehmer
a € A und fiir jede konvergente Folge (\,,)pen mit Grenzwert A

1

WE[SO)\(WG — X2

1
lim Ap, + === B[ (Wo — X0")] = Ag
nL)H(%o)\ a+E[V] [SO ( a )] )\ +

gilt . Da Ay, fiir jeden Marktteilnehmer gegen A, konvergiert, reicht es zu zeigen, dass

lim E[o™ (W, — X)) = E[p* (W, — X )]

n—oo

fir alle Marktteilnehmer gilt. Hierzu miissen wir mit Hilfe der majorisierten Konvergenz

zeigen, dass

E[p*W,] — E[p*W,] und (41)
ElpXo"] — E[0*X]] (42)

gilt. Da in beiden Fillen die Folge von Funktionen (@*W,)peny und (9 X2),cn je-
weils aus Zufallsvariablen bestehen, sind sie messbar. Auflerdem ist nach dem vorherigen
Uberlegungen der Grenzwert bekannt. Fiir die Anwendung der majorisierten Konver-
genz miissen wir nur noch eine jeweilige Majorante finden. Also integrierbare Funktionen

f1,f2: Q2 — Ry, sodass fiir alle n € N gilt:
(" Wal < fi mnd  [PMXQN < fo  P—fs.

Es reicht, wenn wir eine gemeinsame Majorante f finden, fir die gilt: f := max(fi, f2).

Hierzu betrachten wir

14
F = | ) e LYQ, F. P 4
lglea}ua<|A|> €L (Q)F,P) (43)

Nach der zweiten Bedingung fiir die Existenz eines Arrow-Debreu-Gleichgewichtes aus
Theorem 5.1 konnen wir annehmen, dass der Erwartungswert von F endlich ist. Insbe-

sondere ist dann die Zufallsvariable F ein Element aus dem Fakorraum L!.

Behauptung: F > ¢* VYA€ A
Da unsere Nutzenfunktion konvex ist, ist die Umkehrfunktion 7" monoton fallend. Zu-

dem wissen, dass unser unsere Auszahlung einer A-effizienten Allokation von der Form
XX =IH*A 1) st . Also gilt fiir alle A € A

wo= > X,
acA
= YL@
acA

>IN (da A, €[0,1])
acA

[Almax [ (7).

IN

IN
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Aus dieser Ungleichung kénnen wir folgern, dass die folgende Abschétzung

w
)< I+ A
(L) <t
stimmt. Dies und der streng monoton fallende Verlauf der Grenznutzenfunktion fiihrt
dann zur Ungleichung

w
F:zmaxu&( > > maxu,

_ +( A
ac A |A‘ (maX[b (()0 ))

acA “ beA

A : A A
= maxug(lo, (7)) mit Lo (") =max Ty (e")
> gy (Lo (7))

= o YA eA

Daraus folgt die Behauptung.

Nun kénnen wir die Abschiatzung F > ¢* VA € A nutzen, um eine gemeinsame Ma-

jorante fiir die Folgen (¢*Wy)pen und (o X ), ey zu finden. Es gilt:
(P Wal = MW < MW <FW=f P—fs VneN.
Analoges gilt fiur die zweite Funktionenfolge
P XM = XM <MW S FW = f  P—fs. VYneN

Eine gemeinsame Majorante ist also die Funktion FW. Die Bedingung, dass diese Majo-
rante eine integrierbare Funktion ist, ist erfiillt, da sowohl F als auch W Elemente unseres
Faktorraums L' sind. Damit sind alle Voraussetzungen fiir die majorisierte Konvergenz
gezeigt und wir haben (41), (42) bewiesen. Somit ist die Stetigkeit von unserer Funktion
g gezeigt, denn fir jede Folge (Ay)nen aus A, die gegen A € A konvergiert, konvergiert
auch g(A,) gegen g(\) und dies gilt fiir alle A € A.

O

Nun haben wir alle Voraussetzungen fiir den Brouwerschen Fixpunktsatz erfiillt. Der Brouwer-
sche Fixpunktsatz liefert uns einen Gewichtungsvektor. Lemma 5.6 liefert uns dann zu diesem
Gewichtungsvektor mit g(\) = X eine eindeutige Preisdichte ¢* und auch eine A-effiziente Allo-
kation (X &\)ae 4, die insbesondere zuldssig ist. Nach der Aussage vom dritten Teil des Lemmas
maximiert jede Auszahlung X7 einer M-effizienten Allokation den zu erwarteten Nutzen und
den Marktwert iiber alle Bé{’A C X. Fiir unser Arrow-Debreu-Gleichgewicht muss jeder Markt-
teilnehmer sein Nutzenmaximierungsproblem beziiglich der Preisdichte ¢* mit der Auszahlung

X 16sen kénnen. Was uns hierzu noch fehlt, ist, dass die Budgetrestriktion (35) erfiillt ist.
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Aber dies ist fiir jeden Gewichtungsvektor, der ein Fixpunkt der Funktion g ist, erfillt. Somit
bilden die Allokation (X)4e4 und die Preisdichte ¢* unser Arrow-Debreu-Gleichgwicht und

wir haben das Theorem 5.1 iiber die Existenz eines Gleichgewichtes unter den angegebenden

Voraussetzungen gezeigt.
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6 FAZIT

6 Fazit

Wir sind am Ende unseres Modellierungsprozesses angelangt: der Interpretation unserer Ergeb-
nisse in Hinsicht auf die reale Situation. Das Phdnomen, dass sich ein Allgemeines Gleichgewicht
auf den Markten scheinbar von alleine einstellt, haben wir mit Hilfe des Modellierungsprozesses
nun bewiesen. Hierbei mussten wir jedoch eine Reihe von Annahmen treffen.

Diese starke Vereinfachung der komplexen Wirklichkeit hat zur Folge, dass wir unsere Resultate
nicht eins zu eins in die Realitat iibertragen konnen. Doch ist es uns moglich einen Zugang zum
Verstandnis der wechselseitigen Beziehungen in der Volkswirtschaft zu bekommen.

Wir haben durch den Modellierungsprozess einen Weg gefunden, die Existenz des Allgemei-
nen Gleichgewichtes zu beweisen und wir haben ein Gefiihl dafiir erhalten, wie Preise auf dem
Markt entstehen.

Damit war ein entscheidender Schritt getan: Zum ersten Mal war bewiesen
worden, dass das Problem der Allokation knapper Ressourcen durch den Marktme-
chanismus losbar ist. Die Allokation dem Markt anzuvertrauen heifit also micht,
sie dem Chaos zu tberlassen, wie bis in die Gegenwart hinein vielfach behauptet
worden ist.[...] Durch diese Entdeckung wurde die Vermutung Adam Smiths, dass
die Verfolgung des Selbstinteresses unter Wettbewerbsbedingungen - wie von einer
unsichtbaren Hand geleitet - dem Allgemeinwohl dient, auf eine feste Grundlage

gestellt.8

8Zitat vom deutschen Okonom Manfred Johan Michael Neumann (*1940).
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