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0 Einleitung

Diese Bachelorarbeit befasst sich mit dem Losen von finanzmathematischen Opti-
mierungsproblemen unter Beriicksichtigung von Transaktionskosten (TAK) in dis-
kreter Zeit.

Das Endvermogen eines individuellen Investors mit gegebenem Startvermogen soll
iiber einen beschriankten Zeithorizont durch optimales Handeln am Aktienmarkt
maximiert werden, wobei durch das Handeln von Wertpapieren TAK anfallen. Auf
Grundlage von Markovscher Entscheidungstheorie soll die Existenz optimaler Stra-
tegien fiir unterschiedliche Arten von TAK bewiesen und -sofern moéglich- deren
Form gezeigt werden. ,,Optimal® bezieht sich in dem Sinne auf die Berticksichtigung
von stochastischen Aktienwertprozessen.

Das erste Kapitel soll eine kurze Einfiithrung in die Grundlagen Markovscher Ent-
scheidungstheorie geben. Dabei wird das Markovsche Entscheidungsmodell definiert
und die Bedeutung der einzelnen Daten besprochen. Notwendige formelle Begriffe
wie der des Maximierers werden definiert, sodass Techniken zur Loésung von Op-
timierungsproblemen durch Markovsche Entscheidungstheorie vorgestellt werden
konnen. Dabei wird der Anwendungsbezug zu finanzmathematischen Problemen
veranschaulicht.

Samtliche Definitionen und Sétze dieses Kapitels stiitzen sich ausschlielich auf [1].

Im folgenden Kapitel wird der Einfluss von proportionalen TAK auf das Problem
der Vermogensmaximierung untersucht. Es wird ein -dem Sachverhalt entsprechendes-
Modell entworfen auf dessen Grundlage Formeln fiir optimale Strategien gegeben
und bewiesen werden konnen. Die Erkenntnisse werden anschliefend auf das ein-
stufige Binomialmodell angewendet, in dem eine Aktie nur 2 unterschiedliche Werte
annehmen kann. Als Basis dient dabei mein Seminarvortrag iiber ., Portfolioopti-
mierung unter Berticksichtigung von Transaktionskosten® in der mathematischen
Statistik an der Westfalischen Wilhelms-Universitat vom 17.06.2013. Vergleiche da-
zu [1, S.106-116].

Auf den Ergebnissen aufbauend wird das Trinomialmodell kurz erortert. Es soll
insbesondere zur Veranschulichung dienen, wie sehr sich das Modell unter zuneh-
mender Komplexitat verkompliziert.

Kapitel 3 stellt ein Modell mit kombinierten Formen von TAK vor. Dazu zédhlen
Kombinationen aus fixen, konstanten und eben proportionalen Kosten. Eine Losung
des Maximierungsproblems kann dann nur mit Hilfe eines erweiterten Modells ge-
wahrleistet werden, wozu die herkémmlichen Techniken aus [1] bzw. Kapitel 2 nicht
ausreichen.

Letztlich wird die Existenz optimaler Strategien bewiesen, allerdings werden For-
meln zur Berechnung nur im Anwendungsbeispiel gegeben werden kénnen. Die Aus-
arbeitung beruht auf [2].

Analog zu der Vorgehensweise werden im Anschluss die Erkenntsnisse auf das Trino-
mialmodell iibertragen und es wird ein Beispiel besprochen in dem explizite Werte
in Abhéngigkeit des Planungshorizonts berechnet werden kénnen.



1 Grundlagen iiber Markovsche
Entscheidungsprozesse

Wir beginnen an dieser Stelle mit einer kurzen Einfiihrung in die angewandte Theo-
rie der Markovschen Entscheidungsprozesse und erértern Losungstechniken fiir Op-
timierungsprobleme im Bezug auf finanzmathematische Modelle.

Angenommen wir haben ein System gegeben, das iiber N Perioden l4uft; in jeder
Periode tritt ein gewisser Zustand ein auf den nun jeweils Einfluss genommen wer-
den kann. Dem Einflussnehmer stehen dabei eine gewisse Anzahl von Aktionen zur
Verfiigung. Die Menge der moglichen Aktionen ist dabei durch duflere Begebenhei-
ten begrenzt. Generell wird angenommen, dass jede Aktion einen gewissen Ertrag
liefert, ebenso wie der letzte Zustand z.Zt. V.

Das Optimierungsproblem besteht in der Maximierung der erwarteten Gesamter-
trage. Kurz gesagt: Das System befindet sich in einem Zustand, der Einflussnehmer
(Investor) realisiert welche Aktionen ihm zur Verfiigung stehen und wéhlt davon die
optimale im Hinblick auf Ertragsmaximierung aus.

Ist flir einen Zustand eine Aktion ausgewahlt, also eine Entscheidung getroffen, so
tritt in der néchsten Periode ein Folgezustand ein; die Zustandsénderung ist dabei
(in Abhéngigkeit der Aktion) zuféllig, d.h. sie wird durch stochastische Grofien be-
einflusst.

Andererseits erfiillt der Zustandsprozess die Markoveigenschaft, d.h. zuktinftige Zu-
stdnde sind unabhéngig von Vergangenen. Diesen Sachverhalt beschreiben wir durch
ein Markovsches Entscheidungsmodell.

Definition 1.1:

Fiir einen Planungshorizont N > 0 besteht ein Markovsches Entscheidungsmodell
(MEM) aus der Datenmenge (E, A, D,,, Z,T,,Q% 7., gx), n = 0,...,N — 1 mit
folgender Bedeutung:

e F ist der Zustandsraum, versehen mit der o—Algebra €, mit den Elementen
xr € F, die als Zustande bezeichnet werden.

o A ist der Aktionsraum, versehen mit der o—Algebra 2, mit den Elementen
a € A, die als Aktionen bezeichnet werden.

e D, ist eine messbare Teilmenge von F x A und bezeichnet die Menge der
moglichen Zustand-Aktion-Kombinationen z.Zt. n.
D,, soll die Abbildung einer messbaren Funktion f, : F — A enthalten, d.h.
fir alle z € E gilt: (z, f,(x)) € D,, (diese Eigenschaft ist im weiteren Verlauf
wichtig fir die Existenz von Maximierern).
Mit D, (z) := {a € A| (x,a) € D,} bezeichnen wir die Menge der moglichen
Aktionen fiir einen gegebenen Zustand x z.Zt. n.

e Z ist der Storraum, versehen mit der o—Algebra 3, dessen Elemente z sto-
chastische Einflussfaktoren auf die Verédnderung der Zustéinde verkérpern.

e ()7 ist der stochastische Ubergangskern fiir die Zustand-Aktion-Kombinationen,
den wir lediglich rein formal brauchen.



o T, : D, x Z— Emit T,,(z,a, z,41) = Tpy1 = 2’ heiit Ubergangsfunktion,
ist messbar und liefert den Folgezustand x’ falls sich das System z.Zt. n im
Zustand x befindet, Aktion a gewdhlt wird und Storgrofle z,.; eintritt.

e 7, : D, — R ist eine messbare Funktion und bescheibt den einstufigen (dis-
kontierten) Ertrag des Systems z.Zt. n falls der aktuelle Zustand x ist und
Aktion a gewéhlt wird.

e gy : F — R ist eine messbare Funktion und beschreibt den (diskontierten)
End-Ertrag des Systems falls z.Zt. N der Zustand z eintritt.

Bemerkung: )
In dieser Arbeit wird z ausschlieBlich mit der relativen Wertédnderung R einer Aktie
identifiziert.

Definiton 1.2 (Entscheidungsregel):

Eine messbare Abbildung f, : £ — A mit f,(z) € D,(x) Vx heifit Entscheidungs-
regel z.Zt. n. F, sei die Menge aller Entscheidungsregeln z.Zt. n.

Eine Folge von Entscheidungsregeln S = (fo, f1,..., fy-1) mit f, € F, heifit
N —stufige Strategie.

Ein Zustandsprozess (1,,), der durch S bestimmt wird, wird durch (z), gekenn-
zeichnet.

Eine Entscheidungsregel entspricht also einer Art Richtlinie, die dem Investor
fiir einen Zustand sagt, welche Aktion auszuwéhlen ist. Wollen wir also optimale
Aktionen auswéhlen, miissen wir optimale Entscheidungsregeln finden und definie-
ren.

Definition 1.3 (Nutzenfunktion):
Eine Funktion U : dom(U) — R heifit Nutzenfunktion, falls U streng monoton stei-
gend, strikt konkav und stetig auf dom(U) ist.

Die individuellen Ertrage eines Investors werden im finanzmathematischen An-
wendungsbereich durch eine Nutzenfunktion U verkorpert. Siehe dazu [5]. Dabei ist
es das Ziel, den erwarteten Nutzen des Endvermogens des Investors zu maximieren-
das
Terminal Wealth Problem. Dementsprechend spielen die einstufigen Ertrdge in un-
serem Modell keine Rolle, sodass

ro(x,a) =0 und gy(x) = U(z) gilt.

Wir fiithren eine Integrierbarkeitsannahme ein, die garantiert, dass alle auftretenden
Erwartungswerte wohldefiniert sind:

supES g (ex)] < o, « € E.
S

Diese Annahme ist automatisch erfiillt, falls das MEM eine
obere Grenzfunktion besitzt.



Definition 1.4 (obere Grenzfunktion):
Eine messbare Funktion b : £ — Ry heifit obere Grenzfunktion fiir das MEM,
falls Konstanten c,, cg, a, € Ry existieren, sodass fir alle n = 0,1, ..., N — 1 gilt:

(i) ri(z,a) < ¢b(x) fur alle (z,a) € D,.

(i) g (z) < ¢ b(z) fiir alle z € E.

(iii) [b(2")Q%(dx'|x,a) < apb(z) fur alle (x,a) € D,.

Definition 1.5 (Wertefunktion):
Firn =0,..., N und eine Strategie S = (fo,..., fn—1) beschreibt V,, s(x) definiert
durch

Vis(z) =E; [gn(zn)], € E

den erwarteten Nutzen des Endvermogens, falls x der aktuelle Zustand z.Zt. n ist
und die Strategie S verwendet wird. Die Funktion

Vo(z) :==supV, s(z), 2 € E
S
heifit Wertefunktion. Beachte dass V,(z) < oo fiir alle z € E;n € {0,...,N}.

Bemerkung:

Wir betrachten die Wertefunktionen zur Losung des Optimierungsproblems, da
Vo(x) gerade das Terminal Wealth Problem verkorpert.

Eine Strategie S ist demnach optimal fiir das N-stufige MEM, falls

Volz) = E.[gn (23] fiir alle 2 € E.

Obwohl es uns eigentlich geniigt V() zu betrachten, miissen wir bei der Berech-
nung ebenso alle V,,(z) betrachten, um optimale Losungen zu finden, da schlielich
jede Aktion Auswirkungen auf den erwarteten Endnutzen hat. Dieser Vorgang wird
unten in Definition 1.10 ndher erklért.

Definition 1.6:
Seienv € M(E) :={v: E — [—00,00)| v ist messbar}, f € F, und (z,a) € D,
Dann heiflen

Togo(x) = Lov(z, f(2)) = Elo(Tu(z, f(2), 2n41))]
Ertragsoperator von f und

Tao()i= sup Lov(s,a) = sup E[(Tu(, @ 2ni1))]
a€Dp(x) a€Dp(x)

mazimaler Ertragsoperator z.Zt. n.

Diese Operatoren stellen ein wichtiges Hilfsmittel bei der Beweisfiihrung der
Existenz optimaler Strategien dar.



Um die erwarteten Nutzen einer festen Strategie S € Fy X --- X Fy_1 berechnen zu
konnen, benotigen wir folgende Eigenschaft:

Theorem 1.7 (Ertragsiteration):
Sei S eine N-stufige Strategie. Firn =0,..., N — 1 gilt:

(1) VN’S = 9N und 7:‘L:fn‘/n-i-l,S'

(11) Vn,S = 7717]0” . TN—l,fN_lgN-

Definition 1.8 (Maximierer):

Sei v € M(E). Eine Entscheidungsregel f € F,, heiit Mazimierer von v z.Zt. n, falls
Togv = Tpvu, d.h. fiir alle x € E, a € D,(z) ist f(z) Maximalstelle der Funktion
a+— Lov(z,a).

In dem Sinne ist ein Maximierer eine Entscheidungsregel die im Hinblick auf Er-
tragsmaximierung eine optimale Aktion liefert.

Struktur-Annahme (SAy) :
Es existieren Mengen M,, C M (F) und G,, C F,,, sodass fur allen =0,1,.... N — 1
gilt:

(i) gnv € My.
(ii) Falls v € M, 4, dann ist T,v wohldefiniert und 7,v € M,,.

(iii) Fir alle v € M, existiert ein Maximierer f,, von v mit f, € G,,.

Theorem 1.9 (Struktur-Theorem):
Sei (SAp) erfiillt. Dann gilt:

(i) V, € M,, und die Folge (V},) erfillt die Bellman-Gleichung,
d.h. firn=0,...,N —1und z € F gilt:

Vv (z) = gn(z)
Va(z) = sup E[Vo(Tu(w,a, 2041))]-

a€Dy, (z)

(i) Vo = TaTng1 - Tn-19n-

(iii) Fir n = 0,..., N — 1 existieren Maximierer f, von V1 mit f, € G, und
jede Folge von Maximierern f von V,; definiert eine optimale Strategie
(fys--.y fA—y) fur das N-stufige Entscheidungsproblem.



Das Struktur-Theorem ist bei Existenz-Beweisen optimaler Strategien von zen-
traler Bedeutung; es wird in der Regel versucht zu zeigen, dass die Struktur-Annahme
in dem gegebenen MEM erfiillt ist.

Der Satz impliziert aulerdem folgenden rekursiven Algorithmus, um Markovsche
Entscheidungsprobleme zu l6sen:

Definition 1.10 (Backward Induction Algorithmus):
1. Setze n:= N und fir z € E: Vy(z) := gn(2).

2. Setze n :=mn — 1 und berechne fir alle z € E :

Vol(z) = esll)l;z )E[Vn+1(Tn($,a, Znt1))]-

Berechne einen Maximierer f von V,, ;1.

3. Falls n = 0, ist der maximale erwartete Ertrag V, berechnet und die optimale
Strategie S* ist gegeben durch S* = (f§,.... fy_1)-
Falls n > 0, gehe zu Schritt 2.

Normalerweise lassen sich optimale Aktionen und Strategien in den meisten
Modellen nur sehr schwer explizit berechnen; gerade in diskreten Zustands- und
Aktionsrdumen ist dies jedoch méglich. Dazu benutzt man diesen Algorithmus:
Zuerst wird ein Maximierer fiir den letzten Zeitschritt gesucht, weil dieser keine
Auswirkungen mehr auf Folgeentscheidungen hat, da diese nicht existieren. Darauf-
hin geht man Schritt fiir Schritt riickwérts, sodass man letztlich z.Zt. n = 0 weif},
welche Aktion erwartungsgeméafl optimalen Einfluss auf den Endnutzen hat.
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2 Proportionale Transaktionskosten

Wir méchten hier mit der Anwendung Markovscher Entscheidungstheorie fiir fi-
nanzmathematische Optimierungsprobleme beginnen; genauer gesagt untersuchen
wir den Einfluss von proportionalen TAK auf den Entscheidungsprozess eines In-
vestors.

Wir beschranken uns bei dem Portfolio des Investors auf eine risikolose Anlage -den
Bond- und eine risikobehaftete Aktie -den Stock. Der Investor verfiigt zu Beginn
(n = 0) iber ein gewisses Startvermégen x > 0, das er vollstdndig zu beliebigen
Teilen in seinem Portfolio angelegt hat.

Seine Absicht ist es, einen grofitmoglichen individuellen Endnutzen aus seinem Ver-
mogen nach N Perioden zu ziehen. Zu diesem Zweck steht eine Gewinnmaximierung
seines eingesetzten Kapitals im Vordergrund, das bedeutet er handelt mit seinen An-
lagen. Spekuliert er beispielsweise auf Wertzuwéchse seiner Aktie, so zieht er Anteile
aus dem Bond um sie in Stockanteile zu reinvestieren; oder aber er verfolgt die si-
chere Strategie und investiert sein Vermogen in den Bond, welcher mit festem Zins
bzw. um eine feste Rate r steigt.

Sowohl ein Kauf als auch ein Verkauf von Aktienanteilen verursacht jedoch propor-
tionale TAK, d.h. falls eine Menge b an Geld in den Stock investiert (positives b)
bzw. verkauft (negatives b) wird, fallen TAK in Héhe von v|b| mit 0 < < 1 an, die
aus dem Bond finanziert werden. So entsteht die Frage ob sich ein Handeln tiber-
haupt lohnt oder spezifischer ausgedriickt: Zu welchen Bedingungen ist ein Handeln
sinnvoll und wie sieht es optimalerweise aus?

Mit der Beantwortung dieser Frage beschaftigt sich dieses Kapitel. So ist es das Ziel
unter bestimmten Voraussetzungen die Existenz und Form optimaler Strategien zu
beweisen. Dazu definieren wir ein MEM, das dem Sachverhalt entspricht.

2.1 Das Markovsche Entscheidungsmodell

Wir arbeiten mit einem Bond und einem Stock, daher betrachten wir einen 2-
dimensionalen Zustandsraum. Des Weiteren soll der Investor zu keinem Zeitpunkt
Schulden haben diirfen, so dass xg, 21 > 0 gilt. Also E := R2 mit x = (z,21) € E,
wobei z¢ und x; die Mengen an Geld beschreiben die in Bond und Stock gehalten
werden.

Der Aktionsraum ist gegeben durch A :=R? > (ao, a1), wobei ag und a;

die Mengen an Geld nach Handeln und Abzug von TAK in Bond und Stock
darstellen. Wir sehen, dass ag, a; > 0 gilt; das bedeutet es sind keine Leerverkiufe,
sogenannte short-sellings erlaubt.

Daraus ergibt sich die Menge der méglichen Aktionen fiir einen gegebenen Zustand
x = (xo,21) :

D(zg,21) = {(ag,a1) € Al ap+ a1 < xp+ 21 — y|ag — 21|} (2.1)
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In Worten: Die Menge der Bond- und Stock-Holdings nach Handeln darf nicht
grofer sein, als die Menge der bisherigen Holdings abziiglich der durch das Handeln
bedingten TAK.

Wie bereits in Kapitel 1 erwédhnt werden die unabhéngigen Storungen (z,,) im Modell

durch die relativen Preisénderungen des Stock (I,,) beschrieben; d.h. bei z.B. einem
Verlust von 10 Prozent im Zeitschritt von n — 1 nach n ist R,, = 0.9.
Damit ist die Ubergangsfunktion zur Zeit n gegeben durch:

To(z, (ag, a1), 2nt1) = (aor, a12ns1)

Sie gibt den neuen Zustand (z(, ) z.Zt. n + 1 mit z{, = aor und =} = a;2,41 an.

Zusammengefasst besteht unser MEM also aus:
e Zustandsraum: £ = R2.
o Aktionsraum: A = R2.

e Menge der moglichen Aktionen:

D(xg,21) = {(ag,a1) € Al ap+ a1 < zo+ 21 — y|ar — 21} .

e Storungsraum: Z = Ry wobei z, € Z die relative Preisdnderung des Stocks
beschreibt, also z, = R,,.

e Ubergangsfunktion: T),(z, (ag, a1), zns1) = (aor, ayzni1)-

o Ubergangskern: Q% (-|z, ag, a1) = Verteilung von R,
(unabhéngig von (z, ag, ay)).

e Kinstufiger Ertrag: r,, = 0.
e Endertrag: gy = U(zo + x1) mit dom(U) := [0,00), x € E.
Damit erhalten wir das folgende Terminal Wealth Problem:

sup B Uz + 2y))],
S

wobei die TAK in S durch D(xg,z1) berticksichtigt werden.

2.2 Existenz optimaler Strategien

Im Folgenden arbeiten wir auf den Beweis der Struktur-Annahme (S Apx) hin, wo-
durch uns schlieflich durch das Struktur-Theorem die Existenz einer optimalen
Losung des Problems und optimaler Strategien gewéhrleistet wird (vgl. Kapitel 1).
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Zunachst machen wir folgende Annahmen an den Finanzmarkt (FM) :

(i) Die Nutzenfunktion U ist homogen vom Grad 6,
dh. UNz) = NU(x) VA >0, >0
bzw. U()\l'o, )\LCl) = >\5U($0,$1)\V/>\ >0, xg,21 > 0.
(ii) E[||zn]|]] <00 VR =0,...,N.
Proposition 2.1:
Die Funktion b(z) := 14+ x¢+x1, © € E ist eine obere Grenzfunktion fir das oben
beschriebene MEM.
Beweis: Wir priifen die Definiton:

(i) Je, > 0 sodass rf(z,a) =0 < ¢,b(x).

(ii) Da sich U als konkave Funktion durch eine affin-lineare Funktion von oben
beschrdanken lasst, ex. ¢, > 0 sodass Vo € I :
g (x) = Ut (x0 + 71) < ¢yb().

(iii) Y(ag,a1) € D(z),z € E Joy, > 0 sodass gilt:

[ b @ade'|w,0) = Elb(aor, arzs1)

=14 ao(1+ip1) + a1E[zn41]
< apb(x).

Beobachtung 2.2:
Betrachte die Mengen:

M(E):={v: E — [—00,00)| v ist messbar} .
By, :={v e M(E)| 3c € Ry, sodass Vx € E : |v(x)| < cb(x)}.
M := {v € B/ | v steigt in jeder Komponente, konkav, homogen vom Grad 5} .

Dann ist fir v € Ml der maximale Ertragsoperator z.Zt. n gegeben durch:

Tov(z) = sup  Elv(aor, a12n41)]. (2.2)
(a0,a1)€D(z)

Da v in beiden Komponenten steigend ist, wird das Supremum in der oberen Grenze
von D(z) angenommen. Diese ldsst sich wie folgt beschreiben:

Fall 1 (verkaufen): 0 < a; < x4 = h(z,a1) =20+ (x1 — a1) — y(x1 — a1)
=z0+ (1 —v)(z1 — a1).
Fall 2 (kaufen): z; < ay <z + % = h(z,a1) :=xo + (21 — a1) +y(x1 — ay)
Y
(

=z0+ (1+79) (21 — a1).

13



Somit wird aus Formel (2.1):

D(xg,x1) = {(ao,al) €Ala e 0,21+ o |, ap < h(x,al)}
1+
und schliefllich aus (2.2):
Tov(x) = sup  E[(h(z,a)r,a12,41)]. (2.3)
a1€[0,m1+%]

Der Maximierer f,(z) = (f°, f})(z) dieses Problems ist also gegeben durch
fH(z) = a} und fO(x) = ag — h(x, a3).

Beachte dass im Optimierungproblem ag durch die Wahl von a; bestimmt ist
und durch die Funktion h ausgedriickt wird; daher vernachlassigen wir im Folgen-
den zur Vereinfachung den Index von a;.

Theorem 2.3:
Fir das Terminal Wealth Problem mit TAK gilt:

a) Die Wertefunktionen V,, sind konkav, steigend und homogen vom Grad § und
fur x = (29, 21) € E gegeben durch:

VN(JI) = U(xo + 1’1)
und firn=0,..., N —1: Vy(z)= sup  E[V,u1(h(z,a)r,az,41)].

a€f0,a1+ %]

b) Fiir einen Zustand = € E z.Zt. n ist die optimale Menge an Geld die in den
Stock investiert werden sollte gegeben durch:

%CH(VWH) falls & > ¢4 (Vita)
falz)=4q = falls ¢ (V1) < % <qr(Vas1)  (24)
e ey (Vi) falls 28 < g (V).
wobei
r qZn41
q+(v) :=argmax Elv , , 2.5a
r qZn+1
_(v) :=argmax Elv , . 2.5b
O B Tr ey B

AuBerdem gilt im 1. Fall f(z) < z; und im 3. Fall f}(z) > 2.
Die optimale Menge an Geld die z.Zt. n in den Bond investiert werden sollte
ist folglich h(z, f(x)).
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Beweis:

Die Aussagen folgen unmittelbar aus dem Struktur- Theorem; d.h. wir miissen zeigen,
dass die Struktur-Annahme erfillt ist far M, := M und G,, := G N F,, wobei G
alle messbaren Funktionen f : F — R, von der Form (2.4) umfasst.

Wir iiberpriifen also die Definition:

Es gilt gn(z) = U(zg + x1) € M. Dies folgt direkt aus Proposition 2.1 und (FM).
Sei nun v € M. Fir festes n definieren wir

L(x,a) :=E[v(h(z,a)r,az,,1)] mit a € [0, 21 + %], sodass
Y

Too(z) = sup Lz, a) gilt.

aE[O,azlJr%

Beachte, dass a — L(x,a) konkav ist.
Zunéchst zeigen wir die Existenz eines (grofiten) Maximierers f*(z) und dessen
Form in 7 Einzelschritten:
1. Beh: Fir A >0, z € E gilt A\f*(z) = f*(\zx).
Bew: Fir A > 0 folgt aufgrund der Homogenitét von v
und der stiickweisen Linearitat von A :

Tov(Az) = sup  L(A\z,a)
aG[O,)\xl—&-%}

— sup ]E[U(h()\[b,(l)’r, (lZn+1)]

aG[O,A:pH»%}
a, a
=X sup  E[v(h(x, X)T; in-‘rl)]
S0,z +7%
=X sup  L(z,d) mit d'\ = a.
a’E[O,zl—i-ﬁ_—O,y]

Angenommen es ex. ein Maximierer f*(Az) = a*, so folgt die Behauptung.

2. Betrachte den Zustand z = (0, 1), also eine Geldeinheit in Stock und keine in
Bond. Dann ist

T.v(0,1) = sup Elv(h((0,1),a)r, az,i1)]

a€l0,1]

= sup Blo((1=9)(1 = a)r,azapa)]

Da eine konkave Funktion auf dem kompakten Intervall [0, 1] maximiert wird,
existiert das Maximum und wir definieren

ay = f*(0,1) = argmax E[v((1 —)(1 — a)r,az,11)]. (2.6a)

a€l0,1]

Fiir das optimale Stock- zu Bond-Verhaltnis fiir den Zustand (0, 1) nach Han-
deln und Abzug von TAK definieren wir demnach

{ o = " falls ay < 1
¢+ 1=

h((0,1),a+) (I=7)(1-a4)

(2.7)
00 falls ay = 1.
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Beachte dass aus (2.7) durch Umstellung folgt:

(1 —7)g+ 1

—_— /7 ie 1 — = 2.6b
=g, +1 e o = (2.6b)

ay =

Damit konnen wir das Problem in (2.6a) auch duivalent formulieren m.H.v.

¢+ = argmax Efv( 4 : i1 )]
¢>0 I+q(1=7) 14+4¢(1-7)

- Beh: Fir alle v € £ mit 2L > ¢, gilt:

* a) x b) & —y)x <)
fH(x) = (21 + ﬁ)(u = %(H < x1 und:

(h(z, f*(2)), f*(2)) € Ly:={x € R2| m1/m0 = g1},
d.h. falls das aktuelle Stock- zu Bond-Verhéltnis grofier als ¢, ist, sollten
Stock-Anteile verkauft werden.

N

N Stock

L1

Ll 619 ) TS ——

Bond
N

\

h(x,f*(x))

Abbildung 1: Konstruktion der optimalen Losung.

Bew: Gleichung b) folgt unmittelbar aus (2.6b). Betrachte nun fiir einen Zu-
stand z € F den Folgezustand ' = (0,2, + 1%{) € E. Abbildung 1 zeigt die
Idee der Konstruktion des Beweises.
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Die in Schritt 1 gezeigte Gleichheit liefert uns mit A = z; + 1””_—(’7:

Zo Zo

CFOD) = (o

* 3 x
fr@) = (00, 1)(x1 + 170)) = (21 + )a
und fiir alle v € E mit 7& > g, (& gra0 < 21) gilt:

To
L=~

(1.7)

7@ = (o1 + oy Y

r1ay + xo(l — ay)gy < zi(ay + (1 —ay)) = z1.

Fir a) und c) zeigen wir nun dass f*(2’) = f*(z) gilt. Es ist

a€ [()_,:v’l}

h(x';a) = h((0, 2+ 1

— )

2o+ (1=7)(2) —a) = 2o+ (1—7)(21—a).

Also gilt fiir beliebiges x € E :

h(z',a) = h(zx,a) fir a € [0, z4] (%)
. To
d h(z' > h f
und h(2',a) > h(zx,a) urae[xl,xl%—l_l_v],
Lo Zo
da [z1, 21 + 1 +7] C [z, 21 + . _7] =[xy, 2] C [0, 2]].

Bemerke dass £(2',a) sein Maximum fiir a € [0, z1] annimmt, da

Too(@) 2 s L, a)

(L‘l
ac [vall + %]
= sup  L(2,a)
a€l0,x1+ 19“;—07}
= sup L(za),
a€l0,x1]

wobei wir in der letzten Gleichung benutzt haben, dass h(z’,a) fiir
a € [0, z] grofer ist als fir a € [0, 21 + {*=] und v steigend ist.
Aus (x) folgt nun f*(z') = f*(z) = (z1 + ) a4

Letztlich erhdlt man durch Einsetzen: (h(z, f*(x)), f*(x)) € L.

. Betrachte den Zustand x = (1,0), also keine Geldeinheit in Stock und eine in
Bond. Dann kann nicht mehr verkauft werden, also gilt:

T.v(1,0) = sup E[v(l - (1+7)ar,az,1)]-

a€0,115]

Analog zu Schritt 2 existiert das Maximum und wir definieren:

a_:= f*(1,0) = argmax E[v(l — (1 +7)ar,az,1)] (2.8a)

a€0, 1]

17



o _ _ a 1
sowie g =  M@0)a) — T=(+7)a falls a_ < I+
00 falls a_ =

1+v°
q_ 1
Ebenso folgt: . = ———— und 1 —a_. = —————.
1+ (1+7)q- 14+ (14+7)q-
r dZn+1

(2.9)

(2.8b)

Dementsprechend ¢ = arg max E[v(

>0 L+q(14+7) 1+q(1+7)

5. Beh: Fir alle z € E mit 2 < g_ gilt:

ff(z)=(xg+ (1 +7)x1)a_ = %q_ > x1 und:

(h(w, f*(@)), [*(x)) € Ly:={x € B&| w1 /20 = q-}.

d.h. falls das aktuelle Stock- zu Bond-Verhéltnis kleiner als ¢_ ist, sollten

Stock-Anteile gekauft werden.
Bew: Analog zu Schritt 3 m.H.v. (2.8b) und (2.9).

6. Beh: q_ < q.
Bew: Angenommen es gelte ¢_ > ¢,
Fir ein z € F mit ¢ < 2 <q-. folgt mit den Schritten 3 und 5:
f*(z) < z1 < f*(x) was einen Widerspruch darstellt.

7. Sei x € E, die Falle i—(l) > g4 und ﬁ—; < ¢_ sind abgedeckt durch die Schritte 3

und 5. Bleibt noch der Fall - < I} < q,.
Daraus folgt f*(x) > x; einerseits und f*(x) < z; andererseits.
Also f*(z) = x1, d.h. keine Transaktion erfolgt!

Insgesamt folgt damit die Existenz eines Maximierers der Form (2.4).
Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass

Tov(x) € M falls v € M.

Sei alsov e M. Sei z > x, d.h. 2; > x; firt =1, 2.
Dann gilt fiir festes a offensichtlich: £(z,a) > L(x,a) und D(z) C D(Z).

Damit folgt T,v(z) > T,v(z), also ist T,v steigend. Die Konkavitit folgt aus der

Existenz einer oberen Grenzfunktion. Vergleiche [1, S.28 f.].
Fiir die Homogenitéit beachte die Ergebnisse von oben:

Tov (o, 21) = Elv(h(z, f*(2))r, f*(2)zn11)]

E[v((z1 + {25 )ar g ', (21 + 125 )as 2041))] falls 23 > ¢+

= E[v((zor, z12n+1)] falls ¢ < @

— x0

Elv(zo + (1 +7)z1a_q 'r, 20 + (1 + y)z10_2,41)] falls 2L < g_.

Zo

Aus der Homogenitét (vom Grad ¢) von v folgt nun die von T,v.

18
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Bemerkung 2.4:

Angenommen die Nutzenfunktion U : (0,00) — R ist differenzierbar und die
Ableitung ist homogen vom Grad ¢§. Diese Eigenschaft erfiillt neben der Power-
Nutzenfunktion U(z) = 32°, auch der logarithmische Nutzen U(z) = log(z).

Unter dieser Bedingung ist Theorem 2.3 fiir die gleiche Menge G,, und

M := {v € By | v ist steigend, konkav,

dif ferenzierbar und der Gradient ist homogen vom Grad v}

erfiillt.
Damit ist das Theorem fiir eine breitere Auswahl von Nutzenfunktionen geeignet.

Beweis:

Sei v € M. Da v differenzierbar ist, gilt dies auch fiir 7,v.

Dann ist zu zeigen: Der Gradient von T,v(x) ist homogen vom Grad ~.
Sei o > ¢4 Es gilt:

VT.v(Axg, Ax1) = VE[v(Azg, Azy)]
B LR Ty (Azg, A1)
M ENET (A + 1)\_x07)a+q+1r, (Axy + 1)2150 )a,z)]
= E[Vu(A(z; + 1:?7)a+q;1r,)\(:v1 + 1? Jayz)]
VQR']E[/\‘;VU((M + 19207)a+q;1r, (x1 + 193) Jayz)]
= NVT .
Die anderen Félle folgen analog. O

Beobachtung 2.5:

Die optimale Investitionsstrategie wird durch exakt 3 Regionen charakterisiert:
Kaufen, verkaufen und keine Transaktion.

Das optimale Stock- zu Bond-Verhaltnis nach Transaktion ist gegeben durch:

4+ (Vs1) falls 2> g1 (Viya)

Zo

folz - z
h(a:]g*()x)) =91 falls ¢- (Vis1) < 22 < 44 (Vo)
e qf(VnJrl) falls 7 < q*<vn+1)'

Zo

Das bedeutet falls das aktuelle Verhéltnis oberhalb (unterhalb) von ¢ (g-)
liegt, verkaufe (kaufe) Stock-Anteile bis die Grenze erreicht ist; liegt das aktuelle
Verhéltnis bereits zwischen beiden Grenzen, so sollte keine Transaktion vorgenom-
men werden.

Falls keine TAK aufkommen, d.h. v =0, gilt ¢, (v) = ¢_(v).
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2.3 Anwendung und Interpretation

Wir haben gesehen, dass sich ein Investor bei seinem Handeln an 2 Grenzen orien-
tieren kann, sodass exakt 3 Handelsregionen entstehen. Wie jedoch diese Grenzen
explizit lauten, kann er ohne weiteres nicht sehen. Klar ist dass sie von den gegebe-
nen stochastischen Werten abhangen; wie genau sie sich letztlich aber in Abhéngkeit
einzelner Daten -wie der Hohe der TAK- verdndern, moéchten wir anhand einfach
gehaltener Anwendungsbeispiele erortern.

2.3.1 Das Binomialmodell mit proportionalen TAK

Im Binominalmodell kann z, nur die Werte w bzw. d mit Wahrscheinlichkeit p
bzw. 1 — p fiir alle n annehmen. Wir betrachten lediglich eine Periode, also N = 1,
daher vernachléssigen wir diesen Index. Wir werden mit der Power-Nutzenfunktion
U(z) = 32° mit § € (0,1) arbeiten.

Zudem definieren wir vorab

ry=r(l4+~v)und r_ :==r(l —7)

mit der Annahme
ry <wund r- > d.

Das Optimierungproblem ist nun iiber (2.5a) und (2.5b) zu lésen, d.h. wir ermitteln
die Maxima

r z r+qz
q+:argq£101ax EW(l—i—q(l—v) + 1+q%1—7)>] :argq;lax E[U(Hq(lq—v))]
1 4+ qu * r+qd ’
:ar%g%ax 5P (Hfl(l—V)> —i-g(l—p) (1—1-([(1—7)) )
=:k4(q)
r z r+qz
- =g B i + i) e B
1 r+qu 1 r—+qd
—emgos 5o (i) 300 ()
=:k—(q)

Wir bestimmen die erste Ableitung:

=Uu—r—

( T+ qu )‘H u(l+q(1—79) = (1 =) +qu)
L4+q(1—7) (1+2z(1—-7))?

K (q) =

=d—r_

- rad N\ A+ q(1 = 7)) — (1 =) (r + qd)
+ )<1+q(1—7)> (14+2(1—7))?

20



und setzen K. (qg) =0

<0 =p(r+qu)’(u—r_)+ (1 =p)(r+qd)’ ' (d—r)
S (L=p)(r+qd’(r-—d) =p(r+qu)’(u-

L rtad :< plu—r) ;1<(1—p)(7“_d)>16;M+

r+qu
< q(uMy —d)

Somit erhalten wir

oo () e - (2050

und analog

o= () e (RE50)

Beachte dass wir short-sellings ausgeschlossen haben und daher nur den Positivteil
betrachten.

Schauen wir uns nun an, welche Auswirkung die TAK auf diese Grenzen haben.

Beh: q_ < gy und ¢, (g_) steigt (fallt) mit steigendem .

Bew: Esgilt r_ <ry.
= u—ry<u—r_undr-—d<ry—d = M, <M. = q <gq4.
Und: ~ steigt = r_ fillt = M, fillt = ¢, steigt.
Analog fallt ¢_ mit steigendem ~.

Wir sehen also, dass die Region ’keine Transaktion’ der logischen Vermutung
entsprechend mit steigenden TAK grofler wird, denn mogliche Wertzuwéachse bzw.
verhinderte Wertverluste gleichen zu hohe TAK nicht mehr aus, sodass ein Handel
sich genrell seltener lohnt.

Eine weitere Abhéngigkeit der Regionen besteht in der Wahrscheinlichkeit der Akti-
enwertveranderungen. Deswegen fiithren wir folgende Richtwerte ein um den Einfluss
von p zu verdeutlichen:

T r_ —d
P-= u—d
1. ry —d
Py = u—d

) ul = (r_ —d)
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Offensichtilich gilt pt < p!. AuBerdem
Pt = u A —d) + d )
—u (s = d)[u (= d) Fd 0w —ry)]

= W (ry —d)d 0 (u—r_) — w0 (r_ — d)d 0 (u—ry)
= w'°d* 0 (ry —r_)(u—d) > 0.

Beachte dass wir den gemeinsamen Nenner 0.B.d.A. vernachlassigt haben.

= p> <p}.
Schétzen wir zuletzt noch ab (wiederum ohne gemeinsamen Nenner):

P =ph = u' e = d)(u—d) = (W' (e = d) + d 70w =) (g — d)

Annahme

=l (- —d)u—ry) —d O (u—7r_)(cp —d

= pt <p.

Beachte dass die Annahme fiir kleine v erfiillt ist.

Insgesamt also p! < p! < p? < p? und wir betrachten die folgenden 5 Falle:
1. p < p'. Dann gilt:

1

s ((1—p1_)(7’_—d)>115 _ (u—d—(’r—d))” ,

pL(u—r_) u—r_
= ¢+ =0 = ¢q.=0
d.h. es existiert nur eine "Verkaufs” Region.

2. pt < p < pl. Dann gilt:
o M, <1 = ¢q+>0

0M+>% = ¢+ <00

_1
.Mz(ﬂpi)md))l“szl -

ph (u—ry)
Also exisiert eine "Verkaufs’ und eine ’keine Transaktions’ Region.
3. pL < p < p?. Dann gilt:
o M, <1 = ¢q+>0.
° M+><W>li§=ff = G+ <0
e M_c(5,1) = q-€(0,00)

In diesem Fall existieren alle 3 Regionen!
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4. p2 <p< pi. Dann gilt:

.M+§
o M_ >

= ¢+ =00

Sla 2

= ¢_ < 00
Nur ’Kaufen’ und ’keine Transaktion’.

5. p > p%. Dann gilt:
M_<4% = ¢ =
In dem Fall sollte man immer ’Kaufen’.

Wir ziehen die Erkenntnis, dass nur im 3. Fall ein sinnvolles Modell entsteht;
die Wahrscheinlichkeit p einer Wertsteigerung der Aktie muss grof§ genug sein, um
etwaige TAK auszugleichen und eine -mathematisch belegte- sinnvolle Alternative
zur sicheren Anlage zu bieten. Allerdings darf p natiirlich nicht zu grofl sein, damit
keine Arbitragemoglichkeiten fiir den Investor entstehen.

0,5554 |

0,5553 |

0,5552 |

0,5551

0 0.002 0.004 e 0.00& 0.003 0.01

Abbildung 2: p in Abhéngigkeit von ~.

Abbildung 2 zeigt die Entwicklung von p in Abhéangigkeit der TAK. Dazu haben
wir
pL+pt
b= 9
gesetzt und folgende Werte festgelegt:

r=1.03, u=125 d=0.8,6=0.2.

Fiir v = 0.003 erhalten wir p = 0.5552 und damit ¢, = 1.3862 und ¢_ = 0.7432.
Mit diesen Daten spielen wir ein kurzes Szenario durch:

Ein Investor hélt 30 Euro im Stock und 20 Euro im Bond, also x1/xz¢o = 1.5 > ¢,.
Folglich sollte er Anteile verkaufen, und zwar (2.4) zufolge genau

20 + (1 —0.003)30

— 1.3862 =~ 0.96.
1+ (1—0.003)1.3862

30
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Dann zahlt er TAK von ca. 3 Cent und schreibt seinem Bond demzufolge 93 Cent
zu, sodass sein Stock- zu Bond- Verhaltnis ¢, entspricht. Im néchsten Zeitschritt hat
er dann ein Verhéltnis von 29.04 2/20.93 r. Bei einem Wertverlust wére das 1.0777
und befindet sich somit in der keine Transaktion Region, sofern sich die Rahmenbe-
dingungen im Modell nicht gedndert haben; ansonsten miissen die Grenzen mithilfe
der angegebenen Formeln neu berechnet werden.

Achtung: In diesem Modell handelt der Investor von Periode zu Periode,
berechnet fiir die gegebenen Daten im Modell die Grenzen und prift in welcher
Region sich sein Portfolio befindet. Dann handelt er gemafl (2.4).

Hétte er zu Beginn den Planungshorizont N > 1, miissten die optimalen Aktionen
rekursiv mit Hilfe des Backward Induction Algorithmus (vgl. Kapitel 1) berechnet
werden. Ein etwaiges Beispiel wird am Ende von Kapitel 3 besprochen.

2.3.2 Das Trinomialmodell mit proportionalen TAK

Zum Schluss dieses Kapitels méchten wir versuchen die Erkenntnisse und insbeson-
dere die Vorgenhensweise auf das Trinomialmodell zu transferieren. Wir erweitern
das bisherige Modell um einen weiteren Wert m, den z = R nun annehmen kann;
damit existiert auch eine weitere Wahrscheinlichkeit. Es gilt nun:

Pz=u)+Plz=d)=p1+ps=1—ps=1—P(z=m)

mit d<m<r_<r<rg <u.

Durch die 2 zusétzlichen Variabeln erschwert sich die Untersuchung fiir das Mo-
dell. Daher werden wir erweiterte Annahmen treffen miissen, um die Ergebnisse
moglichst anschaulich halten zu koénnen.

Wir orientieren uns bei der Vorgehensweise am Binomialmodell, jedoch werden wir
nun mit U(zg, 1) := log(xg + 1) als Nutzenfunktion arbeiten; gemafi Bemerkung
2.4 konnen wir ebenso die vorigen Erkenntnisse auf den logarithmischen Nutzen
anwenden.

Wir betrachten wiederum eine Periode und bestimmen die Grenzen ¢, und ¢_. Die
logischen Annahmen fiir das Modell treffen wir erst danach, da wir diese anhand
der Formeln intuitiver erkennen.

Fiir ¢, erhalten wir:

r+qz
0, | E |log ()D
q( [ 1+q(1—7)
= 04 (p1log(r + qu) + palog(r + qd) + pslog(r + gm) — log(1 + q(1 —v)))
p1u pad p3m 1—~
+ + -
r+qu r4+qd r+gm 1+q(1—7)
AL +qBy + Oy
(r + qu)(r + qd)(r + gm)(1 + q(1 — 7))’
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wobei

Ay i=udm + r_ (pyu(d +m) + ped(u + m) + psm(u + d) — ud — md — um)
= udm(1l — r_(p1/u+ pa/d + p3/m)),

By =1 (pru(d+m) + ped(u 4+ m) + psm(u + d) + r_(E[z] —u—d —m)),

Cy =71*E[z] —r_).

Mit Hilfe der A-B-C-Formel fiir quadratische Gleichungen erhalten wir die Nullstel-

len:
—-B, + w/Bi —4A,Cy

24,

—B_+ /B —4A_C_

2A_ ’

und analog fiir ¢_ :

A_=udm (1 —ry(p1/u+ p2/d+ ps/m)),
B_=r(pru(d +m) + pod(u +m) + psm(u + d) + r (Ez] —u—d —m)),
C_ = r*(E[z] —ry).

Wir sehen, dass jeweils 2 mogliche Werte fiir g, und ¢_ existieren. Die Verwendung
von Testwerten impliziert die Annahmen

A <A <0,0<By<B_ und0<Cy <C_.

Damit erhalten wir (aufgrund des Ausschlusses von short-sellings, also ¢, q_ > 0)

—B, — /B2 —4A.C, —B.— /B —44_C_

4= 24, 24

sowie q_ =
und wie gewiinscht ¢_ < ¢q,.

Dalfiir reichen die folgenden Annahmen aus:
(i) E[z] >ry (= Cy>0).
(i) r—(p1/u+p2/d+ps/m)>1 (= A <0).

(iii) pr(u—ry)(m+d)+po(d—ry)(u+m)+ps(m—ry)(u+d) >0 (= By >0).

Wie auch im Binomialmodell verandern sich die Grenzen fiir die Handelsregionen
monoton in Abhéngigkeit der TAK. Diesen Sachverhalt verdeutlicht Abbildung 3.
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Veranderung der Grenzen in Abhangigkeit der TAK

2.5+ .
i 9,
g L i
5 2
M
T
=4
©
49 1.5F B
N
1+ y =
05 1 1 1 1
0,001 0,003 0,005 0,007 0,009
4§

Abbildung 3: Fiir Werte u = 1.25, d = 0.8, m = 0.9, r = 1.03, p; = 0.55, p, = 0.35.
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3 Kombinierte Transaktionskosten

In diesem Kapitel wollen wir uns nun mit weiteren Formen von TAK, insbesondere
Kombinationen aus proportionalen mit fizen bzw. konstanten TAK, beschéaftigen.
Wie schon in Kapitel 1 beschranken wir uns auf einen risikolosen Bond mit Zins-
rate r und einen Stock, dessen Werteprozess durch R, € [0, 00) ausgedriickt wird.
Andererseits beschreiben wir von nun an mit x,, das Gesamtvermdogen z.7Zt. n und
mit 7, € [0,1] den Anteil des Vermogens welcher im Stock gehalten wird.

Dazu ist A,, € R die zusétzliche Investition in Aktien z.Zt. n; dementsprechend
bedeutet ein negatives A, ein Verkauf von Aktien im Wert von |A,|.

3.1 Aufbau des Modells

Wie im vorangegangenen Kapitel wollen wir ein MEM zur Losung des Problems
aufstellen. Die erweiterten Formen von TAK sind jedoch erschwerend und fithren
zu einer komplizierteren und kontinuierlichen Modellierung.
Den Zustandsraum konnen wir bereits jetzt fest, geméafl der oben genannten Bedeu-
tung, wahlen als:

E:=R; x[0,1] > (zp, 7).

Ebenso bestimmen wir den Storungsraum Z := R, der die stochastischen Uber-
génge der Zustande in Folgezustédnde beeinflusst, wobei R, =: z, € Z.

Die 3 oben genannten Arten von TAK sind folgendermafien zu verstehen:

YIALl, v € (0,1) proportional (zur gehandelten Menge)
d x,, 6 €(0,1) fix (proportional zum Vermogen)
K 1{R\{0}}(An)> K>0 konstant.

Wir sehen dass konstante TAK mithilfe einer Indikatorfunktion ausgedriickt wer-
den, was zu Problemen bei der Optimierung fithren kénnte, deswegen werden wir
sogenannte Trades einfiihren, die den Typ des Handelns beinhalten. Um kombinier-
te Formen von TAK untersuchen zu konnen, definieren wir auflerdem rein formal
den Begriff Transaktionskosten.

Definition 3.1:

(i) Ein Trade (a,, A,) z.Zt. n besteht aus dem Typ des Handelns a,, € {—1,0,+1}
und der Investition A, € I, , wobei die Intervalle der Investition z.Zt. n
gegeben sind durch

(—00,0) falls a, =—1
I, == {0} falls a, =0
(0, 00) falls a,, = +1.

Dabei steht -1 fiir verkaufen, +1 fir kaufen und 0 fiir kein Handeln.
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(ii) Seien a, € {—1,0,+1}, aq,, Ba, : £ — R Funktionen mit ag = fy = 0, g,
nicht-negativ und stetig fir a,, # 0, 5_; stetig mit Werten in (—1,0] und B4
stetig mit Werten in [0, 1).

Die Funktion Cy,(x,, Ay) := aq, (Tp)Tn + Ba, (T0)An , A, € 1, heiit
Transaktionskosten z.Zt. n.

Bemerkung:

Mithilfe einer erweiterten Definition konnte man hier noch weitreichendere -wie z.b.
von der Investitionsmenge abhingige- TAK betrachten, so z.B. in [2, S.6]; in dem
Fall miisste man entsprechend mehr Typen von Trades einbeziehen, was wir an die-
ser Stelle der Einfachheit halber nicht behandeln werden.

Beispiel 3.2:

Wihlen wir ag, (z,) = %aQ und S, (z,) = va, v € (0,1), a € {—1,0,+1}, so
erhalten wir mit C,(z,,A,) eine Kombination aus konstanten und proportionalen
TAK.

Definition 3.1 zufolge halten wir als Aktionsraum zunéchst den Raum iiber den
Trades (a,, A,) fest, werden diesen allerdings nach einigen Umformulierungen noch
konkret anpassen.

Wie in Kapitel 1 soll der Investor zu keiner Zeit Schulden haben diirfen; ebensowenig
sind short-sellings sowohl in Bond als auch im Stock erlaubt. Demzufolge soll fiir
allen =0,..., N — 1 gelten:

zp — Cp(Tn, Ap) >0 (3.1a)
Tnn + Ay, >0 (3.1b)
(1 —m)x, — A, — Cr(xn, Ay) > 0. (3.1c)

Wir sagen ein Trade bzw. eine Investition A, z.Zt. n ist méglich fir (x,,m,) ,
falls diese Bedingungen erfiillt sind, d.h.

D(xp,mn) = {(an,m,) € {—1,0,+1} | A, erfilllt (3.1a), (3.10), (3.1¢)}

ist die Menge der moglichen Aktionen (auch diese wird entsprechend dem Aktions-
raum noch weiter angepasst).

Definition 3.3:

-----

-----

Wir sagen S ist zuldssig, falls (a,, A,) moglich ist fiir (23, ), n=0,..,N —1 fiir
alle x >0, 7 € [0, 1]. ) )
In dem Fall gilt fiir allen =1,...,N, >0, 7 €[0,1] : 25 >0, 7 €[0,1].
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Werden ausschliefSlich mogliche Investitionen getétigt, wird der Portfolioprozess fiir
Startwerte xg = > 0, mp = 7 € [0, 1] beschrieben durch:

Geldmenge in Bond Geldmenge in Stock
Tpr1 = ((L=mp)xy — Cplxn, An) — Ap)r+ (mazn + Ay) Znia, (3.2)
Tpn4+1 = (ann + An) Zn+1/xn+1'

3.1.1 Umformulierung

Die Formeln (3.2) und (3.3) geben uns in jedem Zeitschritt Informationen tiber das
Vermogen bzw. Portfolio vor getétigten Investitionen und Abziigen von TAK. Fiir
das Losen eines Optimierungsproblems wird es im weiteren Verlauf jedoch hilfreich
sein, das Vermogen und die Aktienanteile jeweils nach dem Handeln von Aktien
und Abzug von TAK zu betrachten. Also:

fn = Tp— Cn(xm An), (34)
f = . (3.5)
€n
Durch Einsetzen wird damit aus (3.2) und (3.3):
Tn+1 = &n (T + Hn (Zn-‘rl - T)) ) (36)
Mol = HnZnid (3.7)

T+ Hn (Zn—‘rl - T).

Dariiber hinaus formulieren wir die Voraussetzungen fiir mogliche Investitionen
(3.1a), (3.1b) und (3.1c) dquivalent:

€0 >0, pnbn >0, (1= )& > 0. (3.8)

Folglich gilt fiir mogliche Investitionen offensichtlich, dass p, € [0, 1].
Wir werden nun mithilfe dieser Formeln die auftretenden Variablen als Funktionen
in Abhéingigkeit der anderen darstellen, um spéter einen besseren Uberblick iiber die
Intervalle von optimalen Strategien zu erlangen und auflerdem eine multiplikative
Struktur herzuleiten, die besonders fiir eine logarithmische Nutzenfunktion hilfreich
ist.

Setzen wir (3.4) in (3.5) ein, erhalten wir mit Definition 3.1:
An = ,Un(xn — O, (xn)xn - Ban (xn)An) — TTpTp.
Daraus folgt:

(1 — aa, (Tn)) pon — Tn

A, =
1+ Ba, (Tn) fin

Ty = fA(wnaﬂnaanaﬂn) (39)

und

Ty — aan (xn)xn - Ban (xn)An

M = = fu($nyﬂnyan7An)‘ (310>
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Wir nutzen jetzt (3.9) um zunéchst die TAK aus Definition 3.1 dquivalent darzu-

stellen:
a, (Tn) + Ba, (0) (i — )

1 + Ban (xn)un
um letztlich das Vermogen nach Abzug von TAK faktorisiert zu formulieren:

5 _ 1— aan(xn) + Ban(xn)'frn
" 1 + ﬂan(l'n)lun

Wir sehen hier, dass die Portfolio-Entwicklung, (3.6) und (3.7), durch die Ak-
tienanteile p, am Vermogen nach Abzug der TAK anstelle der absoluten neuen
Investition A,, beschrieben werden kann; das bedeutet wir betrachten von nun an
das Tupel (ay, i1,,) als Aktion des Investors z.Zt. n und somit als Aktionsraum

A= {-1,0,+1} x [0,1].

Cn(flfn, Tn, An, :un) =

T, (3.11)

Tn. (3.12)

Durch Einsetzen von (3.12) in (3.6) kénnen wir die Ubergangsfunktion angeben:

Tn(xnyﬂ-naan7ﬂna Zn-‘,—l) = (f:w fﬂ') = (xn-l—laﬂ-n-l—l)a wobei

]- — Q4 (xn) + ﬁa ((L’n)ﬂn
z\Ln; Tn, Un,y Un,y <n = = = n\Zn — ns 3.13
Jo(@ns T, @y fin; Znir) T A e (e =), (313)

MHnZn+1
w\Mny Zn = . 3.14
f (:u +1) r+ Mn(zn-i-l N 7”) ( )

Wir miissen nun nattrlich die Menge der maoglichen Aktionen D(x,,m,) dem ver-
dnderten Aktionsraum anpassen, d.h. wir wollen die Aktionen (a,, ,) mit den ent-
sprechenden mdglichen Trades (a,,A,) identifizieren.

Dafiir brauchen wir zunéchst folgendes

Lemma 3.4:
Seiz >0, me€[0,1], ae {-1,0,+1}, 1 — a,(z) + Buo(x)7m > 0. Dann gilt:
fulz, 7, a,-) ist strikt steigend auf {A € R| z — a,(x)z — Ba(z)A > 0}.

Beweis:
Folgt direkt aus (3.10) und (3.12).

Bemerkung:
Durch das Lemma ist gewéhrleistet, dass wir den mdglichen Trades Aktionen nach
der neuen Definition auf eindeutige Weise zuordnen kénnen.

Beobachtung:

Nach (3.12) ist die erste Kondition moglicher Trades &, > 0 dquivalent zur Voraus-
setzung des Lemmas, wobei diese weder von p, noch von A, abhéingt. Die beiden
anderen Konditionen aus (3.8) sind dquivalent zu

1 — g, (z,) — ™

A, €J, = |—TnTy, Tyl .
! 1+ Ba, (7n)

(3.15)
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Damit gilt fir a, € {—1,0,+1}:
(an, A,) ist moglich <=1 — «a,, (z,,) + Ba, 7 > 0 und A, € I,, N J,,,.

Daraus folgt mit Lemma 3.4:
Ju@pn, T, an, 1o, NS, )y an € {—1,0,+1} beschreibt die Intervalle méglicher Aktienanteile
in am Vermogen nach Abzug von TAK.

Beachte, dass aus

>0 Vane{—1,0,+1}

]_—Oéan(xn> = gn +Ban(xn) (in’un_,ﬂ_n> Zfl(?’;;)o

xn n

bereits 1 — a, (z5,) + Ba, (Tn)m, > 0 fir a,, = +1 folgt.
Fiir a,, = —1 folgt hingegen die umgekehrte Richtung.

Schlieflich kénnen wir die Menge der moglichen Aktionen definieren:

Definition 3.5:
Eine Aktion ist moglich, falls

(@n, pin) € D(xn, 70) := {(a, )] @ € {=1,0,+1} , pp € Da(n, ™)} ,

wobei
DO('T77T> = {ﬂ-}7
falls 1 —

Doy () = 0 alls 1 — a_1(z) + 1 (z)T <0
fulz,m, =111 N J_) falls 1 — a_q1(z) + p_1(x)7 > 0,
0 falls 1 — ayq(z) <0

Di(z,m) = nle) <
Julz,m, +1, 100 Jy) falls 1 — aq1(z) > 0.

Dementsprechend sagen wir nun, eine Kontroll-Strategie S := (ay, fin)n=o,...N-1

ist zuldssig, falls fir alle Startwerte x > 0, 7 € [0,1] und n = 0,..., N — 1 gilt:

(an, ptn) € D(xy, 7).

Merke: Strategien sind jeweils zuléssig falls sie nur mogliche Aktionen beinhalten.
Trading-Strategien beziehen sich auf Aktionen nach der ersten Definition mit der
gehandelten Menge A,,, Kontroll-Strategien hingegen auf Aktionen in Form der Ak-
tienanteile am Vermogen nach dem Handel.

Proposition 3.6:

Fiir eine zuléssige Kontroll-Strategie S = (an, ftn)n—o....,
S = (an, Ia(@ 78 an, pin))n=o...n—1 (vgl. Definition 3. 3) zuldssig und die durch S
bzw. S kontrollierten Prozesse stimmen iiberein. Umgekehrt kénnen wir mittels fu
aus zuldssigen Trading- zuldssige Kontroll-Strategien konstruieren.
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Beweis:
Definition 3.5, Lemma 3.4 sowie (3.9) und (3.10) liefern die Behauptung.

3.1.2 Das Markovsche Entscheidungsmodell

Fassen wir die bisherigen Erkenntsnisse nocheinmal in einem MEM iibersichtlich
zusamien:

Zustandsraum: E = Ry x [0,1] 3 (x,, m,), wobei z,, das Gesamtvermdégen des
Investors und m,, den Aktienanteil daran z.Zt. n darstellen.

Aktionsraum: A = {—1,0,+1} x [0,1] > (an,in), wobei a, den Typ des
Handelns mit der Konnotation —1 = wverkaufen, +1 = kaufen und 0 =
kein Handeln und p, den Aktienanteil am Vermogen nach Handeln und Ab-
zug von TAK ausdriicken.

Menge der moglichen Aktionen: D(z,,m,) ist gegeben durch Definition 3.5.

Storungsraum: Z = R, wobei z, € Z die relative Preisanderung der Aktie
beschreibt.

Ubergangsfunktion: T},(z,, Tp, Gn, fn, 2ns1) ist durch (3.13) und (3.14) gege-
ben.

Ubergangskern: Q2 (-|n, Ty, G, ft) = Verteilung von R, 44
(unabhéngig von (z,, Ty, an, fin))-

Einstufiger Ertrag: r,, = 0.

Endertrag: gy = U(zy), 2y € E.

Unser Ziel ist das Losen des Terminal Wealth Problem, das bedeutet wir wollen
eine optimale zulédssige Kontroll-Strategie S* finden, sodass fir (z,7) € E und alle
zulassigen Kontroll-Strategien S gilt:

3.2

Eun[U(X3)] 2 Eon[U(XR)].

Existenz einer Losung des Problems

Wir werden im Folgenden zeigen, dass eben soeine optimale Strategie S™* exis-

tiert;

allerdings werden wir dabei im Gegensatz zu Kapitel 1 ein halbstetiges MEM

verwenden (vgl. [1, S.29-39]), kénnen jedoch nicht direkt etwaige Folgerungen der
Struktur-Annahme anwenden, da z.B. die Abbildung

(x,m) — D(x,m)
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zwar kompakte Werte annimmt aber nicht von oben halbstetig ist. Daher werden
wir die spezielle Struktur unseres Modells ausnutzen und das Problem auf jedes
einzelne a, € {—1,0,+1} reduzieren und dariiber mit Hilfe von [3] die Existenz
optimaler Strategien beweisen.

Wir betrachten zunéchst die Bellman-Gleichung. Dabei sei jeweils (z,7) € E bzw.
(x,m,a,pn) € Ex D(z,7):

Vy(z,m) =Ulx)

und firn=0,...,N —1
Vn(fl?ﬂﬂa»ﬂ) = E[V;+1(fﬁv($77r7avua Zn-l—l)afﬂ(:ua zn—i—l))] (316)
Vi (o, ) — swp Ve, man) (3.17)

(a,p)€D(z,m)
und aufgespaltet in jedes a € {—1,0,+1} :

Vi(x,m) = sup V,(z,7, a,pn).
HEDg (z,m)

Theorem 3.7:

(i) Fir allen =0,..., N gilt: V.* ist endlich und von oben halbstetig.

(ii) Fiir alle n = 0,..., N — 1 existiert ein Maximierer o, = (¢, ¢?) fiir die
rekursive Gleichung (3.16),(3.17); d.h. ¢,, ist messbar und fiir alle (z,7) € F
gilt:

on(x,m) € D(x,7) und
V;(SL’,T(') = E[V;+1(fm(l’,ﬂ',g0711(;€,ﬂ'), QD?L(SL’,T('% Z), fw(goi(x,ﬂ),z))].

(iii) Die Kontroll-Strategie S* := (a, 1% )n—o... n—1 definiert durch
af = @l(xr, m), ut = @2(x;, 1) ist optimal! Dabei sind x7 und 7 durch die
Anwendung von S* bis z.Zt. n — 1 zu erreichen, sodass E, [U(X%)] = V.

Fiir den Beweis bendtigen wir zwei Lemmata aus [3] die wir an dieser Stelle nicht
beweisen werden.

Lemma 3.8:
Seien X,Y metrisierbare Raume und Y kompakt, f: X xY — R von oben halb-
stetig und f(z) :=sup f(z,y), = € X.

yey

Dann ist f von oben halbstetig und fiir alle x € X existiert ein y € Y sodass das
Supremum angenommen wird.

Lemma 3.9:

Seien X, Y metrisierbare Raume und Y kompakt, T" eine geschlossene Teilmenge von
X xY, f:T — R von oben halbstetig, proj.(T) :={x € X| (z,y) €T, y € Y},
T, ={yeY|(r,y) €T, € X} und f : proj.(T) — R, f(z) —> Iylgxf(x,y).
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Dann gilt:
proj.(T) ist geschlossen in X, f ist von oben halbstetig und es existiert eine messba-

re Funktion ¢ : proj.(T) — Y mit ¢ (proj.(T)) C T und f(z,¥(z)) = f(z) Vx €
proj.(T).

Beweis von Theorem 3.7:

e Wir miissen zunéchst (z,7) — D(z,7) zu einer -von oben- halbstetigen
Abbildung formen ohne dabei stark von der Struktur abzuweichen; d.h. wir
schlieflen ganz einfach die leere Menge aus: Sei fir a € {—1,0,+1}

E,:={(z,7) € E| Dy(x,7) #0} und 0, : E, — A, 0,(x,7) = D,(z,7).
Dann ist 6, kompakt und von oben halbstetig.

e V3 ist nach Definition endlich und von oben halbstetig. Wir nehmen nun
fir ein n € {0,...,N — 1} an, das gilt ebenso fir V" ;. Dann gilt dies auch
fir V¥, (fz(-,-,a,-,2), fx(-,2)) da f, und f, stetig sind. Also ist auch der
Erwartungswert dariiber, V,(+,-, a, ), endlich und von oben halbstetig.

e Wir nutzen nun Lemma 3.9 indem wir X := FE, Y := D,,
T :={(x,m, pn)| (x,7) € By, u € Dy(x,m)} C E x D, wihlen, sodass
V, : T — R fiir festgehaltenes a endlich und von oben halbstetig ist.

Entsprechend sei V! : proje (1) — R, Vi (x,7) = rlr)la(x )Vn(x,ﬂ, a, ),
peqg(x,m

wobei proj,.) (1) = E,.

Damit folgt die Existenz eines messbaren Maximierers pf auf £, mit
pl(z,m) € Do(x,m) und V(z,7) = V,(z, 7, a, pl(z,7)). AuBerdem ist V"
endlich und mit Lemma 3.8 ist die Halbstetigkeit von oben gewahrleistet.

e Wir definieren nun
V¥(x,m) == max {V(z,7)| a € {-1,0,+1}, D,(z,m) # 0},

sodass Aussage (i) folgt.
Beachte dass dieses Maximum existiert, da Dy(x,7) = {7} .

e Um die Existenz eines Maximierers fiir V" auf ganz E zu zeigen, konstruieren
wir zunachst Handelsregionen fir jedes a € {—1,0,+1} :

Hy = {(2,7) € E| Wb € {~1,0,41},b# a: Vi(z,m) > Vi (z,7)}.

D.h. zu gegebenem a ist H; die Menge aller Zusténde (z,7) z.Zt. n fir die
mogliche Aktionen des Typs a tiberhaupt existieren und dieses a ’besser’ im
Sinne von hoherem Ertrag ist als die tibrigen Typen. Bemerke dabei dass
Ey = E sodass Ugeq-1,0,41} H, eine Zerlegung von E darstellt.

Um disjunkte Mengen zu erhalten, definieren wir:

/

Hy:=H,\H,
HO = é\(H_1UH+1).
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Damit kénnen wir einen messbaren Maximierer fiir V,* definieren:

gOn(ZE,ﬂ'> = Z (a,ufl(x,w))lHa((x,w)), (J},ﬂ') SN

ae{-1,0,+1}

e Bleibt noch (iii): Sei S = (an, pn)n =0,..., N — 1) eine zuldssige Kontroll-

Strategie. Dann:

—pS
=z

EI,W[U( )] :MrEwr[ (fx(xjv 17”1% 1 AN-1, UN—1, 2N ))| Fn-1]]

[

o B [U (fz(xN 177ij\} 1, AN—1,2N))]
[
[

Vn- 1($N 1,71% 1, AN-1, UN— 1)]

v V- 1($N 1?7'(]% )l

wobei wir in der ersten Gleichung die Turmeigenschaft, in der zweiten die
Markov-Eigenschaft bzw. Unabhdingigkeit von zy und in der letzten die Mo-
notonie fir bedingte Erwartung benutzt haben (vgl. [4]).

Daher gilt mit den gleichen Argumenten fiir alle n =0,..., N :

EonlVi (@5, 7)) = Eo[Eon [V (@2, m2)]| Fal

€T,

E
E
E
E

IN

= Ex,ﬂ[Ex [V*(xnv WS)”

= Eft Tf[vn (xi 177T§—1aan—1a,un—l)]
< B[V (o3 75 )]

Th—15Tp—1

Daraus folgt fiir alle zulédssigen Strategien S :
E.x[U(23)] < Vg (2, m).

Mit (ii) folgt:
E%W[U(I% )] = Vg (z, 7).

Wir werden im Folgenden diese Aussagen auf die logarithmische Nutzenfunktion
anwenden zumal die multiplikative Struktur der Ubergangsfunktion (3.13), (3.14)
zu einem additiven Problem fithren wird.

Wir definieren zunéchst:

g: ExD(x,m) x Ry — R,
gla,m a,p,z) = log (1 —~ ?fﬁ) Txfi(x)w
_ 1 — a,(z) + fa(x)w
= log < Tt At

<0

Beachte dass der erste Teil von ¢ die TAK (siche (3.12)) und der Zweite die
Wertsteigerung bzw. -verlust der Aktie verkérpern.

(e utz =)

) +log (r+p(z—r)).
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Mit dieser Definition von g erhalten wir fiir eine Kontroll-Strategie S = (@, ftn)n=0
das Terminal Wealth Problem:
Eyx [log(xi,)] = log(z) + Eyn [g(x;s;—l’ 71—3—17 An—1; Pn—1; Zn)]-
Das bedeutet, es muss in jedem Zeitschritt ein optimaler Aktienanteil u gefunden
werden, der den Erwartungswert von g maximiert.
Wir stellen nun dem Logarithmus angepasste Wertefunktionen auf.
Fir (z,7) € FE, (a,p) € D(x,m) sei
Uy(z,m) =0

und firn=0,...,N —1:

197L<m7 ™, a, M) = E[Q(ZL‘, T, Ay Z?H—l) + 19;;4—1 (fl‘(xv T, Ay s Zn-i-l)v fﬂ(ljﬁ Zn-l—l))] (318>

O (z, ) =  sup Vp(x,ma,p)
(a,p)eD(z,m)

und analog fiir jedes a € {—1,0,+1} :

Ve (z,m) = sup Uz, T, a,pm).
HEDg (z,m)

Korollar 3.10:
Sei U(z) = log(x). Dann gilt fiir allen=10,...,N —1:
Fiir die rekursiven Gleichungen (3.18) existieren Maximierer ¢, = (¢, #2) mit
05 (x,7) = Op(x,m, L (2, 7), §2(z, 7)), 9% ist von oben halbstetig und beschréinkt
und die Strategie S* gegeben durch (a, ,un) ¢n(xf, 7)) ist optimal, so dass
)

E,xllog(x3 )] = log(x) + U5(x, ).

Beweis:
Wir zeigen per Riickwértsinduktion, dass fiir alle n =0,..., N

Vi(z,m) = log(z) + 0; (x, ) gilt.
IA: Fir n = N gilt die Aussage offensichtlich nach Definition.
IH: Sei die Aussage wahr fir n+ 1 < V.

IS: Vi (x, )

= sup E[V;—&—l(fﬂﬁ(xaﬁvaaﬂa Zn-i-l)afﬂ(:ua zn-i-l))]
(a,p)€D(z,m)

IH *
= ( )Sllg)( )E[log(fw(xaﬂ-aanuaszrl)) +ﬁn+1(fw(x77rua’7:uvzn+l)7fﬂ‘(/Jﬁ ZnJrl))]
a,p)eD(x,m

= ( )SULI))( )E[ZOQ(ZL’) + g(fE, ™, 4, 4, Zn+1) + 19:+1(fx(x7 T, @y by Zn+1)7 fﬂ(:ua Zn-i-l))]
a,p)eD(x,m

= log(z) + ¥ (x, ).

Da fir (x, 7, a, ) € Ex D(x, ) gilt, dass (W) =1- m < 1, folgt:

o.E. z>r
gz, moa,p, z) <log(r+pu(z—r)) < log(r+ (z—r)) =log(z) < occ.
Damit ist ¥} von oben beschréankt. Der Rest folgt direkt aus Theorem 3.7.
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3.3 Anwendung im Ein-Perioden-Modell

Kommen wir nun zur konstruktiven Anwendung der bisherigen Erkenntnisse dieses
Kapitels. Sowohl Theorem 3.7 also auch Korollar 3.8 sind fiir die Praxis lediglich
hilfreich, wenn wir die optimalen Aktionen, also die Maximierer bestimmen konnen.
Wir werden das Optimierungsproblem mit kombinierten TAK auf ein Ein-Perioden-
Modell beschrinken, um genauere Angaben zu den Maximierern und den zugehori-
gen Handelsregionen machen zu kénnen.

Wie oben angekiindigt benutzen wir die logarithmische Nutzenfunktion
U(z) = log(z), sowie folgende TAK:

2
311 a’I'(z) + ay(p — )

Clz,m, a,pn) =a’T(x)x +ayA "= z, I'(x) >0, v€ (0,1).
( 1) (2) Y T+ amy (z) v €(0,1)

3.3.1 Das Binomialmodell

Beschéftigen wir uns zunachst mit dem Binomialmodell. Wir wollen im folgenden
explizite Formeln zur Berechnung der Handelsregionen sowie der optimalen Aktio-
nen, d.h. optimaler Typ des Handelns und optimaler Aktienanteil am Vermogen,
berechnen.

Da wir nur eine Periode behandeln, erhalten wir das Terminal Wealth Problem:

V(w,m a, 1) = Elg(z, 7, a, 1, 2)]
1 —a’T(z) + aym
= log
1+ayu

— max .
(CL,H)E{*I,O,+1}X [071]

) + Ellog (r + pu(z — r))]

Wie in Kapitel 2 definieren wir die Hilfswerte:
re = (1+ay)r, a e {-1,+1}

mit der Annahme
(Al):ryy <w, r—y >d.
Zusatzlich soll fiir die Wahrscheinlichkeit eines Wertzuwachses der Aktie gelten:

. re1—d (r—1—d)u
(A2): %2 <p < =055

Daraus lasst sich direkt folgern:

Lemma 3.11:
(i) 0 <E[e] —r, < Lmralle=d) g e {1 41}

(i) (u—ry)(re —d) —ay(E[z] —r4)r >0, a € {—1,+1}.
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Schauen wir uns zunachst den Fall an, dass keine TAK anfallen; dann ist
Elg(z, 7, a, p, 2)] = E[log (r + p(z — r))] iber u € [0, 1] zu maximieren.
Wir erhalten
. (B[] —r)r
L)

Entsprechend ist der optimale Typ des Handelns dann gegeben durch sign(p — 7).
it benutzen wir im Folgenden als Vergleichswert; dazu betrachten wir

(3.19)

. (B[] = ra)r
Ha = =7 (ra — d) — ay(E[2] — ro)r”

a€{—1,+1}. (3.20)

Wir werden zeigen, dass p; den optimalen Aktienanteil am Vermogen nach dem
Verkaufen bzw. Kaufen darstellt.
Mit Lemma 3.11 gilt nach Definition: p} € [0,1] und g%, < ot < p*; mit Gleichheit
genau dann, wenn v = 0.
Das bedeutet der optimale Aktienanteil am Vermogen nach Transaktion ist -fiir den
Fall dass Verkaufen die optimale Entscheidung ist- grofler als derjenige falls Kaufen
optimal ist.

Bemerkung:
Die Menge der moglichen Aktionen konnen wir hier explizit mit den gegebenen TAK
angeben; mit Definition 3.5, (3.10), (3.15) und Definition 3.1(i) ergibt sich:

D_(z,7) =[0,min{l,7/(1 —T(x))}] falls 1 — I'(z) — ym > 0. (3.21)
Diy(z,7) =[r/(1 —T(x)),1] falls 1 — I'(z) > 0. (3.22)

Theorem 3.12:
Seia € {—1,+1}, (z,7) € E sodass D,(z,m) # (). Dann gilt:

(i) w ist der eindeutig bestimmte Maximierer von 9J(x, m,a,-) auf [0, 1].
(i) V*(z,7m) = Iz, 7, a,u’) falls p € Dy(z, 7).
(iii) Falls pf ¢ D,(z,7), dann gilt fur alle p € D,(z,7) : (x,7) > I(z, 7, a, p).
Beweis:
(i) Wir leiten ab:

1 —a®l(z) + aym
14+ayp

00,7000 = 0 [ )|+ 0B leg -+t =)

___ 2 g [H]
1+ ayp r+u(z—r)
_ (Ef] = ra)r = ((u—7a)(ra — d) — ay(E[z] —ra)r) p
(T )+ = D)7+ p(d— 1)
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Da p € [0,1] ist der Nenner groBer Null und mit Lemma 3.11(ii) folgt:
O (x,m a, 1) >0 p < p,und 0,9(x, m,a, 1) <0 pu> .
Damit ist u! eideutige Maximalstelle von 9(x, 7, a, ) auf [0.1].
(ii) folgt aus (i) nach Definition von 9.
(ili) Sei p%, ¢ D1, p € D4y, dann gilt:
0<1-T(z)<lund pi, <m<p.
Da nach (i) ¥(x,m, +1,-) auf [p% , 1] streng monoton fallend ist, folgt:
W, m,+1, 1) < e, 7, +1,7)

~ log (1 —ff;j V”) T Ellog (r + 7= — )]

< Ellog (r+n(z —1))]
= 9%z, 7).

Analoges gilt fir a = —1.

O

Wir haben also ein optimales Verhéaltnis von Aktien zum Vermogen nach Han-
deln gefunden. Was wir jedoch nicht wissen, ist in welchen Féllen explizit das je-
weilige Handeln (verkaufen, kaufen, keine Transaktion) optimal ist.

Dazu bestimmen wir die jeweiligen Handelsregionen.

Bemerkung:
Theorem 3.12 (iii) sagt aus, dass ein Handel von Aktien
(a = —1 oder a = +1) nur optimal sein kann, wenn p € D,(x,7); d.h. in dem Fall

ist nach (3.21) und (3.22) 7 > p* (1 — ['(2)) bzw. 7 < pi, (1 —I'(x)).
Diese Tatsache motiviert die Festlegung folgender Grenzen fiir die Handelsregionen:

my=inf{m € [, (1 = T(2)),1]] 97 (x,7) > P°(x,m)},
T41 = Sup {7’(’ S [Oa M*—&-l(l - F(ZE))H 19+1(£L', 7T> > 790(1*’ W)} )
mit inf () = co und sup ) = —oo.
AuBerdem sei H,(z) := {m € [0,1]| (z,7) € H,}, wobei die Mengen H, im Beweis

von Theorem 3.7 definiert wurden.

Das folgende Theorem leifert die Formeln zur Berechnung der optimalen Aktio-
nen im Ein-Perioden-Binomialmodell mit kombinierten TAK.
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Theorem 3.13:
Fir alle z > 0, 7 € [0, 1] ist eine optimale Aktion gegeben durch:

(=1, pu*y) falls m € H_(z)
(", p") = (+1,p%,)  falls 7 € Hyo(2)
(0,7) falls m € Hy(x),

wobel

Hoy(2) = (m1(2), 1], Hia(x) = [0,m41(2)), Ho(x) = [0, 1]\ (H-1(2) U Hia(x)).

Bewelis:

a) Sei fir a € {—1,+1} die Funktion h, : {7 € [0,1]| D,(z,7) # 0} — R
definiert durch

ho(m) =9 x, m, a, ps) — e, m,0,7)
1 —-T'(z)+aym
L+ avyp

= log( + Ellog(r + pa(z = 7))] = Ellog(r + 7(z —1))].

= H,(z) ={m €[0,1]|Dy(x,m) # 0, ho(m) >0}
(siche Beweis von Theorem 3.7).

Also gilt fir alle 7 € H,(z) nach Theorem 3.12 (iii):
7> (1—D(z)p", fira=—1bzw. 7 < (1 —T'(x))p}, fir a = +1.
Nach Definition von 7_;(x) und 7y (z) folgt damit:
Hy(2) € [r2(2), 1] und Hiy(2) C (0,74 (2)]

Wir leiten nun h, nach = ab:

Onha(T) = 1— F(Z)Vju o l?”ri(_zr—ﬂ]

Sa™ — (E[2] = 1a) — (E[2] — r)I'(z)) r
(1-T(z)+aym)(r+a(u—7))(r+x(d—r))’

wobei
Go=(u—1y)(re —d) —ayr(Elz] = 14) — (u—1r)(r — d)I'(z).

Beachte dass der Nenner positiv ist. Daraus folgt:
Falls ¢, = 0, so ist das Vorzeichen von 0, h,(m) konstant.
Falls ¢, > 0, so gilt

Orho(m) <,=,>0 & 7<,=,> w,. (3.23)
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Falls ¢, < 0, so gilt

Orho(m) <,=,>0 & 7> = < w,, (3.24)
wobei
@a = ((E[z] —ra) — (E[z] = )T'(2)) 7/<a.
Falls 7_1(z) = o0 bzw. 7,1 = —00, so gilt H,(z) = (). Daher betrachten wir

nur den Fall 7 € [0,1].

Wie im Beweis von Theorem 3.12 (iii) folgt durch die Monotonie von 9(x, 7, a, -),
dass he((1 =D (z))ut) < 0. Da h, zudem stetig ist, folgt fiir m,(z) € [0, 1] nach
Deinition : hy(m,(x)) = 0 (beachte dass I'(z) > 0 vorausgesetzt wurde).

Nach Definition gilt 7_;(z) > (1 — I'(z))p*, und 744 (z) < (1 —T'(x))p.
Nach a) und b) folgt:

Orhy1(mi1(x)) <0 und O h_q(m_1(x)) > 0. (3.25)

Betrachten wir nun

Zahler(p) — I'(x)Zéhler(f1)
Nenner(y*) — I'(x)Nenner(f1)

We =

Mit dieser Darstellung gilt offensichtlich:

wo <p'yfalls¢y <Ound w_q > p*y falls¢4 >0
w <l falls ¢y > 0 und g > ply falls ¢ < 0.

Sei ¢, < 0.
Fir a = —1 gilt:

9 . 32 .
woy <pty SVr > pty i 0hoy () < 0= H_y(x)

0.
Fir a = 41 gilt:

d) (3.2
W1 > Wy 2! V7T<u+1 Oxh_1(m) > 0= Hi(z) =0.

Sei g, > 0.
Fir a = +1 gilt mit d): @y (x) < pfy. Falls 74 (x) > —o0, so folgt mit (3.23)

und (3.25) fiir alle 7 < 744(z) : Orhya(7m) < 0 und somit Hyy = [0, 741 (x)).

Analog folgt fir a = —1: H_1(z) = (7_1(x), 1], jedoch nur falls T'(z) < 1 —7.

Denn andernfalls ist die Definitionsmenge von h_; lediglich [0, (1 — T'(x)) /9],

also m < 1. Dann h_y(7) — —oo fiir 7 — (1 — ['(x)) /7.

Dann existiert € > 0 sodass fiir alle 7 € [(1 — '(z))/v — ¢, (1 — [(x)) /9] :
87rh_1(7T) < 0.

Mit (3.23) folgt w_y > (1 —I'(z))/v und somit d;h_1(m) < 0 fur alle 7 in der
Definitionsmenge von h_;. Daraus folgt mit (3.25):

H_l(l') = @
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Sei g, =0.

Mit a) und den vorangegangenen Ausfithrungen folgt direkt

Hi(z) = [0,7m41(x)) sowie H_y(z) = [m_1(z),1) falls I'(z) < 1 — ~ und
H_(z) =0 falls T'(z) > 1 —1.

O
Proposition 3.14:
Sei z > 0, m € [0,1]. Sei I'(z) = 0, dann folgt
m1(z) = pZy und T () = piy.
Beweis:
Wir benutzen die Notationen aus dem vorigen Beweis. Sei I'(x) = 0. Dann ist

W, = 5, sa > 0 nach Lemma 3.11 und h,(y}) = 0. Damit folgt aus (3.23) fiir al-
leme (p*,1] : hoq(m) > 0, s0dass 7_1(z) = p*, = w_1. Analog folgt 741 (x) = p;.

U
Letztlich schauen wir uns noch (ohne Beweis) die Grenzen fiir die TAK I'(z) an,

fir die die Handelsregionen H_;(x) und H,(x) nicht-leer sind. Eine aufwendige
Berechnung fiithrt zu folgender Erkenntnis:

Hy(z)=0 & T['(z) >G,, ac{-1,+1}, wobei

o= i (e () )

- (05) (i)

Beispiele 3.15:

(a) Betrachten wir ein Beispiel mit fixen plus proportionalen TAK. Dazu benutzen
wir folgende Werte:

r=105 u=126 d=08, p=0.59, v=0.003, I'(z)=10/z.

Bei jedem Transfer sollen also fixe Kosten von 10 Euro zusétzlich zu den
proportionalen TAK bezahlt werden. Es ist bereits zu vermuten, dass dies ein
recht hoher Betrag ist, sodass ein entsprechendes Vermogen vorhanden sein
muss, damit ein Handel sinnvoll ist. Mit den benutzten Werten ergeben sich
folgende Grenzen:

G_; = 0.00665 und G1; = 0.00320.

Daraus folgt: Ab einem Vermogen von 3125 Euro sind die Kaufs- bzw. Ver-
kaufsregion nicht-leer.
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Wir erhalten optimale Aktienanteile am Vermogen nach Abzug von TAK, die
nach Definition unabhéngig von 7 und z sind:

4 = 0.48920 und p1’, = 0.36635.

Abbildung 4 zeigt die Veranderung der Handelsregionen in Abhangigkeit
des Vermogens = zwischen 4000 und 450000 Euro und dem Aktienanteil 7.
Kongruent mit Proposition 3.14 sehen wir, dass sich mit steigendem z die
Grenzen 7_;(x) und 74 (x) den Werten p*, bzw. p* | anndhern.

Handelsregionen flr aktuelle Werte x,n

0,9+ 4

Verkaufen

0,7

I keine Transaktion l
0,3+

s Kaufen

8.5 9 10 11 12

Abbildung 4: Handelsregionen in Beispiel (a).

(b) Wahlen wir nun I'(z) = ¢ € (0,1) konstant. Das bedeutet bei jeder Transak-
tion wird ein proportionaler Anteil vom Vermogen abgegeben. Das Optimie-
rungsproblem wird somit zu

(1 —a%d + ayrw
=log| ————

1T avp ) + E[log (r + pu(z — r))]

— max.
(anuJ)e{_lvO’Jrl}X [071]

Wir sehen dass weder die Ertragsfunktion g noch die Wertefunktionen ¢ von x
abhangig sind; demzufolge ebensowenig die Grenzen fiir die Handelsregionen
m_1 und 7.

Mit den Werten aus Beispiel a) und ¢ = 0.0001 erhalten wir

m_1 = 0.5528 und 74, = 0.3020.

3.3.2 Das Trinomialmodell

Auf Grundlage der Arbeit aus 3.3.1 mochten wir zum Schluss der Arbeit die gewon-
nen Ergebnisse auf das bereits in Kapitel 2 behandelte Trinomialmodell ausweiten.
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Zu diesem Zweck verzichten wir auf eine detaillierte Vorgehensweise mit formalen
Beweisen der Behauptungen, da diese nur sehr erschwert und umfangreich zu zeigen
sind, jedoch nach demselben Schema erfolgen. Durch die analoge Vorgehensweise
bei der Berechnung der optimalen Aktionen bleiben die Definitionen der Grenzen
m_(x) und 7, (x) gegeniiber dem Binomialmodell unveréndert. Lediglich die opti-
malen Aktienanteile verdndern sich, deswegen setzen wir direkt bei der Berechnung
des Maximierers pf von 9(x, 7, a, p) an.

Dazu leiten wir ab:

ary z—7T |
9 L S o Pk A S
aﬂ (SL’,TF,CL,/UL) 1+CWM + [T+M(Z—T)‘| O

Nach lingerer und aufwendiger Rechnung folgt schliefSlich: u?A, + uB, + C, = 0,
wobei

C, = r*(E[z] —14)
By =r(ra(2r —u —d —m) +rE[z](ay — 1) + pru(d + m) + pad(u + m) + psm(u + d))
Ay =(u—ry)(m —ry)(d—ry) +ayB, — (av)QC’a.
Damit folgt per A-B-C-Formel:
. —-B, — /B2 —-4A,C,
:U’a - 2Aa N

Beachte dass hier die zweite Losung der Formel aufgrund der Bedingung
wk € (0,1) ausgeschlossen wurde.

Wie im Binomialmodell kénnen wir fiir eine Kombination aus fixen und propor-
tionalen TAK, mithilfe von Beispielswerten fir

r, u, d, m, pl, p2, v, und I'(z),

die optimalen Aktienanteile sowie die Handelsregionen in Abhéangigkeit des Vermo-
gens darstellen: Das Ergebnis sieht von der Form genauso aus wie in Abbildung 4.

An dieser Stelle wollen wir jedoch noch einmal néher auf eine Kombination aus
konstanten und proportionalen Kosten wie in Beispiel 3.15 (b) eingehen. Wie oben
erwahnt hangen die relevanten Werte in diesem Modell nicht vom Vermogen z ab.
Diese Besonderheit wollen wir nutzen, um die Ergebnisse in Abhéngigkeit des Pla-
nungshorizonts NV explizit darzustellen.

Zur Erinnerung: Optimale Werte berechnen wir mit Hilfe des Terminal Wealth
Problems; so geschehen in den bisherigen Beispielen, allerdings lediglich fiir den
Planungshorizont einer Periode. Fiir N > 1 miissen wir die rekursiven Gleichungen
(3.18) l6sen. Das konnen wir mittels des in Kapitel 1 vorgestellten Backward Induc-
tion Algorithmus erreichen:

Wir beginnen bei der letzten Periode, d.h. wir berechnen die Wertefunktion (die
unabhéngig von z ist):

In_q(mn-1) = sSup Elg(mn-_1,an—1, ftn-1,2N)]-
(an—1,uN—1)ED(z,mN_1)

44



Die Maximierung lauft in diesem Schritt analog zum Beispiel im Binomialmodell.
Wir erhalten explizite Werte zwar fiir die Maximierer und Grenzen der Handelsre-
gionen, allerdings nicht fiir die jeweiligen Wertefunktionen 9. Die hdngen némlich
vom aktuellen Aktienanteil am Vermogen my_; ab. Spéatestens beim Berechnen der
Werte fiir N — 2 sehen wir dann, dass dadurch eine explizite Berechnung unmaglich
wird. Dementsprechend definieren wir uns (vgl. [2])

w(0) := 0, w(n) =%, (Tn_n) —log(l —a*§ +ayrn_s), n=1,...,N — 1.
Per Induktionsbeweis folgt, dass
w*(n), a € {—1,+1} fir allen =0,..., N — 1 unabhéngig von 7 ist.
Achtung: Das a bezieht sich immer auf den jeweiligen Zeitschritt!

TA: w*(1) = E[—log(1 4+ ayuly_) + log(r + p%_1(zx — r))] ist unabh. von 7.

IS: w*(n + 1)
= E[-log(1 + avpyy_(ns1)) +10g(r + py— i1y (2n—n — 1)) TV _n (fr (BN (nr1)s 2N-n))]
*)
E[(x) + E[w®(n) + log(1 — a?6 + ay—¥=tt0™N""_yI fa))s o £

T+‘u[]l\f—(n+1) (zN—n—T)

E[(x) + E[log(r + MN = (a1 * (zn—n —1))]] falls a = 0

T+u‘]‘\,7<n+1) (zN—n—T)

ist nach Induktionshypothese auch unabhéngig von .

Nun kénnen wir Schritt fir Schritt, also fir n =0,..., N — 1,
w(n), a € {—1,+1} ausrechnen und erhalten somit von 7 unabhéngige Maximierer
sowie Grenzen fiir die Handelsregionen.
Fiir n = 2 ergibt sich beispielsweise:

w*(2) = E[ —log(1 + aypy) + log(r + pa(zn—1 — 1))
+log(1 + a{y_1yVfr(y, 2n-1)) + W' @D (1)].

Angenommen wir haben vorher w®(1) berechnet, dann muss hier gepriift werden,
fir welches a(y-1) € {—1,0,+1} w*(2), a € {—1,+1} maximal ist.

Wie gesagt erhalten wir nur explizite Werte fiir a # 0.

¥%_, hangt weiterhin von 7 und der Wahl von a(y_1) ab; somit existieren 3 mégliche
Werte in diesem Zeitschritt. Das ist aber nur fiir die Berechnung der Handelsregionen-
Grenzen relevant:

Ist z.B. 03", fiir a(y—1) = +1 maximal, so wird bei der Berechnung von

my i int {m € [0y (1= (@), 1) F3La(r) > %y(m)}

entsprechend 9%,_, ebenso fiir agv_1) = +1 betrachtet.
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Fir N =1 und N = 2 bekommen wir folgende Werte:

+1 -1
N o Wy T4l T_1 w w

1 0431643 0.536969 0.366494 0.601608 0.038753 0.041175
2 0.378983 0.588449 0.301397 0.623600 0.078770 0.081301

Hier wurden
u=126,d=0.78 m=0.9, r=1.03, pl =0.54, p2 =0.3, v = 0.0025, § = 0.0001

gewdahlt.

Wir sehen, dass die optimale Entscheidung zu Beginn, also in n = 0, bereits stark
dadurch beeinflusst wird, dass das System eine Periode langer betrachtet wird. Logi-
scherweise erhéhen sich die Werte fiir w®(n) fiir steigendes n, da w® den erwarteten
Gesamtnutzen wiederspiegelt.
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4 Fazit

Was haben wir erreicht? Welche Schliisse konnen wir aus der Arbeit ziehen?

Auf Grundlage Markovscher Entscheidungstheorie wurde der Einfluss von Transak-
tionskosten in der finanzmathematischen Optimierung untersucht. Es wurden zu-
nachst proportionale Kosten betrachtet. Darauffolgend wurde das Modell auf kom-
binierte Formen erweitert.

Wir haben gesehen, dass optimale Strategien auf einem -an bestimmte Bedingungen
gebundenen- Finanzmarkt existieren. Teilweise und zumindest fiir Anwendungsbei-
spiele konnten Formeln zur Berechnung aller relevanten Werte geliefert werden,
sodass die Ergebnisse produktiv anwendbar sind.

Es ist zu beachten dass Modelle in diskreter Zeit untersucht worden sind, was grund-
satzlich nicht den realistischen Zustand wiederspiegelt; allerdings dienen diskrete
Modelle immer als eine Art Veranschaulichung und Grundlage eines finanzmathe-
matischen Problems, sodass auch hier auf den Ergebnissen im Hinblick auf zeitste-
tige Modelle aufgebaut werden kann.
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