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1 Einleitung

Statistik ist die Wissenschaft, die sich mit der Analyse quantitativer Merkmale von grofien
Grundgesamtheiten befasst. In Lexika findet man, dass der Begriff “Statistik” aus dem
Lateinischen und Italienischen stammt und dass dort “statisticum” “den Staat betreffend”
bedeutet und dass ein “Statistica” ein Politiker oder ein Staatsmann ist.

Die quantitativen Merkmale der Grundgesamtheit oder Population nennt man Daten. Es
gibt verschiedene Aspekte der Datenanalyse, beispielsweise:

1. Die optimale Présentation der Daten; hierbei muss ein Mittelweg zwischen den Ex-
tremen der vollstdndigen Erhaltung der Information (wie sie etwa die Urliste bietet)
und zu grofler Vereinfachung, im Extremfall der Zusammenfassung aller Daten in
eine Gruppe, gefunden werden. Dies ist die beschreibende oder deskriptive Statistik.

2. Die Untersuchung der Datenqualitdt. Dieses Gebiet iiberlappt mit der deskriptiven
Statistik und auch mit nicht-mathematischen Disziplinen. Schlechte Daten konnen
beispielsweise durch Messfehler, Schreibfehler, Ubertragungsfehler, aber auch durch
eine fehlerhafte Versuchskonzeption entstehen. Bekannt sind beispielsweise
Untersuchungen iiber das Sexualverhalten (siche z. B.
http://www.durex.com/de/gss2005result.pdf). Die Frage nach der Anzahl verschie-
dener Sexualpartner im Leben ergab, dass Frauen durchschnittlich sieben verschie-
dene Sexualpartner in ihrem Leben haben, wiahrend es bei Madnnern zehn sind. Geht
man von ungefahr 50 % Méannern und 50 % Frauen in einer Population aus, so fragt
man sich, wie dies moglich ist.

3. Die explorative Datenanalyse ist ebenfalls mit der deskriptiven Statistik verwandt.
Der Anspruch ist hier, mithilfe verschiedener, auch computergestiitzter Verfahren
aus einem vorhandenen Datensatz Hypothesen iiber diese Daten bzw. das dahinter-
stehende Modell zu entwickeln.

4. Die schlieBende oder induktive Statistik geht von einem wahrscheinlichkeitstheoreti-
schen Modell aus, von dem die Daten stammen, das jedoch nicht vollstdndig bekannt
ist. Die induktive Statistik versucht, mithilfe von Schétz- und Testverfahren Aussa-
gen iiber das Modell zu treffen. Die induktive Statistik ist auch als die mathematische
Statistik bekannt.

Die mathematische Statistik ist gewissermafien invers zur Wahrscheinlichkeitstheorie.
Wahrend wir in letzterer ein Modell gegeben haben und Vorhersagen iiber das Verhal-
ten einer Stichprobe, d. h. einer Familie X, ..., X, von i.i.d. Zufallsvariablen, die gemé&f}
dieses Modells gezogen werden, treffen wollen, ist die Situation in der Statistik gerade
umgekehrt: Hier ist eine Stichprobe, d. h. in der Regel eine Realisierung von i.i.d. Zufalls-
variablen, gegeben, und wir wollen auf das zugrunde liegende Modell schliefen.

Inhaltlich zerfallt die mathematische Statistik in zwei Gebiete, die parametrische Statistik
und die nicht-parametrische Statistik. In der parametrischen Statistik lésst sich das Modell
mithilfe eines endlich-dimensionalen Parameters beschreiben, man denke beispielsweise



daran, dass die Daten von einer Poisson-Verteilung zum Parameter A > 0 stammen (dies
ist dann der Modellparameter) oder aber an eine Stichprobe, die aus einer N(u,o?)-
Verteilung gezogen wird, wobei p und o2 unbekannt sind.

In der nicht-parametrischen Statistik léasst sich die Datenquelle nicht durch einen endlich-
dimensionalen Parameter beschreiben. Man denke zum Beispiel an Situationen, in denen
man keine Annahmen {iber die der Stichprobe zugrunde liegende Verteilung machen kann.
Dariiber hinaus gibt es noch die sogenannte “semiparametrische” Statistik, auf die hier
aber nicht ndher eingegangen werden soll.

Offensichtlich ist die nicht-parametrische Statistik weitaus komplexer als die parametri-
sche, daher beginnen wir mit der letzteren. Zunéchst aber wollen wir einige Beispiele
kennen lernen, die uns davon iiberzeugen sollen, dass es sich bei statistischen Fragestel-
lungen um Alltags-relevante Probleme handelt.

Beispiel 1.1 Zur Behandlung einer Krankheit wird eine neue Therapie, sagen wir T'1,
entwickelt. Bei einer Behandlung von 20 Patienten mit T'1 zeigen 17 einen Erfolg, 3 einen
Misserfolg. Die klassische Therapie, T2, hat etwa 70 % Heilungschancen.

Frage: Ist T'1 besser als T2?

Diese Frage ldsst sich zundchst so modellieren: Fir die n = 20 Patienten fithren wir
Zufallsvariablen Xy, ..., X, ein, die die Werte 1 (fir einen Behandlungserfolg) und 0
(fiir einen Misserfolg) annehmen kionnen. Wir nehmen an, dass die (X;) i.i.d. sind und

gilt.

Das Schatzproblem besteht nun darin, ¥ aufgrund unserer Beobachtung zu schétzen, d. h.
das Testproblem beschéftigt sich mit der Frage, ob wir aufgrund unserer Beobachtung
verldsslich sagen konnen, dass die neue Behandlungsmethode besser ist als die alte, dass
also ¥ > 0.7 ist. SchlieBllich gibt es noch eine dritte Fragestellung, die sogenannte Be-
reichsschatzung von 9. Sie besteht darin, bei bekannter Stichprobe z einen moglichst
kleinen Bereich C'(x) C [0, 1] anzugeben, in dem sich ¥ mit grofiler Wahrscheinlichkeit
befindet. Hier ist zu betonen, dass die Wahrscheinlichkeit von der zufélligen Beobachtung
herriithrt. Fiir jedes feste Intervall C' ist natiirlich entweder ¥ € C' oder ¥ ¢ C.

Beispiel 1.2 Bei der Positionsbestimmung per GPS wird die Position im Raum durch
Entfernungsbestimmung zu drei Punkten im Raum berechnet. Das konkrete Vorgehen sieht
dabei so aus, dass man als diese drei Raumpunkte Satelliten verwendet. Ungefihr 30 Sa-
telliten umkreisen dabei die Erde in ca. 20.000 km Héhe und senden sekiindlich Signale
zur Erde, die die Zeit des gesendeten Signals und die Position des Satelliten beinhal-
ten. Hierbei kann es durch verschiedene Umstinde zu Messfehlern kommen, etwa durch
Verdnderungen in der Ionosphdre oder durch Uhrenfehler beim Empfinger. Man versucht,
diese Fehler auszugleichen, indem man die Signale von mehr als drei Empfingern verwer-
tet und dann mithilfe statistischer Methoden die Position des Empfingers schdtzt.



Beispiel 1.3 Der Zellstoffwechsel wird durch Proteine gesteuert. Bei DNA-Microarrays
wird statt der Proteinaktivitdt, die schwer zu messen ist, die Aktivitdt von Genen simul-
tan fir 3.000 — 20.000 Gene gemessen. Fine Messung liefert daher einen Datenvektor
von der Ldinge 3.000 — 20.000. Ausgehend von solchen Messungen sollen dann z. B. bei
Tumorzellen Vorhersagen gemacht werden bzgl.

o Anspruch auf Therapien

o Uberlebenswahrscheinlichkeit eines Patienten

etc. Dabei kennt man das Verhalten erkrankter Zellen von anderen Patienten ebenso wie
das Verhalten gesunder Zellen.



2 Schiatzmethoden

Wir werden in der Folge immer davon ausgehen, dass wir eine Stichprobe Xi,..., X, ge-
geben haben. Diese Stichprobe bestehe aus i.i.d. Zufallsvariablen auf einem Raum (X', F),
die wir uns in diesem Kapitel geméaf einer Verteilung Py realisiert vorstellen. ¥ ist dabei
ein Element aus einem R?, d > 1. Wir nehmen an, dass die Familie der (Py)gcgs dominiert
wird durch ein Maf} v. Die zugehotrigen Dichten bezeichnen wir mit fy, also

dPy
aw
Beispiel 2.1  a) Die Xy,...,X,, seien i.i.d. Poisson-verteilt zum Parameter 9 > 0,

also (Py)yso = Poi(V)g=o. Hier ist also v das Zihlmaf auf NU {0} und

k
fﬁ(k’) = F6_0, k e NQ.

b) Die Xi,...,X, seien i.i.d. N(u,c?)-verteilt mit p € R und o > 0. Also ist hier
Y = (p,0?) mit p € R und 0 > 0 und

(Pﬁ)ﬁeRxR+ = (/\f(,u, 02))MER,UGR+-

Das dominierende Maf v ist in diesem Fall das Lebesguemaff X\ und

Wir wollen nun verschiedene Schétzmethoden kennenlernen, also Methoden, um einen
Schitzer fiir das unbekannte 9 € R? zu finden. Dabei hilft es sicher zunéchst zu wissen,
was denn ein Schétzer ist.

Definition 2.2 FEs sei X,..., X, eine Stichprobe, die gemdfs einer Verteilung (Py)ycra
gezogen wird. Ein Schdtzer fiir 9 ist eine Abbildung

T:R" — R?
(1, xp) = T(xq1,...,2,)

die messbar von X1, ..., X, abhingt. Analog ist ein Schdtzer fiir eine Funktion

v:RY — R™

7 = (D)
eine Funktion
g:R"— R™,

die messbar von Xy, ..., X, abhdingt.



Die Definition eines Schétzers verlangt zunédchst einmal nun verniinftigerweise nur, dass
man nicht mehr Informationen verwenden darf als man tatséchlich zur Verfiigung hat. Sie
sagt aber nicht, wie man an einen guten Schéitzer kommt und ob der erhaltene Schétzer
in einem noch zu spezifizierenden Sinne bestmdoglich ist. Damit wollen wir uns in diesem
und den folgenden Kapitel befassen.

Zunachst wollen wir drei verschiedene Verfahren kennen lernen, um iiberhaupt “verniinf-
tige” Schétzer zu konstruieren.

2.1 Der Maximum-Likelihood-Schatzer

Die Maximum-Likelihood-Methode kennen wir schon aus dem Statistikteil der Stochas-
tikvorlesung. Thre Idee besteht in der Interpretation der Dichte fy(x) einer Beobachtung
als Wahrscheinlichkeit. Diese Interpretation stammt aus der Situation, in der v tatséchlich
das Zahlmaf ist und fy(x) dann zwangsldufig die Wahrscheinlichkeit.

Die Idee der Maximum-Likelihood-Methode ist es, den Parameter 1 so zu schéitzen, dass
eine gegebene Beobachtung X; = z1, ..., X,, = x,, maximale Wahrscheinlichkeit hat. Dies
ist daher plausibel, weil die Interpretation von Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit ja
gerade aussagt, dass wahrscheinliche Ergebnisse haufiger auftreten als unwahrscheinliche.

Definition 2.3 Seien Xy,..., X, i.i.d. Zufallsvariablen, die gemdf einer Verteilung Py
aus einer Familie von Verteilungen (Py)ycocre gezogen werden. Die Likelihoodfunktion
ist dann

Ly (0) = Liay,..a) (0) := fo(1) - - fo(n)-

Hierbei ist v ein dominierendes Maf fiir (Py)y,

dPy

fﬁ:E

und x = (x1,...,2,) eine Realisierung der X, ..., X,. Die logarithmische Likelihoodfunk-
tion oder log-Likelihoodfunktion ist

£,(0) = log L,(9).

Definition 2.4 In der Situation von Definition 2.3 ist der Mazimum-Likelihood-Schdtzer
fiir 9 jedes 9 mit

~

Y = arg max L,(9).
Wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion ist dies das gleiche wie
0 = arg max L. ().

~

FEin Schitzer heifft Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir v(19), falls er v(¥) ist.



Beispiel 2.5  a) Es seien die X;,..., X, i.i.d. Poi(\)-verteilt mit A > 0. In Beispiel

b)

2.1 haben wir festgestellt, dass in dieser Situation die f\ gegeben sind durch

AN
fA(x) - ZI}" €
Somit ist -
L% Az @i
L,(\) = e = e ™
() 211 ;! ! oxy,!
und somit

L.(N\) = le log A — nA — Z log x;!
i=1 i=1

Um das Mazimum zu bestimmen, leiten wir L,(\) ab:
iﬁ (\) = ix-/)\—n
T i=1 Z .

Dies st gleich 0 genau dann, wenn

A= \:= 721:1 )
n
Dies ist — wie man leicht nachrechnet — auch ein Mazimum. Dieser Schdtzer ist
auch verniinftig, wenn man bedenkt, dass A\ auch der Erwartungswert der Poi())-

Verteilung ist. Tatsdchlich gibt es ein kleines Problem, wenn A = 0 ist, denn dies ist
als Parameter nicht zugelassen. Wir erweitern daher das Modell durch

]P)() = 50.

Schon in der Stochastik haben wir gesehen, dass fiir den Fall, dass die X4,...,X,
i.i.d. Ber(p), p € (0,1) sind, der Maximum-Likelihood-Schdtzer durch

NN
p= n Z i
i=1
gegeben ist.

Nun seien die Xy, ..., X, i.i.d. N(u,0?)-verteilt. Es ist also v =N\ und

1oz—py2
f 02\T) = 6_5( )
w0 = s
Es ist also 1 »
Lo(p, 02) = (2m0?) 52 Zima (%)
und )
— n 2 1 Ti — Wo
L.(p,0)= —510g27ra _52( g a

Wir unterscheiden drei Fille:



(i) p unbekannt, o > 0 bekannt. Dann ist

d i —
L o) = il

du : o?

(111) (p,0) unbekannt. Nun ist grad(L,(u, o)) gefragt, dies berechnet sich wie oben

als
Do
i=1 o2 )

_g + Z (xia_gﬂ)2

grad La(j1, o) = (

Dies ist gleich Null fiir

Natiirlich ist selbst bei einem verniinftig klingenden Schétzprinzip die Qualitét des Schétzers
weitestgehend unklar. Wir wollen die Qualitét eines Schétzers zunédchst in zwei Kriterien
ausdriicken.

Definition 2.6 Ein Schdatzer g fir v(0) heifst erwartungstreu fiir v(49), falls fir alle v € ©
qgilt

Beispiel 2.7 Die Schdtzer 5\,}5 und i aus Beispiel 2.5 a) — ¢) sind erwartungstreu, da
sie jeweils der Erwartungswert der Zufallsvariablen sind, aus denen sie gebildet werden.
All diese Variablen haben die Struktur

1 n
n 2 X

und in Situation a) ist EX; = X, in b) EX; = p und in c¢) EX; = u. Der Schitzer 6° =
LS (Xi — p)? in Beispiel 2.5 ¢)(ii) ist erwartungstreu, denn aus der Stochastik wissen

7



wir, dass eine Summe von n Quadraten unabhdingiger N (0, 1)-verteilter Zufallsgrifen
X2 -verteilt ist. Daher ist

E6* = E—) (X;—j)
n <
=1
= EU_2 3 <Xi_ﬂ)2
n o
=1
2
= U—-n:g2’
n

i=1

aus Beispiel 2.5, ¢) (iii) ist hingegen nicht erwartungstreu. In der Tat gilt einerseits
1
EA2+A2 - |(= XZ_A2+A2
(6% +i%) (~ > X7+ i)

1 n
= - ) EX;
n =1
= V(X?)+ (EX;)* = o® + 12

und andererseits

E(6* + ) = E(6%) +E(2%)
= E(6%) + V(i) + (E(1))”
= E(6°%) + % + p?

Bei der zweiten Rechnung haben wir benutzt, dass i erwartungstreu fir p ist und dass die
Varianz von fi sich als

2

V(ﬂ)=V<liXi> _ 1 -nV(Xl):%

n2

berechnen ldsst. Somit ist

Ein zweites Giitekriterium, das im Laufe dieser Vorlesung eine weniger wichtige Rolle
spielen wird, da wir uns kaum mit asymptotischen Fragestellungen befassen werden, rich-
tet sich an eine ganze Schétzerfolge. In der Tat haben wir ja in den Beispielen fiir jedes n
eine (einheitliche) Vorschrift, wie die Schétzer A= A, P = Pn, etc. zu konstruieren sind.
Konvergieren diese Schéitzer nun fiir n — oo gegen ihren Schéatzwert, so wollen wir sie
konsistent nennen.



Definition 2.8 FEs sei g, (X) ein Schitzer fir () basierend auf einem Stichprobenum-
fang n. Gilt
Py (|gn(X) =7(J)] > 6) — 0

fiir n — oo und alle § > 0, so heifit die Folge (g,(z))nen konsistent.

Beispiel 2.9 Alle Schdtzer aus Beispiel 2.5 sind konsistent. Fiir S\n, Dn und fi, folgt
dies unmittelbar aus dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen. Fiir 6,, und 62 nutzt man
aus, dass man ihre Verteilung im wesentlichen kennt. So ist z. B. die Varianz einer x2-
Verteilung 2n und daher kann man jedes 6 > 0 folgendermafSen abschdtzen:

>6>
2 n L 2

:P(U— (X’ M) —02>(5>
nizl g

n

1
P(62 — 0? > ) = P(; (X — p)? — o

i=1

0P~ (X, — 2
< V|— ’ 52
- <n;( o ) /
o'2n 20"

n? 62 no?’

was fiir n — oo gegen 0 geht.

2.2 Der Momentenschatzer

Ein weiteres Konzept, um Schétzer zu konzentrieren, setzt beim Begriff der “Erwartungs-
treue” an. Die Grundiiberlegung hierbei ist die, dass viele Verteilungen schon durch ihre
Momente bestimmt sind. Weifl man z. B., dass die Zufallsvariable X die Momente

EX? T =0 fiir alle n
und  EX? = (2n—1)(2n —3)---10®" fiiralle n

hat, so ist schon bekannt, dass sie N(0, 0?)-verteilt ist. Eine Moglichkeit, den Zentralen
Grenzwertsatz zu beweisen, besteht daher auch darin zu zeigen, dass alle Momente von
\/#—Xl >or(X; —EX;) gegen die Momente der Standard-Normalverteilung konvergieren.
Es liegt also nahe, die Parameter einer Verteilung dadurch zu schéitzen, dass man ihre
Momente schiitzt. Nun ist aber ein erwartungstreuer Schitzer fiir das k-te Moment EX*
auf Basis einer i.i.d. Stichprobe Xj,..., X, (die identisch verteilt sind zu X)

My = % Zn:Xf.
=1

Setzt man nun fiir ein Modell mit unbekanntem Parameter 9 € R¢

~

M1 - EﬂXl (21)

~

Md = EﬁXfla



so erhélt man d Gleichungen in den d unbekannten ¥, ..., J (wobei wir ¢ = (91, ...,7,)
schreiben). Wenn sich diese Gleichungen lésen lassen, so erhélt man einen Schétzer.

Definition 2.10 Haben die Gleichungen 2.1 eine Losung in (9), so nennt man die Lisung
den Momentenschater fiir .

Bemerkung 2.11 Ein eindeutiger Nachteil der Methode besteht darin, dass die Glei-
chungen keine Losung haben miissen.

Beispiel 2.12  a) Seien wieder X, ..., X, i.i.d. Poisson-verteilt zum Parameter A\ >
0. Da A eindimensional ist, geniigt es, das erste Moment zu betrachten:

M, =E\ X =\,

also
] — .
A== X, =\

Der Momentenschdtzer ist also gleich dem Mazimum-Likelihood-Schdtzer.

b) Sind die X1,...,X, i.i.d. Ber(p)-verteilt, sieht man auf gleiche Weise, dass der
Momentenschdtzer wieder p ist.

c) Sind X1,..., X, i.i.d. N'(u,o?)-verteilt und beide Parameter unbekannt, so ist 9 =
(i, 0%) zwei-dimensional. Wir miissen also die beiden Gleichungen

%i){i:u und %ZXE = EX7
i=1

losen. Da

EX? = V(X)) + (EX;)?

ist, ldsst sich dieses Gleichungssystem losen:
1 n
Ly
n -
=1

5 = %zn:Xf — 2= %Z(X,- — Q)2
i=1

i=1

>
I

Somit stimmen auch in diesem Fall der Maximum-Likelihood-Schditzer und der Mo-
menten-Schdtzer tiberein.
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2.3 Bayes-Schitzer

In den vorherigen Abschnitten haben wir die Konstruktion von Schétzern in Situationen
besprochen, bei denen wir als Statistiker keine Vorahnungen und keine Préferenzen fiir
irgendwelche Werte von ¢, des wahren Parameters, haben. Dies ist oftmals eine realisti-
sche Einschétzung. In anderen Situationen hingegen haben wir z. B. aus vorhergehenden
Experimenten oder gesundem Menschenverstand sehr wohl eine Préferenz fiir gewisse 9J-
Werte. Sollen wir beispielsweise die Hohe des Eiffelturms aus verschiedenen Messungen
(beispielsweise des Blickwinkels bei gewissem Abstand) schétzen, so scheint uns, selbst
wenn wir die Messungen nicht personlich durchgefiihrt haben, das Resultat 1,50 m ebenso
unplausibel wie 3 500 m. Diesen Uberlegungen trigt der Bayes-Schitzer Rechnung. Hierzu
definieren wir zunéchst

Definition 2.13 Die Verlustfunktion einer Schitzung T eines Parameters 9 ist eine Funk-
tion

L:@x@ﬁRaﬁ

Hierbei ist © C RY der zugrunde liegende Parameterraum.

Beispiel 2.14 FEine hdufige Verlustfunktion bei eindimensionalen Parametern, d. h. © C
R, ist die quadratische Verlustfunktion, d. h. man wdhlt

LU, T(x)) = |0 — T(x)|

Wie im Beispiel 2.14 schon angedeutet, héngt ein Schéitzer T' verniinftigerweise von einer
Beobachtung x ab. Somit bekommen wir fiir jede Beobachtung = = (z1,...,z,) € A"
einen eigenen Wert der Verlustfunktion. Dieser kann fiir einige Beobachtungen grof3 sein,
fiir andere klein. Um den Wert eines Schéitzers zu ermitteln, miissen wir den Verlust iiber
alle x € X™ mischen. Dabei sollte das gewichtete Maf} fiir eine Beobachtung x € A"
gerade die Wahrscheinlichkeit Py(x) sein, mit der sie unter dem wahren ¢ auftritt. Wir
definieren daher

Definition 2.15 Das Risiko R(V,T) eines Schitzers T' fir den Parameter ¥ ist der mitt-
lere Verlust L

R(0,T) = Ey[L(0, T(X))] = / L9, T(x))dPy(x).

Analog definiert man den Verlust eines Schitzers g(z) fir ~(¢).

Ein guter Schétzer beziiglich der Verlustfunktion L wird also ein solcher Schéitzer sein, der
ein kleines Risiko aufweist. Somit kénnten wir einen besten Schétzer sofort ausrechnen,
wenn wir nur 9 kennten (und in diesem Fall wére auch recht klar, was wir als Schétzer neh-
men sollten). Der Bayes-Schéitzer hilft uns nun aus diesem Teufelskreis, indem er mittels
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung Gewichte fiir verschiedene Werte von ¢ einfiihrt.

11



Definition 2.16 Sei a eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ©. Dann heifst

r(a,T)z/@R(z?,T)a(dz?)

das Bayesrisiko des Schitzers T bzgl. o und des Risikos R (bzw. der Verlustfunktion L ).
T heifst Bayes-Schatzer von 9 bzgl. o (und L), falls fiir alle Schétzer T' von 9 gilt

r(a,T) <r(a,T).

Diese unschuldig aussehende Definition hat aufgrund ihrer Interpretation durch manche
Statistiker (die sogenannten Baysianer) fiir einigen Ziindstoff in der Statistik gesorgt. Wir
wollen dies kurz vorstellen. Das Bayesrisiko ist ja als Doppelintegral

r(a,T) = /@ /X L, T(x))Py(da)a(d?)

interpretierbar als Erwartungswert des Verlustes L, wenn sowohl ¢ als auch x zufillig
gewéhlt sind und zwar mit gemeinsamer Verteilung Py(dz)a(dd). « ist dann also die
Randverteilung von 9 und Py(dz) gewissermaBen die bedingte Verteilung von X gegeben
9. Man kann sich das ganze also als ein zweistufiges Experiment vorstellen, bei dem man
zuerst ¥ gemdfl o “zieht” und dann x gemif Py(dx). Daher heifit o auch die a priori-
Verteilung.

Nun lésst sich die Sache gewissermafien umkehren: Wenn wir x gezogen haben, so veréndert
diese Information eventuell unsere Informationen iiber av. Wenn wir annehmen, dass

Py(dz) = fo(zx)p(dz)
fiir eine Dichtefunktion fy(-) gilt, so folgt mit dem Satz von Bayes:

a(dv]z) = L2 B)ed) (2.2)

B f@ fﬁ’(x)a(dﬁ,) .

a(-|z) heifit auch a-posteriori-Verteilung. Sie ist offenbar proportional zum Produkt aus
der a-priori-Verteilung a(dv) und der Likelihood-Funktion fy(x) fir 9 bei Beobachtung
x. Nennen wir die Randverteilung von X in diesem zweistufigen Experiment @, so gilt

Qdz) = / Py (dz)o(d),

haben die Verteilungen Py Dichten bzgl. eines Mafles p, so auch @) und der Nenner in 2.2
ist gerade die Dichte von Q.

Das Umstrittene an dieser Interpretation von ¢ als Zufallsvariable ist die theoretische
Option, dass diese Zufallsvariable in einer Reihe von Experimenten verschiedene Werte
annimmt. Zum einen sind verschiedene Experimente nun prinzipiell nur einmal durchfiihr-
bar, in anderen Féllen ist nicht vorstellbar, dass 1 verschiedene Werte annimmt: Misst
man die Hohe des Eiffelturms, so ist das unbekannte 99 eben diese Hohe. Und selbst,
wenn wir sie nicht kennen, so ist sie fix und es ist nicht denkbar, dass der Eiffelturm bei
verschiedenen Messungen seine Hohe jedesmal neu “auswiirfelt”.
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Die Interpretation der a-posteriori-Verteilung und a-priori-Verteilung wird aber sinnvoll,
wenn wir «v als ein Ma$ fiir unsere subjektive (Un-) Kenntnis auffassen. Wenn bei der Mes-
sung der Hohe des Eiffelturms o dem Intervall [280,320] eine Wahrscheinlichkeit von 0,95
zumisst, so bedeutet dies eben, dass wir mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit annehmen,
dass der Eiffelturm zwischen 280 und 320 Metern hoch ist. Die a-posteriori-Verteilung
beschreibt dann unser Maf} fiir die Lage von ¢, nachdem wir eine Beobachtung = gemacht
haben.

Aufler dieser (mehr philosophischen) Diskussion um die Bedeutung von «(-) und a(-|x)
gibt es aber auch eine praktische Anwendung der a-posteriori-Verteilung: Sie erlaubt das
Auffinden des Bayes-Schétzers durch punktweises Minimieren.

Um dies mathematisch analysieren zu konnen, benétigen wir eine Nachhilfestunde in
Wahrscheinlichkeitstheorie. In den Vorlesungen dariiber haben wir schon die bedingte
Erwartung kennen gelernt und ein wenig mit dem Begriff der bedingten Dichte gearbeitet.
Wir wollen nun fiir zwei Zufallsvariable

X:Q—-R"Y:Q—-R"

die bedingte Verteilung von X gegeben Y = y berechnen. Wir nehmen zuerst an, dass
(X,Y) eine gemeinsame Dichte fxy bzgl. des Lebesguemafies W™ auf R™*™ hat. Dann
hat als Konsequenz aus dem Satz von Fubini auch Y eine Lebesguedichte, ndmlich

fr(y) = . fxy(z,y)dN"(z).

Man definiert die bedingte Dichte von X gegeben Y = y als

Py, = fxy(z.y)
e fr(y)

Der Sinn des ganzen erschliefit sich, wenn man die Dichte als stetig annimmt und die
bedingte Verteilung von X gegeben {|Y — y| < §} berechnet und dann ¢ gegen 0 streben
lasst. In diesem Fall ist dann

1

E[XIY:y]:fy—(y)

/ fxy (2, y) A (dz) PY-s.

Dies ergibt

E[X|Y] = % / v fxy (2, Y)W (dz) P-Es.

Diese beiden Formeln kennen wir schon aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Beispiel 2.17 (X,Y) besitze eine 2-dimensionale Normalverteilung mit Dichte

V1—p? 22 — 2pxy + 32
flz,y) = “5——5—exp <_ .

2mo? 202

Somit ist E();) = 0 und die Kovarianzmatriz hat die Gestalt

1 o po?
1_p2 ( p0.2 p0.2 )7 pe(_lvl)a U2>0'
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Damit erhdlt man:

S 52 2 2 00 o py)?
frly) = L/’ fleyyde = Y17 o (—iiﬁl——fll)t/: o 4

oo 2mo? 202
/1 — p2 2 1— 2
= 5 2p exp( y(22'0))v27m2
o o
1— p2 _yz(lfpz)
= 27T0.2 [ 20
Dies ist die Dichte einer N (0, 1{12)-Verteilung. Also berechnet sich E[X|Y = y] als
BXIY =3 = s | et e = gy
210? J oo .

Daher ist auch
E[X|Y] =pY P-fs.

Wir nutzen die Gelegenheit, um auch die bedingte Verteilung zu definieren.

Definition 2.18 Sind (€2, A), (¥, A’) messbare Riume, so ist eine Funktion
K:Qx A —[0,00]

ein Kern, falls gilt:

o K(w,-) ist ein Maf$ auf (', A") (fir alle w € Q);
o K(-,A") ist A-messbar fir alle A’ € A'.

Gilt K(w,$Y) =1 fir alle w € §2, so heifst K stochastisch oder Markovsch.

Definition 2.19 Ses
X :(Q,A4P) — (2 A)

eine Zufallsvariable und F C A eine o-Algebra. Regulare bedingte Verteilung von X gege-
ben F heifst dann jeder stochastische Kern

PX . (Q, A — [0, 1]

derart, dass
w — PXF (W, A

fiir jedes A" € A" eine Version von P(X € A'|F) ist. d. h. fir alle A’ € A', C € F gilt
/PMQ%AQ:PQXeAqmcy
c

Wird F von einer Zufallsvariablen Y erzeugt, d. h. gilt F = o(Y'), so schreiben wir auch
PXIY und nennen den Kern regulire bedingte Verteilung von X gegeben Y.
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Kann man

P (w, A) = K(-,A") - Y (w)

fiir einen stochastischen Kern

K: (A —[0,1]
von (2", A”) nach (€, A’) schreiben, so definieren wir
PXY (w, A') = K(Y (w), A)
fir alle w € Q und A’ € A'. Wir setzen dann
PYY = K(y, )

und nennen dies die regulare bedingte Verteilung von X gegeben Y = y.

Fakt 2.20 (nicht-trivial)

Die reguldren bedingten Verteilungen von X gegeben Y und X gegeben Y = y existieren in
vielen Fallen, insbesondere in allen, in denen wir sie benutzen werden. Fir Details kann
man fast alle Biicher tiber Wahrscheinlichkeitstheorie konsultieren.

Obschon die reguldre bedingte Verteilung und Dichte bislang noch wenig vertraut sind,
gelten viele der {iblichen Formeln, z. B. eine Version der Bayesschen Regel:

fxiy= y( )y (y)
ffXIY y fY( )

(wie man durch Nachrechnen verifiziert) und eine Form des Satzes von Fubini. Fiir inte-
grierbares h gilt ndmlich

[ [ #ta e rin ay) = [ [ nia iy o)

Ist nun 7 eine Zufallsvariable, die Werte aus © mit der Verteilung o annimmt, so berechnet
man mit dieser Formel fiir einen Schétzer T" von ¢

rla,T) = /@ /X L(9, T(2)) Py (d)a(dd)
_ / / L9, T ()P0 (d) P (d9)

)
-

Damit folgt auch der folgende Satz:

fY[X =) =

)PTIX=2(49)PX (da)

(9, T (x
[L(7, T(@))|X = 2P (da).

Satz 2.21 Falls fir alle x € X
T(x) = argmin E[L(T,a)| X = 2]

existiert, dann ist T ein Bayesschdtzer fir ¥ bzgl. o und L.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir jeden Schitzer T’
E[L(T, T(X))|X = 2] <E[L(1,T"(X))|X = z].

Nun ist aber
r(a,T)=EE[L(r,T(X))| X]

die Behauptung. O

Korollar 2.22 st die Verlustfunktion quadratisch, d. h. ist © C R und
L(¥,a) = (¥ — a)?,

S0 ist
T(x) =E[r|X = z]

der Bayesschitzer fiir 9. Fbenso ist
E[y(T)|X = ]

der Bayesschdtzer fiir ~(1).

Beweis: Aufgrund von Satz 2.21 gewinnt man den Bayesschétzer durch minimieren von
a— E[(t —a)?|X = 2].
Dies ist aber (nach dem, was wir aus der Wahrscheinlichkeitstheorie wissen) gerade

E[r|X = a].

Beispiel 2.23 (Bernoulli- Verteilung)
Es seien X = (Xyq,...,X,) und die X; seien i.i.d. Ber(p)-verteilt auf {0,1} mit unbe-
kanntem p € (0,1). Wir wihlen aufgrund der grofien Flezibilitit durch Wahl verschiede-

ner Parameter a,b € RY als a priori- Verteilung eine (3(a, b)- Verteilung. Thre \-Dichte ist

durch
[(a+0b)

I'(a)T'(b)
Fiir a =b =1 erhdlt man die Gleichverteilung auf (0,1). Ferner gilt

Gap(x) = x“_l(l — x)b_l]l(071)(:c).

EB(a,b) = a i b
und ;
V(B(a,b)) = .

(a+b)*(a+b+1)
(Dies ist eine Ubung.)
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Um den Bayesschitzer bzgl. der [(a,b)-Verteilung bei quadratischer Verlustfunktion zu
berechnen, miissen wir zundchst die a-posteriori- Verteilung PTX=* berechnen. Hierfiir sei
x € {0,1}" und 7 ~ [(a,b)-verteilt, a,b > 0 seien fest. Nun ist die Verteilung von x
beziiglich des Zdihlmafes auf {0,1}" absolut stetig und die Dichte ist

fo(z) =p°(1—p)" "

Hierbei ist p € (0,1) und wir haben s = > " x; gesetzt. Nach Anwendung der oben
zitierten Bayesschen Formel gilt

f7-|X::c(19) — C(CL, b, 8)19(1+8_1(1 . ﬁ)b+n_8_l]l(071)(’l9)
(wobei wir 9 = p setzen). Dies ist (als a-posteriori- Verteilung) wieder eine [3-Verteilung
zu den Parametern a + s und b+ n — s und daher ist

I'(a+b+n)
Fa+s)Tb+n—s)

C(a,b,s) =

Mithilfe von Korollar 2.22 erhalten wir somit als Bayesschdtzer 0 fiir ¥

d(z) = E[r|X = 2] = E8(a + 5,b+n — s) :%.

Schreiben wir noch T = >, so erhalten wir

5 () a+b a n n B
x) = z.
a+b+n)a+b a+b+n
Wir erhalten also als Bayesschitzer ein gewichtetes Mittel aus dem a-priori-Schitzer S
und dem ML-Schitzer . Fir n = 0 hat man nur den a-priori-Schdatzer, fir sehr grofle

Stichproben verschwindet dieser Anteil und es tberlebt nur der Maximum-Likelihood-
Schitzer.

Beispiel 2.24 FEs sei X = X eine Stichprobe aus einer Beobachtung. Diese sei Poi(\)-
verteilt, zu einem unbekannten Parameter A > 0. Wir wdhlen als a-priori- Verteilung o
die ' (y,n)-Verteilung. Diese hat die X\-Dichte

1
f%n(x) = T(7)

Man rechnet nach (dies ist wieder eine Ubung), dass fiir eine gemdf T'(vy, n)-verteilte ZV
Y gilt

N2 e (g 00 (7).

EY =1 und VY =,

Ui n
Man rechnet fir die a-posteriori-Verteilung o(A|x) nach, dass diese wieder eine Dichte
bzgl. X\ hat und zwar

N TlemmM e A\

2z)

wobei z(x) passend gewdhlt ist, um dies zu einer Wahrscheinlichkeitsdichte zu machen.
Also ist die a-posteriori- Verteilung wieder eine Gamma-Verteilung zu den Parametern

Y =~v+x und n' =n+1.
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Bei quadratischer Verlustfunktion ist der Bayesschdtzer daher

Y+x
T(x)=E[rIX =2| = .
(@) = Bfrlx =] = 15
Schreibt man dies als
rtz_y M 1

= +x ,
n+1 nn+1 n+1
so sieht man wieder, dass der Bayesschdtzer eine Kombination aus dem a-priori-Schdtzer
% und dem Mazimum-Likelihood-Schitzer x ist.

Eine abschliefende kurze Diskussion der Bayesmethode ergibt:

1. Der Vorteil des Bayes-Verfahrens ist seine explizite Form, sein Nachteil seine Abhéngig-
keit von der a-priori-Verteilung. Verschiedene a-priori-Verteilungen liefern in der
Regel verschiedene Bayesschétzer.

2. Auch wenn man der Ansicht der Bayesianer nicht folgt und 9 als Zufallsvariable
interpretiert, ldsst sich ein Bayesschétzer benutzen. Satz 2.21 und Korollar 2.22
sind dann einfach nette Tricks zur Bestimmung des Bayesschétzers.
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3 Punktschitzungen

Wir haben im zweiten Abschnitt verschiedene Verfahren besprochen, um unbekannte Pa-
rameter einer Verteilung zu schéitzen. Es ist klar, dass man fiir den Fall, dass diese ver-
schieden sind, die Qualitdt dieser Schétzer vergleichen mochte. Hierfiir haben wir schon
den Begriff des Risikos eingefiihrt. Dariiber hinaus wiirden wir natiirlich am liebsten den
“best-moglichen” Schétzer finden, in dem Sinne, dass fiir dieses T' gelte

R, T) < RW,T') fiiralle ¥ € © und alle Schiitzer T".

Das ist aber bei “verniinftigen” Verlustfunktionen L, die nur ein Minimum haben und das
bei a = 9 liegt (z. B.
L(0,a) = (¥ — a)?

oder L(Y¥,a) = |¢ — al), nicht moglich. In diesem Falle miisste ein optimaler Schétzer
besser sein als die konstanten Schitzer T} = 9 (dies ist fiir jedes ¥ ein Schétzer, der nicht
besonders clever aussieht, weil er die Informationen aus den Beobachtungen komplett
ignoriert). Nun ist aber

R(9,Ty) = 0.

Somit miisste auch ein bester Schéitzer fiir jedes 9 Risiko 0 haben. Das ist nur dann
moglich, wenn © einelementig ist, was fiir die Statistik eine wenig spannende Situation
darstellt.

Man beschrankt sich daher zumeist auf das Auffinden eines besten erwartungstreuen Schétzers,
also eines Schétzers T fiir ¢ mit

EyT'(X) =19 furalle 9€0,
so dass fiir alle erwartungstreuen Schitzer T” von ¢ und alle ¢ € © gilt
R, T) <R, T).

Wir wollen zwei Methoden kennenlernen, solche Schéitzer zu erhalten. Dazu miissen wir
zunéchst zwei neue Konzepte diskutieren.

3.1 Suffizienz

Wenn wir keine zeitlichen Abhéngigkeiten in unseren Daten vermuten koénnen (beispiels-
weise, wenn wir verschiedene Messungen zur Hohe des Eiffelturms oder zur Lichtgeschwin-
digkeit anstellen), ist die Reihenfolge unserer Daten offenbar irrelevant. Dies entspricht
der hiufigen Annahme (wir werden spater noch eine Situation kennenlernen, bei der dies
anders ist), dass die Daten i.i.d. Zufallsvariablen sind. Wenn aber die Reihenfolge irrele-
vant ist, so ist jede andere Reihenfolge der Daten genauso gut wie die unsere. Vielleicht
lassen sich die Daten ja sogar noch mehr reduzieren. Dabei ist klar, dass im Allgemeinen
Informationen verloren gehen, wenn wir die Beobachtungen mit einer nicht-umkehrbaren
Transformation

S X =Y
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transformieren (dabei wollen wir jede messbare Abbildung von X in ein ) Statistik nen-
nen). Es gibt jedoch Situationen, in denen S(X) ebenso viele Informationen enthélt wie
X. In diesem Fall wollen wir S suffizient nennen, d. h. informationserhaltend. Wir be-
ginnen mit der mathematischen Definition und Beispielen und diskutieren sie dann im
allgemeinen Rahmen.

Definition 3.1 Sei P = {P§,9 € O} eine Menge von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf (X, A) und
S X =Y

eine Statistik. S heifit suffizient fiir P, falls die bedingte Verteilung
PXIS=s = Py[X € |S(X) = 5]

nicht von 9 abhdngt.

Dahinter steckt die folgende Idee: Wenn S eine nicht-umkehrbare Abbildung ist, so konnen
wir nach Anwendung von S die Beobachtung x nicht mehr rekonstruieren. Wir kénnen
aber einen anderen Wert z* aus dem Urbild S™!(s) zufillig mit der Verteilung

Py[X € [S(X) = 5]

ziehen, da diese unabhingig von ¢ ist. Wenn wir z* verwenden statt x, dndert das die
Verteilung des Schétzers nicht.

Beispiel 3.2 Die Xi,..., X, seien i.i.d. Ber(p)-verteilt, wobei p € (0,1) unbekannt ist.
Wir wollen zeigen, dass
i=1

suffizient ist fir die Familie
P ={Q Ber(p), p € (0,1)}.
i=1
Nun gilt fir X = (Xy,...,X,)

X |S=s o
PYS=({a}) = 0,
falls "7 x; # s (und dies ist unabhingig von p). Falls aber S(x) = s ist, gilt
i=1

PX|S=S({x}): Pf({x}) _ p*(l —p)"s :i

Py(S=s) (Dp-p= (1)

was wiederum unabhdngig von p ist. S ist somit suffizient fir die Familie P.

Steigen wir noch einmal bei der Diskussion vor dem Beispiel 3.2 ein. Verwendet man
dort z* statt x, so ist die gewéhlte Aktion x* nicht nur von x abhéngig, sondern auch
von einem Zufallsgenerator, der z* aus der Menge {y : S(y) = s} aussucht. Wir haben
also eine randomisierte Entscheidung, einen randomisierten Schétzer T'(z*) (da dieser
typischerweise verschieden ist von T'(x)). Immerhin vergrofiern wir aber das Risiko nicht:
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Satz 3.3 Sei S eine suffiziente Statistik fir P = {Py,¥ € ©}. Dann ezistiert fiir jeden
Schitzer
T:X — 06

ein randomisierter Schitzer T basierend auf S(X), derart, dass T und T das gleiche Risiko
haben.

Beweis: Das haben wir in Worten oben bereits beschrieben. Setze

wobei z* auf S7!(s) zufillig gemil Py[X € :|S(X) = s] gezogen werde. Wegen der
Suffizienz von S bendtigen wir hierfiir die Kenntnis von 9 nicht. Dann gilt:

RO,T) = Ey[L(0,T(S(X)))]
— BB LW, T(X))|S(X) =
R(W,T),

wobei wir die Definition des Risikos, die bedingte Verteilung und die Glattungseigenschaft
der bedingten Erwartung benutzt haben. O

Sind Entscheidungsraum und Verlustfunktion konvex, erhédlt man sogar ein kleineres Risi-
ko, wenn man sich auf Schétzer beschréankt, die nur von der suffizienten Statistik abh&ngen.
Hierbei kommt man ohne Randomisieren aus, sondern mittelt einfach.

Satz 3.4 (Rao-Blackwell)
Es sei © C R konver und L(9,-) konvex fiir alle 9 € ©. Ferner sei S eine suffiziente
Statistik fiir {Py, v € O} und

T:X -0

ein Schdtzer mit
R0, T) < 400 und Ey(|T]) < +o0

fiir alle v € ©. Setze

T(s) = Eo[T(X)|S(X) = o],

Dann ist
R(W,T) < R(W,T)

fiir alle ¥ € ©. Ist L(¥,+) sogar strikt konvezx, so gilt sogar
RW,T) < R(V,T),
aufer wenn T =T Py-f.s. gilt.

Bemerkung 3.5 Wie vorher wird die Suffizienz hier wieder bendétigt, damit T nicht von
¥ abhdngt, also ein giiltiger Schdtzer ist.
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Beweis: Wegen der Jensenschen Ungleichung folgt
E[L(0, T(X))[S(X) = s] = L(Y, E[T(X)[S(X) = s]).

Bildet man nun auf beiden Seiten den Erwartungswert, so erhélt man links R(¢J,T) und
rechts R(¥,T). Ist L strinkt konvex, so ist die Ungleichung auch strikt, aufler es gilt

T(X) = E[T(X)|S(X)] P-ts.

Oftmals ist es ein wenig léstig, die bei der Suffizienz auftretenden bedingten Wahrschein-
lichkeiten zu berechnen. Ein handliches Kriterium fiir Suffizienz liefert der folgende Satz.

Satz 3.6 (Faktorisierungskriterium von Neyman)
Es sei {Py : ¥ € O} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen, die durch ein o-endliches
Maf pn dominiert sind. Es sei
dPy
i fo.
Fine Statistik

S (XA — (X A)

ist genau dann suffizient fir {Py : 9 € O}, wenn es A'-messbare bzw. A-messbare Funk-
tionen gy und h gibt, so dass

fo(x) = go(S(x))h(z)
gilt.

Beweis: Wir beweisen den diskreten Fall. Der allgemeine Fall folgt denselben Ideen, ist
aber technisch wesentlich aufwindiger (siehe z. B. Alsmeyer: “Mathematische Statistik”
oder Lehmann: “Testing statistical hypothesis”). Sei also X abzdhlbar und p das Zahlmaf.
Es gilt

PolX=2]  falls S(x) = s
Py[X =2|S = 5] = { MSZS] onst (@) :

Fiir die Hin-Richtung beachte man, dass die linke Seite aufgrund der Suffizienz von S
nicht von ¢ abhéngt. Setzen wir also

go(s) = Py[S(X)=1s] und
hz) = PX =z[S(X) = 4],

so erhalten wir

go(s) - h(z) = Py[S(X) = s]Py[X = 2[S(X) = 5]
Py[X =z, S(X) = s]
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Fiir die Riickrichtung geht man von

aus, was aus der Voraussetzung folgt. Dies ergibt

h(z)
Py[X = z|S(X) =] = ,
Zw’:S(w’)=S(w) h(z')
was offenbar von 1 unabhéngig ist. Also ist S suffizient. O

Beispiel 3.7 Seien Xi,..., X, i.i.d. gleichverteilt auf © = (0;9) und 9 sei unbekannt.
Die Familie der (Py)gco ist also gegeben durch

{Py: 9 € O} ={R"(0,9)),9 € R}
Wir kénnen ihre Dichten bzgl. des Lebesguemafles dann schreiben als

U7, falls max;—y _p(x;) <0
fﬁ(l’l,...,l’n)_{ .

0, sonst

Also ist nach dem Neyman-Kriterium

eine suffiziente Statistik fiir {Py : ¥ € RT}.

Beispiel 3.8 Seien X1,..., X, i.i.d. N(u,0?)-verteilt, also
{Py:9 € O} = {N"(1,0°) : p € R, 0% > 0}.

Wahlt man als dominierendes MafS das Lebesque-Maf W, so erhdlt man als gemeinsame

Dichte
1 )" ( R (xi—u)2>
L) w13
< 2702 2= o

1 " z— n (w5
_ ( — e—n%(%)ze— D
V L4TTO

1 " n ﬂ)2_(n_1) 52
= 2 5 e2" o 202 ,
V 4TTO

fuo2 (@1, ..., xp)

wobei wir

j:%ixl und szznilz(%—f)z

i=1 i=1
gesetzt haben. Somit ist die bekannte Statistik (T,s?) suffizient fiir die Familie der {Py,
v € 0},
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Eine ganze Familie neuer Beispiele gewinnen wir mit der néchsten Definition.

Definition 3.9 FEine Familie P = {Py : ¥ € ©} heifit k-parametrige Exponentialfamilie
in@Q=(Q,...,Q) und T = (Ty,...,Ty), wenn es ein P-dominierendes Maj pu gibt, so

dass
_dPy

fﬂ—w

sich schreiben lisst als

k
fo(x) = C(9) exp (Z Qi(ﬁ)Ti(fE)> h(z).

Hierbei sind die
QRi:0—-R i=1...k

und h : X — R sowie
T, : X - R

messbare Abbildungen. Wir sagen dariber hinaus, dass die Fxponentialfamilie vollen Rang
besitzt, falls 1,Qq, . .., Qk linear unabhdngig auf © sind und 1,711, ..., Ty linear unabhdingig
auf N€ fir jede Nullmenge N € A (A die o-Algebra auf X ) sind. Letzteres bedeutet

k
00+chTj =0 7P-fs.
j=1
= c=...=c¢,=0.

Beispiel 3.10 Wir sehen, dass bekannte Verteilungsfamilien Exponentialfamilien sind:

a) Die Familie {N (u,0?) : p € R, 0% > 0} ist eine 2-parametrige Exponentialfamilie,
denn die M\-Dichte ist

fron(2) 1 1 (z—pu\> 1.2 —x? LA
2(x) = exp | —= = e 22exp| — + =z | .
o V2mo? P 2 o V2mwo? P 202 o2

Setzen wir k = 2, C(u,0?) ir ¢ 207

2y _ M
Q2(:u7 g ) - ﬁ
Tl(l') = LU2, TQ(SL’) =T,
so erhdlt man die gewiinschte Form.

b) Die Familie der B(n, p)-Verteilungen ist fiir festes n eine einparametrige Exponenti-
alfamilie beziiglich des Zihlmafes p auf {0,...,n}. In der Tat gilt ja fir die Dichte

o)
i) = (D) —pr = =gy (et

T
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Wir wdhlen also
C(p)
Qi(p) = log
Tl(l’>

(x)

und h(x

und sehen, dass wir in der Tat die Struktur einer Exponentialfamilie erhalten.

Wir sehen nun, dass in einer k-parametrigen Exponentialfamilie T' = (77, . . ., T}) suffizient
ist.

Korollar 3.11 Es sei {Py, v € ©} eine k-parametrige Exponentialfamilie in Q = (Q1, . . ., Qk)
und T = (T1,...,Ty). Dann ist T suffizient fir {Py,J € ©}.

Beweis: Da {Py : J € O} eine Exponentialfamilie ist, gibt es ein Maf} u, so dass p-f.s.

gilt
dPy
2 = CW) o <Z Qi(V ) h(z)
(fiir messbare Funktionen Q);,T;,i = 1,...,k und h). Setzt man nun
99(T'(z)) = C(V) exp(< QI)T'(z) >),
wobei < -,- > das Skalarprodukt in R* ist, so ist das Neyman-Kriterium fiir Suffizienz
erfiillt. 0

Natiirlich ist eine suffiziente Statistik nicht notwendig eindeutig (man kann sie z. B. immer
mit Konstanten multiplizieren). Wir sehen in der folgenden Proposition dann auch, dass
man aus einer suffizienten Statistik viele andere konstruieren kann.

Proposition 3.12 FEs sei die Familie P = {Py, v € ©} dominiert durch ein o-endliches

Mafs .
T:X—X

sei suffizient fir P. Dann ist jede weitere Statistik

S: X — X"
fir die sich T in der Form
T=FkoS
fiir eine messbare Funktion
kX" — X'

schreiben ldsst, ebenfalls suffizient fir P.
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Beweis: Wir setzen
dPy
fﬁ =

P W.
Nach dem Neyman-Kriterium existieren aufgrund der Suffizienz von T" messbare Funktio-
nen gy und h mit

fo=(g9oT) -h=(ggokoS)-h=(ggoS)-h,

wobei gy als
Gy :=gook

definiert ist. Damit folgt die Suffizienz von S wieder aus dem Neyman-Kriterium. O

Beispiel 3.13 Da wir in Beispiel 3.8 schon gesehen haben, dass

T(x) = <Z%; L x>2>

i=1

suffizient ist fir die Familie {N (u,0?) : p € R, 0% > 0}, ist auch

S(a) = (3w o)

suffizient fiir diese Klasse, denn

T(z) = (Sly),% (%sz(x) _ <%51(x))2>> |

Man kann also durch das Anwenden einer suffizienten Statistik eine Datenreduktion er-
reichen und sogar zeigen, dass ein Schétzer, der auf einer suffizienten Statistik basiert, in
der Regel besser ist als ein anderer. Die Frage ist natiirlich, wie weit man so eine Daten-
reduktion treiben kann, ob es eine “einfachste” suffiziente Statistik gibt. Dies wollen wir
in der Folge klédren.

Definition 3.14 Gegeben sei eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien P = (Py, 0 €
©) iber einem messbaren Raum (X, A). Eine fir (Py : ¥ € ©) suffiziente Statistik T* :
X — X’ heiffit minimal suffizient, wenn sie messbar tiber jeder weiteren suffizienten Statistik
faktorisiert, d. h. wenn es fir jede weitere suffiziente Statistik T eine messbare Funktion
h gibt, so dass

T*=hoT P-fs.

gilt.

Dies ist eine sinnvolle Vereinbarung (insofern Definitionen sinnvoll sein kénnen), als der
Ubergang von T zu T* mittels einer messbaren Funktion in der Tat eine Vereinfachung
darstellt. Bei der Konstruktion minimal-suffizienter Statistiken konzentrieren wir uns auf
Familien P dquivalenter Mafle, z. B. Exponentialfamilien.
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Satz 3.15 Sei P = {P;,j = 0,...,n} eine endliche Familie dquivalenter Verteilungen
auf (X, A) mit Dichten fo, f1,..., fn bzgl. eines dominierenden Mafes . Dann ist

e = (35 565)

eine minimalsuffiziente Statistik fiir P.

Beweis: Da die P; allesamt édquivalent sind, stimmen die Mengen {f; > 0} p-f.s. iiberein.
Setzt man § := 0, so ist 7" auch wohldefiniert. Fiir jedes j € {1,...,n} gilt

dP;

wobei 7; die Projektion auf die j-te Koordinate bezeichnet. Somit ist 7" eine suffiziente
Statistik fiir P. Dies folgt unmittelbar aus dem Neyman-Kriterium, wenn man P, als
dominierendes Mafl wahlt. Nach diesem Kriterium existieren fiir jede weitere suffiziente
Statistik S Funktionen h, go, ..., g,, so dass

fi

gj
=(g;0S)-h, also ===08
Ji (g] ) Jo 90

gilt. Dies impliziert

T = (&,,g—n) oS pfs.
9o 9o

Dies bedeutet T ist minimal suffizient. O

Das folgende Lemma zeigt, dass der vorhergehende Satz auch fiir beliebige Familien P
seinen Wert hat.

Lemma 3.16 Sei P eine Familie dquivalenter Verteilungen und Py C P sei eine endliche
Teilfamalie. Dann ist jede Statistik, die minimal suffizient fiir Py ist und suffizient fir P,
auch minimal suffizient fir P.

Beweis: Sei T eine solche Statistik und S eine fiir P suffiziente Statistik. Dann ist S auch
suffizient fiir Py. Da T minimal suffizient fiir P, ist, gibt es eine messbare Funktion h, so
dass

T=hoS Pyfs.

git. Daraus folgt aber auch T'=h oS P-fs., denn Py und P sind nach Voraussetzung
aquivalent. O

Dies hat besonders fiir Exponentialfamilien eine interessante Konsequenz.
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Satz 3.17 Sei P = {Py, 9 € ©} eine k-parametrige Exponentialfamilie in Q = (Q1, . .., Q)
und T = (Ty,...,Ty). Dann ist T minimal suffizient fir P, wenn

Q= {(Qi(V), ..., Qu(¥), 0 € ©} C R

innere Punkte besitzt.

Beweis: Nach Proposition 3.12 ist 7" suffizient. Sei Py = (Py)%_, eine Teilfamilie von P.
Aus Satz 3.15 folgert man, dass

k k
T(z) = (Z(Qj(i%) = Qi) Ty(x), ., > (Qy(h) — Qj(ﬂo))Tj(fﬁ))>
=1 j=1
minimal suffizient ist fiir Py. Nun gilt

T=AQ T = (Qi(t) - Q:(W)) - T.
Ist AQ regulér, d. h. invertierbar, so ist

und somit ist auch 7" minimal suffizient fiir Py. Dies impliziert nach Lemma 3.16 auch die
Minimalsuffizienz von T fiir P. Nun lassen sich die 9y, ..., 9, aber immer so wihlen, dass
AQ regulér ist, denn Q hat innere Punkte, ist also k-dimensional. O

Beispiel 3.18 Anhand von Beispiel 3.10 vergewissert man sich schnell, dass die beiden
folgenden Beispiele die Voraussetzungen an Q in Satz 3.17 erfiillen:

a) Ist P = (B(n,p))peory, dann ist T(x) = S0 a; und T = L3 @ minimal
suffizient.

b) Sei P ={N"(u,0?) : up € R,0* > 0}. Dann sind

T(x) = (sz,Z:Ef) und
() = (T D~ 7))

=1

minimal suffizient.

3.2 Vollstindigkeit

Fiir die Diskussion erwartungstreuer Schéitzer benétigen wir noch einen weiteren Begriff.
Zur Motivation beginnen wir mit der sogenannten “Verteilungsfreiheit”.
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Definition 3.19 FEs sei (X, .A) ein messbarer Raum und (Py)y eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmaflen darauf. Fine Statistik

T:X - X'

heift verteilungsfrei, falls die Verteilung P% unabhingig von 9 ist. Sie heift verteilungsfrei
1. Ordnung, falls der Erwartungswert

EyT

nicht mehr von 9 abhdngt.

Offenbar ist Verteilungsfreiheit eine Art Gegenpol zur Suffizient: Eine suffiziente Statis-
tik behélt alle fiir ¥ relevanten Informationen, eine verteilungsfreie Statistik besitzt gar
keine Informationen iiber den unbekannten Parameter. Dennoch kann auch eine minimal
suffiziente Statistik 7" noch verteilungsfreies Material enthalten. Manchmal lassen sich fiir
solche Statistik nicht konstante Funktionen f finden, so dass f(T") verteilungsfrei ist.

Dennoch ist es plausibel, dass eine suffiziente Statistik 7" nicht mehr weiter verbessert
werden kann, wenn es keine nicht-konstante Funktion f gibt, so dass f(T') verteilungsfrei
ist. Es stellt sich heraus, dass dies in der Tat wahr ist, wenn man “verteilungsfrei” durch
“verteilungsfrei 1. Ordnung” ersetzt.

Dies léasst sich schreiben als
Eyf(T)=c Pyfs. VIeO=f=c Pyfs. VIe€O.
Durch Subtraktion des Erwartungswerts kann man sich auf die konstante Nullfunktion

beschranken.

Definition 3.20 In der Situation von Definition 3.19 heif$t eine Statistik T : X — X’
vollstindig, falls

Eyf(T)=0 Py-f.s. fiir alle 9 €O

schon impliziert, dass
f=0 Pg(X)—f.s. fir alle 9 € ©

gilt.
Nun koénnen wir auch die eingangs aufgestellte Vermutung beweisen.

Satz 3.21 Es sei (X, A) ein messbarer Raum und {Py : 9 € ©} eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafen auf (X, A). Ist eine Statistik
T:X— X'

suffizient und vollstindig, so ist sie auch minimal suffizient.
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Beweis: Es sei

P:{Pﬁiﬁe@}

und

S (X, A) = (X7, A7)
eine beliebige suffiziente Statistik. Zu zeigen ist, dass es eine messbare Funktion
f . (X//,A//) N (X/,A/)

gibt mit 7 = f o S. Eine Ubung zeigt, dass dies gezeigt ist, falls wir fir alle A € A’ ein
B € A” angeben kénnen mit

(3.1) gilt, wenn
P[T € A|S] = 14(T) P-ts. (3.2)

fiir alle A € A’. (In der Tat ist ja (3.2) gleichbedeutend mit
14(T) € STH(A") firalle Ae A

Dies wiederum ist gleichbedeutend mit (3.1).) Nun gilt aber (3.2) zumindest, wenn man
unter 7" bedingt, denn

/ (PIP[T € A|S]|T] — 14(T))dPy =Py(T € A) —Py(T € A) =0 fiir alle v € ©O.
X
Da T als vollsténdig angenommen war, erhalten wir hieraus

P[P[T € A|S||T] = 14(T) P-fs.

Damit erhalten wir

0 < P[(P[T € AlS] - 1a(T))*|T]
= P[P[T € A|S]*|T] — 214(T)P[P[T € A|S)|T] + 14(T)?
= P[P[T € A|S]’|T] - 15(T)
[P

IA

PIP[T € A|S]|T] — 14(T) = 0.
In der letzten Ungleichung haben wir hierbei die Positivitat der Differenz ausgenutzt, dass
14(T) = 1%(T) gilt und
P[T € A|S)? <P[T € A|S].
Also folgt offenbar
P[T € A|S] = 14(T) P-fs.

Zu betonen ist, dass die Umkehrung von Satz 3.21 nicht gilt.

Eingangs hatten wir den Begriff der Vollstdndigkeit {iber das Fehlen weiterer verteilungs-
freier Informationen motiviert. Es ist daher plausibel, dass eine vollstindige, suffiziente
Statistik von jeder verteilungsfreien Statistik unabhéngig ist. Dies ist der Inhalt des fol-
genden Satzes.
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Satz 3.22 (Basu)
Es sei (X, A) ein messbarer Raum und (Py : ¥ € ©) eine Familie von Wahrscheinlich-

keitsmafien darauf. Es sei
T:X—X
eine vollstindige, suffiziente Statistik fiir {Py,v € ©}. Dann ist jede verteilungsfreie Sta-
tistik
S (X,A) — (X", A"

unabhdngig von T'.

Beweis: Da S verteilungsfrei ist, ist ) := P unabhiingig von 9. Fiir A” € A” sei nun
far(t) =P[S € A"|T =1t].
Dann gilt
Ey[far(T(X)) = Q(A")] = /P(S € A"|T) — Q(A")dPy = /(HSGA” — Q(A"))dPy =0
fiir alle ¥ € ©, A” € A”. Da T vollstandig ist, folgt daraus
far =P[S € A"IT =] =Q(A") P-fs.

Dies ist aber die behauptete Unabhéngigkeit von S und 7. O

Dieser Satz hat eine interessante und iiberraschende Konsequenz:

Beispiel 3.23 Es seien X,..., X, i.i.d. N'(u, 0%)-verteilt, wobei p € R und o > 0 gilt.
Wir haben frither schon gesehen, dass

=1 i=1
minimal suffizient fir die Familie

{N™(,0%) : p € R, 0% >0}

n —

ist. Wir wollen nun sehen, dass das Stichprobenmittel %Zi:l x; =: T und die Stichpro-

benvarianz
n

1
2 —\2
v = — T; —

- ;( z)
unter jeder der N(u,o?)-Verteilungen unabhingig sind. Dies ist auf den ersten Blick
iiberraschend, da v? ja explizit T benutzt. Sei dafiir 0> > 0. Dann ist T suffizient fiir
die Familie

{N™(u,0%) : p € RTY.

(Dies ist eine Ubung.) Weiter ist Z auch vollstindig (das ist die nichste Ubung). Kénnen
wir zeigen, dass v? verteilungsfrei ist fiir {N(u, %), u € R} (was naheliegend ist, denn v*
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soll ja o* schitzen und o® ist ja fest fiir diese Klasse), so kénnen wir mithilfe des Satzes

von Basu die Unabhingigkeit von T und v? folgern. Dazu diberlegen wir: Sei
Y,=Y,(n)=X;,—pn, j=1,...,n

Dann sind Y1, ..., Y, unter N'(u,0?) stochastisch unabhingig und N(0, 0?)-verteilt. We-
gen der Translationsinvarianz ist v*(X) = v*(Y), wobei X = (X1,...,X,) und Y =
(Y1,...,Y,) gesetzt ist. Somit ist

PUQ (X) _ PUQ (Y)

wo? T T e

d. h. die Verteilung ist in der Tat unabhdngig von p. Dies ist aber die Verteilungsfreiheit
2
von v*.

3.3 Erwartungstreue Schéitzer

Nun werden wir versuchen, optimale Schétzer zu konstruieren. Wie am Anfang des Ka-
pitels besprochen beschréinken wir uns hierbei auf gleichméflig beste erwartungstreue
Schétzer, also solche Schétzer T, fiir die

RW,T) < R0, T")

fiir alle ¥ € © und alle Schétzer T” gilt. Bei quadratischer Verlustfunktion ist das Risiko
eines erwartungstreuen Schétzers nichts anderes als seine Varianz, denn (wollen wir mit
dem Schétzer T' die Funktion v(¢)) schitzen) es gilt:

Ey[(T(X) = 7(9)*] = VoT + (EyT(X) — ()
und der hintere Teil ist fiir ein erwartungstreues 1" gleich null.
Definition 3.24 Fin Schdtzer T : X — R™ heifit gleichmaBig bester erwartungstreuer

Schatzer (GBES oder UMV U = uniform minimum variance unbiased) fir die Parameter-
funktion (1), falls T erwartungstrew fir v(19) ist, d. h.

EyT =~(9) fir alle v € ©,

und falls
Vy(T') < Vy(T")

fiir alle ¥ € © und alle erwartungstreuen T gilt.

Auf den ersten Blick scheint Erwartungstreue ein sehr verniinftiges Konzept zu sein. Zum
Beispiel schliefit es die lastigen konstanten Schétzer aus. Es hat aber auch Schwachpunkte:

e Es gibt nicht immer erwartungstreue Schiitzer (das ist eine Ubung);

32



e UMVUs konnen unzuldssig sein, d. h. ist 7" ein UMVU, so ist es moglich, dass es
einen Schitzer S gibt (der dann natiirlich nicht erwartungstreu ist) mit

Ry(S) < Vy(T)

fiir alle ¥ € © und
qu(S) <V (T)

fiir ein ' € ©.
e Erwartungstreue ist nicht invariant unter Parametertransformationen: Ist 7' erwar-

tungstreu fiir ¥, so ist i. a. y(7") nicht erwartungstreu fiir (?9).

Schon im Satz von Rao und Blackwell haben wir gesehen, dass wir einen erwartungstreuen
Schétzer bei quadratischer Verlustfunktion durch Bedingen auf eine suffiziente Statistik
verbessern konnen. In den néchsten beiden Sdtzen zeigen wir, dass ein solcher Schétzer
sogar optimal und eindeutig ist, wenn die Statistik zudem noch vollstandig ist.

Satz 3.25 (Lehmann-Scheffé)

Es sei T eine suffiziente Statistik fir die Familie {Py : ¥ € O} und
g: X — R?

ein erwartungstreuer Schiatzer fir (1)
v:0 — R

Definiere
g*(t) = E[g(X)|T(X) = 1]. (3.3)

Ist T suffizient, so ist g* o T ein giiltiger Schdtzer. Ist T vollstindig, so ist g* o T ein
UMV U-Schdtzer.

Beweis: Es sei g ein erwartungstreuer Schétzer fiir v() und g* gebildet wie in (3.3). Es

sei
h:X — RY

ein anderer erwartungstreuer Schéitzer fiir v(19). Es ist somit zu zeigen, dass
Vg™ (T'(X)) < Vyh(X) (3.4)
fiir alle ¥ € © gilt. Wenn wir
Wi (t) = Eg[W(T(X)[T(X) = 1]

setzen, so ist aufgrund der Glattungseigenschaft der bedingten Erwartung auch h* erwar-
tungstreu und es gilt aufgrund der Rao-Blackwell-Ungleichung

Voh*(T(X)) < Voh(X) Y9 € 0.
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Wir miissen (3.4) also nur fiir A* iiberpriifen. Da h* o T' erwartungstreu ist, folgt nun
Egh* o T =~(¥) =Eyg* o T,

also
Ey(h* —g*)oT =0

fiir alle ¥ € ©. Da T als vollstindig vorausgesetzt war, erhalten wir
h*—g* =0 PI-fs. fiiralle 9 €O,

also auch
VogoT(X)=Vyh*oT(X) < Vyh(X)

fiir alle ¢ € ©. Also ist g* ein UMVU. O

Korollar 3.26 FEs sei
T (X, A) = (X, A)

eine vollstandige, suffiziente Statistik fir die Familie {Py : ¥ € ©}. Ist dann g ein UMV U-
Schitzer fiir v(9), so ist dieses Py-f.s. eindeutig fir alle 9 € © mit Vyg(X) < +00.

Beweis: Seien h und g zwei UMVU-Schétzer fiir (). Da man durch Bedingen von h
und ¢ auf T hoéchstens bessere Schétzer erhilt, folgt fiir
g*oT =E[g|T] und h*=E[R|T],

dass
g:g*OT und h=h"oT qu—f.s. Video

gilt. Nun folgt wie oben
Ey[(¢" —h*)oT]=0 V€0,
und aus der Vollstandigkeit von T folgt

h=g Pyfs. V€O,

Der Satz von Lehmann-Scheffé hilft uns nun, einen UMVU-Schétzer zu konstruieren.
Hierzu kénnen wir entweder

a) intelligent raten und einen erwartungstreuen Schétzer angeben, der nur von einer
suffizienten, vollstdndigen Statistik abhéngt;

b) rechnen, indem wir einen beliebigen erwartungstreuen Schétzer auf eine vollstandige
und suffiziente Statistik bedingen.
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Wir betrachten Beispiele.

Beispiel 3.27  a) Es seien Xy,..., X, i.i.d. Poi(\)-verteilt und

Der Schitzer
T(x1, ... Tn) = Lz—oy

ist erwartungstreu fir y(\), denn
E\T =Py[X, =0 =e™ firalle \€RT.

Wir wissen, dass die Statistik

suffizient ist fir die Familie
{Poi™(\): A € R}
Also konnen wir T durch Bedingen auf S verbessern.
T'(s) = E[T|S=s]=P[X;=0|S=s]
PX;=0,S=5] Py\(X;=0,5=5s)

P(S = s) B Py (S = s)
e PA(Yr, Xi=s) e Me VAN (n —1)%/s!
PA(Cim Xi=s) e=mA\sns /5]
1
— (1=
1-4)

Hierbei haben wir die Unabhdngigkeit der X; verwendet, sowie die Tatsache, dass
Yoy Xi ~ Poi(n\)-verteilt ist. Wenn wir nun noch zeigen kinnen, dass S auch
vollstindig ist, so ist T' ein UMV U-Schitzer fir v(\). Dazu nehmen wir an, dass

fiir eine messbare Funktion
f:R—=R

qilt

BALA(S)] = e Y Fb) "2 =0

fiir alle A\ € RT. Offenbar ist das eine Potenzreihe in \. Diese kann nur identisch
in A verschwinden, wenn alle Koeffizienten 0 sind, dies bedeutet, wenn

f(k)=0 fir alle ke Ny

gilt. Also ist

T — (1 o 1)X1+---+Xn

n
ein UMV U-Schitzer fiir y(\) = e
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b)

Es sei X = (Xy,...,X,) ein Vektor mit i.i.d. Komponenten, X; sei Py-verteilt fiir
alle © und
Py = X)Py.
i=1

Ferner sei Py eine ein-parametrige Exponentialfamilie in Q) und T'(z) = z, d. h.

fur ein dominierendes Maf$ v. Da dann

d®2 1V 1;[

gilt, ist auch die Familie der {Py : 9 € ©} eine einparametrige Exponentialfamilie
in Q und
T = Z Tj=:5p.
j=1

Daher ist T(x) = s, suffizient fir {Py : ¥ € ©}. Man kann auch zeigen, dass T
vollstindig ist (Lehmann: “Testing Statistical Hypothesis”, Kapitel 4.3), falls die
Menge

/\

ﬁ DNTj _ C" ) QM) Xj1 7

{Q) v e 0}

innere Punkte besitzt. In diesem Fall wissen wir, dass

ein erwartungstreuer Schatzer fir v(9) = Ey Xy ist. Da g nur von T abhingt, folgt
die Optimalitit. Dies ldasst sich auf viele Spezialfille anwenden, z. B. Bernoulli-
oder Binomialverteilungen zu unbekanntem p € (0,1), Poisson-Verteilungen zu un-
bekanntem X € R oder N (u, 0%)- Verteilungen bei festem o2 und unbekanntem pu.

Seien X1,..., X, i.i.d. N'(u,c%)-verteilt und p € R und 0 > 0 seien unbekannt.
Diese Verteilungen bilden daher eine zweiparametrige Exponentialfamilie in Q) =

(Q1,Q2) mit

Qo) = —5 5 und Qulpo?) = 1
und T(x) = (T1(x), Ta(x)) mit
Ti(z) =Y 2* und Ty(x)=) =z
i=1 1=1

Die Statistik



ist daher suffizient fiir
{®N(u,02) ‘p€R, 0% >0}
i=1

Da R x R* innere Punkte besitzt, ist S auch vollstindig. Schon in der Stochastik
haben wir gesehen, dass

n

g1(z) = %sz und  gs(zr) = N i 1 Z(Iz - gl(x))2

ein erwartungstreues Schitzerpaar fiir i und o? bildet. Da diese nur von S abhingen,
folgt ihre Optimalitdt.

Abschlieflend zeigen wir noch, dass UMVU-Schétzer allgemein nicht besonders gut sein
miissen: In einigen Fillen sind sie noch nicht einmal zuléssig. Erstaunlicherweise muss
man hierfiir nicht auf besonders exotische Beispiele zuriickgreifen. Zunéchst beweist man:

Lemma 3.28 Es seien Xy, ..., X, i.i.d. Zuvallsvariablen mit V(X,) = 0 und
E[(Xl — EX1)4] =y < +00.

Dann gilt fiir

_ 1
X,: = EZXi

B (X - X% = (=17 (= Doe=2+3) ,

k=1

Beweis: Das rechnet man einfach nach (siehe z. B. Alsmeyer: “Mathematische Statistik”,
S. 56/57). O

Mithilfe dieses Lemmas lasst sich nun das Risiko eines Schétzers fiir die Varianz berechnen.
Genauer seien X1,...,X,,, n > 2 iid. und N (u,o?)-verteilt, wobei y € R und o? > 0

unbekannt sind. Setze .

5’72176 = EZ(Xk - Xn)2
€=
Hierbei sei ¢ > 0. Fiir ¢ = n erhdlt man den Maximum-Likelihood-Schétzer (und Mo-
mentenschitzer) fiir o2, fiir c = n — 1 den UMV U-Schiitzer. Erstaunlicherweise sind beide
nicht zuléssig.

Satz 3.29 Unter den obigen Voraussetzungen gilt fir das Risiko R(V,-) bei quadratischer
Verlustfunktion




Es wird minimiert fir c=n -+ 1. Es gilt

204

n+1

2 20’4 ~ ~2 2
)TL + 1 - R(ﬁ? Un,n—l) > R(ﬁ> Un,n) > R(ﬁ’ Un7n+1) -

(1+

fiir alle 9 = (u, 0?).

n—1

Beweis: Schitzer und Varianz é&ndern sich nicht, wenn wir g = 0 annehmen, also

R((u,0%),67,0) = R((0,07),07.).
Ferner gilt wegen
—1
EM,UZ&EL,C = nTO'2

X;—Xn

o

2
(was man aus der Tatsache gewinnt, dass > ( ) X2 _,-verteilt ist, also Erwar-

tungswert n — 1 hat) fiir alle ¢ > 0

2(n—1
R((O,Uz) (72 ) = E(0,02)(672L,c — 0'2)2 = E(0,02)(A74 - MO’4 + (74.

» Yn,c

Beachtet man, dass

2
1 & _
E0,02)0p, = EE(O,UQ) (Z(Xk - Xn)2>

k=1

und
E(o,02) X = 30%,

so folgt die Aussage aus dem letzten Lemma. O

3.4 Die Cramér-Rao-Ungleichung

Das Risiko eines erwartungstreuen Schétzers ist bei quadratischer Verlustfunktion durch
seine Varianz gegeben. Wir leiten in diesem Abschnitt eine untere Schranke fiir die Varianz
Vy(T) eines erwartungstreuen Schétzers T' her. Finden wir also einen Schétzer, fiir den
diese untere Schranke angenommen wird, haben wir automatisch einen UMV U-Schétzer
gefunden.

Um die folgenden Operationen auch durchfithren zu kénnen, benotigen wir ein paar An-
nahmen. Gegeben sei ein messbarer Raum (X, .A) und eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen {Py : ¢ € ©} iiber (X,.A). Wir sagen, dass (X, A, (Py)yco) ein reguldres
statistisches Experiment ist, falls

1. ©® C R ein offenes Intervall ist;

2. A={x: fy(x) = 6%9(:17) > 0} nicht von 9 abhéngt (dabei ist p ein die Familie

(Py)yeco dominierendes MaB);
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3. Fiir alle z € A und alle ¥ € © existiert

i) = 2ot2)

ist endlich und stetig.

Um die gewiinschte Ungleichung abzuleiten, starten wir mit der folgenden Beobachtung:
Ist
Y:Ox X =R

eine beliebige Funktion mit
0 < Vylth(d, X)] < +o0,

so folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Covy(T, (0, X))?
VolD) 2 =, o9, X))

fiir jeden Schétzer T. Kann man ¢ so wahlen, dass
COU@(T, w(ﬁu X))

unabhéngig von 1" wird, so hat man eine untere Schranke fiir Vy(7") gefunden, also auch
fiir das quadratische Risiko von T'. Dies ist — wie wir sehen werden — der Fall, wenn wir

fora(x) — fo(x)

(0, ) =

fiir ein A > 0 setzen, oder den Grenzwert A — 0 bilden:
d
a9 fo(z) 0
9, ) = 2 =—1lo

Genauer beweisen wir:

Satz 3.30 Unter den obigen Regularititsannahmen gilt fiir jeden erwartungstreuen Schdtzer
T der Parameterfunktion
v:0—=R

die Chapman-Robbins-Ungleichung

Falls auch

I "
NN %logfﬂ() fir A —0
in L?(Py) konvergiert, so ist y(9) differenzierbar, es gilt
0
B[ log £,(X)] = 0
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und die Cramér-Rao-Ungleichung

Hierbei ist

I(9) = Ey

(5108t >)2]

_ [%logfa( )}

die Fisher-Information.

Beweis: Da A nicht von ¢ abhéngt, ist fiir

V(9. 7) = f19+AA(173)f0—(g£19(37)

der Erwartungswert

fora(x) — fo(x)
X Afy(z)

fora(r) — fo(z)
fﬁ( ) fo(z)p(dz)

. A
_ /fz?+A fﬁ z) u(dz)

By (0, X)]

Pg(dl’)

Analog rechnet man nach, dass

o fﬂ+A(X) - fﬂ<X>
Covy[T, 90, X)] = Eo[T(X) = Fo(X) ]
-/ T () — fola)tda)
YW+ A) —~(9)

Somit erhalten wir aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(V¥ +4A) —~(¥))?

X)— X :
Vﬁ[f“A;@()X)fﬁ( )]

Da dies fiir alle A > 0 gilt, folgt die Chapman-Robbins-Ungleichung.

Vy(T) >

Zur Herleitung der Cramér-Rao-Ungleichung benutzt man wieder die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung. Fiir jedes U € L?(IPy) impliziert diese ja fiir jedes A > 0

<Eﬁ <U.fﬁ+AA(¥}ﬁz£§(X)> E, (U %logfqg( )))2 (3.5)

(fMA(X)—fﬁ( ) _ 0 e hox >)]

< Ey[UPEy Ay (X) 59
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Nun konvergiert nach Voraussetzung fiir A — 0

fﬁ+Ag$}ﬁ(_${ﬁ($) _ %log fo(x) in L2(IP’19).

Somit konvergiert die rechte Seite von (3.5) gegen 0, also auch die linke. Setzt man nun
U =1, so ist der erste Summand auf der linken Seite von (3.5) gleich 0. Somit folgt

Ey [% logfﬁ(X)] = 0.

Wiéhlt man hingegen U = T'(X), so ist der erste Summand auf der linken Seite von (3.5)

10+ A4) —~(9)
A :

Die Konvergenz dieses Ausdrucks fiir A — 0 ist mithin die Differenzierbarkeit von ~.
Dariiber hinaus bekommen wir eben aus (3.5)

V() = BlT(X) 2 log fofX)]

0
= COUﬁ(T, % lOg fqg(X)]

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ergibt also

(Cou(T, g5 log f3(X)))?
- V(55 log f3(X))

(' ()
1(9)

Vy(T)

Bemerkung 3.31 Die Chapman-Robbins-Schranke ist zwar i. a. schérfer als die Cramér-
Rao-Schranke, aber auch schwieriger zu berechnen.

Lemma 3.32  a) Sei fy eine Dichte, die die Bedingungen aus Satz 8.30 erfillt. Dann
sind die Bedingungen auch erfillt fir

fo(Z) = fo(x1) ... folan)
(wobei & = (x1,...,x,) ist) und es gilt
L,(9) = nI; ().

b) Unter stirkeren Regularititsbedingungen als in Satz 3.30 gilt

2

1(9) = —E, {% log fﬁ(X)} .
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Bewelis:

a) Dass
I,(0) =n-L(9)
gilt, folgt sofort aus der Produktgestalt von fy(Z). Der Rest ist miithsames Rechnen,

das wir uns hier sparen wollen.

b) Durch Differenzieren unter dem Integral von

0

Ey [% log fﬁ(X)} =0

folgt die Behauptung.

Beispiel 3.33 Es seien X1, ..., X, i.i.d. Poi(\)-verteilte Zufallsvariablen. A > 0 sei un-
bekannt. Firn =1 gilt
log fa(z) = =\ + xlog A — log z!,

wobei fy die Zihldichte ist. Also ist

9, x 0? —x
alogfx(:):) =—-1+ X und Wlog]&(:p) =5z

Somit folgt

h = B3

Also ist

Ist nun y(\) = X zu schdtzen, so ist

X =

S|

>
i=1

(der Mazimum-Likelihood-Schditzer) und hat die Varianz

VA(X) = %VA<X1) = % = [nt\)-
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Also erreicht X die Cramér-Rao-Schranke, ist also ein UMVU-Schitzer fiir A.

Betrachten wir die Parameterfunktion

so0 ist (wie bereits gesehen)

ein UMV U-Schdtzer. Es gilt aber

VAT) = EA(T?) — (EA(T))*

Obwohl also T ein UMV U-Schditzer ist, wird die Cramér-Rao-Schranke nicht angenom-
men.

Interessanterweise steht die Frage, ob ein Schétzer die Cramér-Rao-Schranke annimmt,
in engem Zusammenhang zur Frage, ob das zugrundeliegende Modell die Struktur einer
Exponentialfamilie besitzt. Genauer gilt

Satz 3.34 FEs sei (X, A) ein messbarer Raum und die Familie (Py)geco sei requlir auf
(X, A) im Sinne der eingangs gegebenen Definition. Fin erwartungstreuer Schdtzer T
der Parameterfunktion () erreicht die Cramér-Rao-Schranke genau dann, wenn zwei
differenzierbare Funktionen c(9) und d(¢) existieren, so dass fir das die Familie (Py)gco
dominierende Maf$ 1 und eine messbare Funktion h

%(:c) = fo(x) = exp(c(N)T(z) + d(V))h(z)
und d'(9)
7(29) = _C/(ﬁ)
gilt.

Beweis: Wir erinnern uns, dass der Beweis der Cramér-Rao-Ungleichung auf der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

Cov(T, (v, X))2
Vo(T) 2 =5, 0, X))
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mit 5
U0, X) = o log fo(X)

beruhte. Gleichheit gilt in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, wenn sich beide Seiten nur
durch eine affin-lineare Transformation unterscheiden, wenn also Py-f.s. gilt

108 ) = a(d)T(x) + b(3)

fiir geeignete a(¢) und b(¥). Dies ist dquivalent zu
fo(z) = exp(c(P)T(x) + d(V))h(x) Py-fs.

Wollen wir dies aber auch (Py)gco-fast sicher behaupten, haben wir das Problem, dass
die Nullmenge

{z: 10g fo(x) # a(D)T'(x) + b(9)}
von ¥ abhéngt. Wir definieren daher

={z: log fo(x) = a(P)T(z) +b(¥) VI e 6}
Wir betrachten nur den interessanten Fall, dass v(¢) nicht konstant ist. Dann ist auch T

nicht konstant. Also gibt es z,y € X mit T'(x) # T'(y). Somit lassen sich a(¥) und b(9)
als Losung eines linearen Gleichungssystems

Dlogfolr) = ald)T(x) +b(o)
108 faly) = al)T(y) +b(7)

gewinnen. Da alle beteiligten Grofien messbar in 9 sind, sind a(¢) und b(¢J) auch messbar.
Da zu den Annahmen der Regularitdt auch die Stetigkeit von % log fy in ¥ z&hlt, sind
auch a(-) und b(-) stetig.

Wegen der paarweisen Aquivalenz der Py, die aus (2) der Regularitdtsannahmen folgt,
erhalten wir fiir alle ¥, 7 € ©

Py{r € X : 037' log f-(x) = a(m)T(x) +b(1)} = 1.

Sei nun ©* C O eine beliebige abzihlbare, dichte Teilmenge. Dann folgt einerseits
Pofr € X 2 fola) = a(0)T(x) + (i)} =1
fiir alle ¥ € © und zum anderen, da alle beteiligten Funktionen stetig sind,
={zr: — log fo(x) =a()T(z) +b(¥) Ve }

Es gilt
Py(X*)=1 Vi e€0O.
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Auf X* aber bekommen wir fiir jedes feste ¥y € ©

folz) = exp (( /ﬂ ja(t)dt) T(z) + ( /ﬂ ﬁ b(t)dt)) Fou ().

9 9
c(ﬁ):/ a(t)dt und d(ﬁ):/ b(t)dt und fy,(z) = h(z),

Jo Jo

Setzen wir

so folgt die eine Richtung.

Ist nun fy umgekehrt von der Form
fﬁ(l’) _ 66(0)T(I)+d(0)h(1’),

SO ist

(% log fo(x) = ¢ ()T () + d'(9).

Nach Satz 3.30 ist dies null im Erwartungswert, also
Ey[d(NT (z) +d' ()] =0 fir alle o € ©.
Dies bedeutet

_dW)
Ey[T(x)] = W) fiir alle ¥ € ©.
Somit ist T erwartungstreu fiir
d (v

Da 2 log f9(x) und T(z) affin-linear abhéngig sind, nimmt 7' auch die Cramér-Rao-
Schranke an. O

Wir wollen nun noch kurz auf eine mehrdimensionale Erweiterung des Satzes von Cramér
und Rao eingehen. Sei nun ¥ € © C R? aber noch v(9) € R zu schiitzen. Fiir die
Cramér-Rao-Ungleichung wéhlen wir

d
0
Y0, z) = Z gy log fy(x)
i=1 !
mit zunéchst beliebigen a; € R.

Ahnlich wie in Satz 3.30 erhilt man aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung, dass fiir jeden
erwartungstreuen Schétzer T' von ~y(¢) gilt

d ) 2
. Qi aq ’19
V(1] > (Z;_l 20,7 ()”
> @i (L(9))i
Hierbei ist 1(9) die sogenannte Fisher-Informationsmatrix, definiert als
(1) = Eol - 108 o(X) 20 Tog £3(X)] = ~Eof5-0 - log fo(X)
ij — Ly 99, 0og Jv 619]- 0g Jv = 9 aﬁiaﬁj og Jv .

Die mehrdimensionale Cramér-Rao-Ungleichung erhalten wir, indem wir diese Unglei-
chung in den a; optimieren.
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Satz 3.35 Sei Py(dr) = fo(x)p(dz) fir alle 9 € © CR? offen und sei T erwartungstreu
fir v(¥) € R. Unter Regularititsbedingungen gilt

win) = (Z00) uon (Zow).

Beweis: Sei V eine positiv definite d x d-Matrix und ¢ € R? Mithilfe von Lagrange-
Multiplikatoren sieht man, dass a’c¢ maximal unter der Nebenbedingung a’Va = 1 ist,
wenn a = const.V ~'c gilt. Dies wendet man auf V = I(¢) und ¢ = 2~(¥) an. O
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4 Testtheorie

4.1 Einfiihrung und das Neyman-Pearson-Lemma

Hier nehmen wir einen etwas anderen Standpunkt ein. Es kann passieren, beispielswei-
se im Fall von n unabhéngigen Bernoulli-Variablen zum Parameter p € (0, 1), dass der
bestmégliche erwartungstreue Schitzer (in diesem Fall X = 2 3" | X;) mit Wahrschein-
lichkeit 1 nicht den wahren Wert liefert (z. B., wenn p € R\Q ist). Hier geht es eher
darum, Hypothesen iiber den unbekannten Parameter zu verifizieren oder abzulehnen.

Es sei also (X, .A) ein messbarer Raum und (Py)yee eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen. Auf der Basis einer Stichprobe X1, ..., X, die i.i.d. gemé&f Py gezogen wird,
wollen wir entscheiden, ob die Hypothese

Y€ HC O oderdie Alternative 9 € K := ©\H

vorliegt. Offenbar gibt es zwei Mo6glichkeiten, einen Fehler zu machen:

Fehler 1. Art: Verwerfe H, wenn H vorliegt;

Fehler 2. Art: Nehme H an, obwohl K vorliegt.

Es wird dabei ein Test gesucht, dessen Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art un-
terhalb eines gegebenen Signifikanzniveaus o € [0, 1] liegt. Hierbei definieren wir “Test”
folgendermaflen:

Definition 4.1 Jede messbare Funktion

p: X —1[0,1]

heifit Test fiir das oben beschriebene Testproblem. Nimmt ein Test nur die Werte 0 und
1 an, so heifit der Test nicht-randomisiert, anderenfalls heifit er randomisiert. Ahnlich wie
bei den Schdatzproblemen ldsst sich die Klasse der Testprobleme mithilfe einer Verlust- und
einer zugehorigen Risikofunktion modellieren.

Definition 4.2 Die Neyman-Pearson-Verlustfunktion ist die Funktion

ve H
L(ﬁ,y):{ 127 e K

fir alle v € [0, 1]. Speziell gilt fir nicht-randomisierte Tests

0 e H 1 veK
L(Q?,O):{l 9e K und L(ﬁ,l):{o el

Dies ergibt die Risikofunktion

dPy = By (X), 9eH
R(ﬁ,(p)z{ f(l;[:j)dﬁs:lﬁfEﬁSp(X)a Ve kK
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Die Neyman-Pearson-Verlustfunktion ist sinnvoll, da wir das Ergebnis ¢(x) =~ des Tests
© so interpretieren wollen, dass ¢ sich bei Beobachtung von x mit Wahrscheilichkeit ~ fiir
K entscheidet. Offenbar ist Ey[p(X)] bei dieser Beschreibung eine wichtige Grofe.

Definition 4.3 Die Funktion
By 10 = Ey[p(X)]

nennt man Gitefunktion des Tests .

Offenbar beschreibt 3,(¢) fiir ¥ € H die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art. Fiir
v € K ist 1 — 3,(0) die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2. Art. Wir werden von nun an
an Tests zum Niveau « € [0, 1] interessiert sein, d. h. solchen Tests, die

Eyp(X)<a VVeH
erfiillen. Fiir solche Tests wollen wir den Fehler 2. Art minimieren.
Definition 4.4 ¢ heifit gleichmdfig bester Test zum Niveau o € [0, 1], falls er unter allen
Tests zum Niveau o den Fehler 2. Art minimiert, d. h. falls

By p(X) = max Ey1)(X)
fiir alle ¥ € K gilt. Hierbei ist
O, ={¢: X = [0,1]|Ey¢ < « fiir alled € H}
die Menge aller Tests zum Niveau .

Grundlegend fiir die Konstruktion solcher Tests ist das folgende Resultat, das die Situation
im einfachsten Falle klart, in dem sowohl H als auch K nur aus einem Punkt bestehen.

Satz 4.5 (Neyman-Pearson-Lemma)
Es seien Py und Py zwei WahrscheinlichkeitsmafSe auf (X, A) mit Dichten fo bzw. fi bzgl.
eines o-endlichen dominierenden Mafes p (man kann stets u = Py + Py wdhlen). Ferner

sei a € (0,1). Dann gilt:
a) Ist € &, ein Test, der

/¢dP0:a

_ L, falls fi(z) > k- fo(x)
v(w) = { 0, falls f1(z) < k- folz) (4.1)

p-fast sicher fir ein k € [0,00], dann gilt

erfillt und

/ W dP; = max / o dP,. (4.2)

QOea
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b) Es gibt einen Test 1 wie unter a) beschrieben.

c) Gilt ¢ fiir (4.2), so existiert ein k € [0, 00|, so dass (4.1) gilt. Gilt zudem

/’lz}d]P)l < 1,

so erfillt ¢ auch [ dPy = a.
Beweis:

a) Sei p € ®,. Es gilt nun

fi@) —kfo(z) >0 = Y(@z)=1=
filz) = kfo(zr) <0 = ¢(x)=0=

Also gilt p-f.s.
(¥ () = (@) (fi(z) = kfo(z)) = 0.

Integriert man dies, so ergibt sich

[ondn= [ etdn ([ osudn= [ etdn) =0

Also
[Jvari— [ ez w [ viz - [ oap).
Da
Ep, =a und Ep,p <a,
folgt
/@DdPl — /@dpl >0,
also

/¢dP1 > /@dpl-
b) Fiir einen Test ¢ der Form

px)=9 v filz) =kfo(z)
0 fl(l') < k’fo(l’)

miissen wir zeigen, dass wir (y, k) so finden kénnen, dass er ein vorgegebenes Niveau
a € (0,1) ausschopft, d. h. dass
/ wdPy = «
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gilt. Da ¢ auf der Menge {x : fi(z) > k- fo(z)} gleich 1 ist, liegt es nahe, k als das

(1 — a)-Quantil von % zu wéhlen und v so zu verwenden, dass ¢ auch das Niveau
erreicht, wenn % gerade an der Stelle £ springt. Wir setzen also
7(@) = 117,
fo(x)

wobei wir Divisionen durch Null stets als oo bewerten. Fiir x mit fy(z) > 0 ergibt
sich dann

filx) > k- folr) & T(x) >k
file)=k- fo(zr) & T(z)=Fk und
filz) <k- fo(zr) & T(v)<k.

Also folgt

/ odPy = / o fod
{fo>0}

= /(]I{T>k} + Y Lr=py )dPy

= Po(T > k) ++Po(T = k).
Wir suchen also k£ und v so, dass dies gleich « ist. Setze

k:=infly >0:Py(T >y) <a)=inf{ly >0:Py(T <y) >1—a}.
k ist kleiner oo, da v > 0 ist. Da
y = Po(T > y)

rechtsseitig stetig ist, folgt aulerdem Po(7T > k) < av. Ist zudem Py(T > k) < a, so
gilt

> Po(T > k) —
= limPy(T >y) —a >0,
yTk

denn angenommen
Py (T > k’) < «,

so wére auch )
lim Py(7 > k— —) < a,

n—oo n

d. h. k wére auch nicht das Infimum aller y > 0 mit

Po(T > y) < a.
Wir konnen somit setzen:
0, falls Po(T > k) = «
7= { O IUTAD)  falls Po(T > k) < o
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Man beachte, dass 0 < v < 1. Man sieht nun, dass fiir diese Parameterwahl gerade
gilt:
a— Py (T > ]{7)
E =Po|T > k| +Po|T =k = q.
Pogp 0[ > ]+ 0[ ] PO(T:k) a

Sei ¢ € ®, ein Test, fiir den (4.2) gilt. Sei ¢ ein Test, der die Gestalt (4.1) hat und
Epo(p =«

erfiillt. Ein solcher existiert nach Teil b). Um nachzuweisen, dass auch ¢ die Gestalt
(4.1) hat, betrachte die Menge

A={z:P(x) =p(z) oder fi(z)=kfolr)}.

Wir zeigen, dass pu(A¢) = 0 gilt. Das geniigt offenbar, um die Behauptung zu bewei-
sen.

Angenommen, es gelte ;(A¢) > 0. Dann folgt

o=@ = kiw)in = [ (o= )@ ile) = ki) > 0,
Letzteres ergibt sich, da auf

Acn{x: fi(z) > kfo(x)}

gilt
(o =) (x)(fi(z) = kfo(2)) = (1 = ¢(2)(fr(z) — kfolz)) > 0
und analog auf
A*n{z: fi(z) <kfo(x)}
gilt
(o =) (@)(fi(z) — kfo(x)) = = (2)(f1(x) — kfolz)) > 0.

Damit erhalten wir

/<de9>1 - /wlel > k(/ pdPy — /deO) = k(a — /deO) > 0.

Dies ist ein Widerspruch zur Optimalitéit von . Nehmen wir nun schliellich an, das
obige v erfiillte nicht
[ vari=a.

sondern

Dann folgt fiir die Menge
B :={z:¢Y(zx) <1}
Py(B) > 0. Wir kénnen £ > 0 mit

e-Py(B) < a—/@bdﬂ”o
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wéhlen. Aber dies impliziert die Existenz eines Tests 1& € ®,, der strikt besser ist
als ¢: Wir setzen

d(x) = (@) Ipe(x) + min{e(z) + &, 1} g ().
In der Tat gilt dann
/ VdP; > / YdP,

/ Py < / YdPy + ePy(B) < a.

sowie

Also ist @E € ¢, und @E ist strikt besser als .

4.2 Zusammengesetzte Hypothesen und Alternativen

Wir wollen uns nun den interessanteren und schwierigeren Féllen zuwenden, bei denen
sowohl H als auch K nicht-notwendig einelementige Mengen sind. Schon in der Vorlesung
iiber Stochastik haben wir gesehen: Will man im n-fachen Miinzwurf etwa die Hypothese

H:p<po gegen K :p>po
testen, so geniigt es, einen Test fiir
H' :p=po gegen K :p>py

zu konstruieren. Der Schliissel hierfiir ist einerseits die Intervallstruktur von H und K
und andererseits die Monotonie von

p— IP’p(Z x; > ).
i=1
Ahnliche Uberlegungen sind auch in der allgemeineren Situation relevant.

Definition 4.6 FEin Testproblem heifst einseitiges Testproblem, wenn gilt

H = (9€0:0<9), K={0€6:9>0) oder
H = (9€0:9>0), K={0c0:9 <)

fiir ein ¥y € O.

Definition 4.7 Es set
P = {]P)g e @}
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eine durch ein o-endliches Mafl u dominierte Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
auf einem messbaren Raum (X, A).

T: X —R

sei messbar. P hat (streng) isotone Dichtequotienten in T, wenn es zu jedem Paar 99,9 €
© mit Yy < Uy eine (streng) isotone Funktion

Hﬂo’ﬂl R — [0, OO]

gibt mit
Py,
T
&(x) = d]‘;“ (@) = Hy, 9, 0T (x) (Py, + Py,)-fast sicher.
fﬁ‘) dZO (x)

% heifit Likelihood- oder Dichtequotient.
0

Beispiel 4.8  a) Bernoulli-Verteilung
Die Dichten der B(n,p)-Verteilung bzgl. des Zihlmafles auf {0,...,n} sind

h = (D)=

1

RO-() (o)
Fia - (i)

je nachdem, ob i—;% grofser oder kleiner ist als 1, steigt oder fallt dieser Ausdruck

streng monoton in i. Die Familie der Binomialverteilungen hat somit einen isotonen
Dichtequotienten in der Statistik T = Id (bzw. T = —1d).

Also ist

dies hat die Form

b) Normalverteilung T' = Id
Fiir die Familie der Normalverteilungen zu fester Varianz of

P ={N(u,03) : p € R}

qult
1/ T—H1\2
—35( ) w(uy—pg) _ wi-ud)
€T e 2 o 1—HQ _\P1 0
-f/lzl( ) = = e Jg e 208

f,m (I) 6_%(x;go )2

Dies ist, je nach Lage von g und py, isoton oder antiton in x; wieder liegt also eine
Familie mit isotonem Dichtequotienten in

T=1Id (bzw.T = —Id)

vor.
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c¢) Exponentialfamilien
Sind die (Py)Y € © eine Exponentialfamilie bzgl. eines dominierenden Mafes p in
T, d. h. gilt fiir messbare Q,T und h

folw) = C(0) - QT n(x),

so folgt natiirlich fir die Konstance C
-1

C(v) = {/ eCLOT@ () pu(de)
X
C(9) hingt also nur iber Q von ¥ ab. Wir parametrisieren daher um
U= Q(Y),
wobei der neue Parameterraum nun Q := Q[O] ist. Mit dieser Parametrisierung gilt

fo () = C(Ql)e(Ql—Qo)T(m)
fQo

C(Qo) ’

d. h. die Klasse bildet wieder eine Familie mit isotonem Dichtequotienten in der
Statistik T'. Viele der wichtigsten praktischen Beispiele fallen in diese Klasse.

Fiir Verteilungsklassen von diesem Typ gilt nun:

Satz 4.9 Es se:
P = {]P)Ig e @}

eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaffen mit isotonem Dichtequotienten auf einem
messbaren Raum (X, A). Ferner sei a € (0,1), ¥y, € O, ¥g < ¥y und

H = {0€0:9<0}#0
K = {0€0:09>0}+£0.

Dann gilt fiir den Test

0 T(z)<k*
e (x) =< v T(x)=k" , (4.3)
1 T(x) > k*

wobei v* € [0,1] und k* € R so bestimmt werden, dass
Py (T > k*) + v Py, [T = k'] = «

gilt:

a) ©* minimiert unter allen Tests ¢ von H gegen K mit
Ey,o =
gleichmapfig die Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art.
b) ©* ist ein gleichmafig bester Test zum Niveau o fiir H gegen K.
c) U — Eyp* ist streng isoton auf {0 : 0 < Eyp* < 1}.
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Bewelis:

a) Wir testen zunéchst auf dem Niveau «
H:= {9y} gegen K :={v'},

wobei ¥ € K beliebig aber fest gewéhlt ist. Nach dem Neyman-Pearson-Lemma ist
hierfiir jedes

~ B 1, falls kfy,(x) < fo1(2)
ple) = { 0, falls kfy,(z) > fo, ()

mit Ey,» = « ein bester Test. Aufgrund der Voraussetzung iiber den monotonen
Dichtequotienten gilt

Hyy9,(T(x)) > Hyy 9, (k") = T(x)>k" und
Hﬁo’ﬂl(T(QE)) < H1907r§1 (l{i*) = T(LL’) < k.

Setzen wir

Hﬁoﬂl (k*> =k,
so ldsst sich der Test ¢* aus (4.3) als ¢ wéhlen, denn es gilt
Ey, 0" = a.

Wichtig ist, dass die Festlegung von v* und £* nicht von der Wahl des ¢/ abhéngt,
sondern nur davon, dass ¥y < ¢’ gilt. Somit ist p* sogar ein gleichmiBig bester Test
fiir H gegen K unter der Randbedingung

EﬂOSD = Q,

d. h. ¢* minimiert die Fehlerwahrscheinlichkeit zweiter Art.

©* minimiert aber auch die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler erster Art. Um dies
einzusehen, fithrt man die Minimierung von

Egutp, V< Yo

unter der Randbedingung
Egyp = a

auf das Neyman-Pearson-Lemma zuriick. Hierfiir setzen wir
bi=l-yg
und bestimmen eine Losung des Optimierungsproblems
Egt) =1 —a, Egnp = max.

Fiir dieses Problem ist nach dem Neyman-Pearson-Lemma 1 — ¢* ein optimaler
Test und zwar unabhingig von ¢’ < ¥y. Dies aber bedeutet, dass ¢* auch die
Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art minimiert.
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b) ¢* ist nach dem Neyman-Pearson-Lemma auch ein bester Test fiir H gegen K unter
allen Tests ¢ mit
Ey,p < a.

Wegen der Unabhingigkeit von ¢* von 9’ ist ¢* auch ein gleichméfig bester Test
fiir H gegen K. Nach dem ersten Schritt gilt fiir 1 — ¢*

Eg//[l — QO*] Z 1l—a= Egu[l — Oé]
fiir alle ¥ < ¢y, daher ist ¢* ein Test zum Niveau « fiir H gegen K, d. h. es gilt
Egutp* S o fiir alle ’19” S ’190.

Da weiterhin jeder Test zum Niveau « fiir H gegen K auch ein Test zum Niveau «
fiir H gegen K ist, ist ¢* gleichméfig bester Test zum Niveau « fiir H gegen K.

c) Ergibt sich schliefllich wegen Py # Pys und der Struktur von ¢* (der Test héngt
nicht von ¥ und ¥ ab, ist aber fiir ' < ¥ ein Test wie im Neyman-Pearson-Lemma)
aus dem folgenden Korollar zum Neyman-Pearson-Lemma.

Korollar 4.10 In der Situation des Neyman-Pearson-Lemmas gilt fiir jeden besten Test
©* zum Niveau o € (0, 1)
Ey,©* > a.

Beweis: Ubung. O

Da sich die Rollen von H und K miihelos vertauschen lassen, folgt

Korollar 4.11 Fiir einseitige Testprobleme bei Verteilungsklassen mit isotonen Dichte-
quotienten in T gibt es gleichmdfig beste Tests ¢* zum Niveau o € (0;1) der Form:

0" (x) = L oo)(T(2)) + 7 Ny (T(x))  b2w.
e () = Noop)(T(2)) + 7 Ly (T'(2)).

Beweis: Das ist offensichtlich. O

Beispiel 4.12 Sei X = {0,1}", A="P(X) und die Familie P gegeben durch
P ={Ber"(p), p € [0,1]}.

Weiter seien
H=10,p0))] und K = (po;1].
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Dann gilt fiir jedes o € (0;1), dass

(@1, ) = N ooor) <Z 9:) + Voo liks ) (Z 93)
=1 =1

]P)PO (zn:Xl > k:L,a) _'_fyna PO (ZX _k* )
i=1

ein gleichmdfig bester Test fiir H gegen K zum Nweau v ist. Die Werte fiir k;, , lassen sich
mit dem Computer ermitteln (friher waren sie in Tafelwerken vertafelt). Damit kann man
auch v, ., bestimmen. Fiir grofsere n ldsst sich der Satz von de Moivre-Laplace verwenden,
fiir groffere n und kleine p auch der Poissonsche Grenzwertsatz.

Das zuletzt diskutierte Problem “Wie lassen sich die Werte k* und +* finden?” ist allge-
mein fiir Statistiken 7™ schwer zu beantworten. Man kann allerdings verwenden, dass eine
isotone Transformation einer monotonen Funktion wieder monoton ist, d. h. man kann
versuchen, eine isotone Funktion A zu finden, so dass hoT" eine bekannte Dichte hat. Dies
wird gerechtfertigt durch

Lemma 4.13 In der Situation von Satz 4.9 sei

h:R—R

strikt isoton und

Sei
G (2) = L o0y (T(@)) + 7 Ny (T ()

mit k* und 5 € [0,1], so dass
Py (T > k") + 7Py, (T = k") =
Dann stimmt ©* mit ©* aus Satz 4.9 fast sicher diberein und ist somit gleichmdjig bester

Test fiir H gegen K zum Niveau o.

Beweis: Dies ist eine einfache Ubung. O

Beispiel 4.14 X, ..., X, seien i.i.d. N'(u, 02)-verteilt mit bekanntem o3 > 0. Fiir u € R
seien die Hypothese

H = (—o0, o] gegen die Alternative K = (g, 00)

fiir ein py € R zum Niveau o € (0,1) zu testen. Fiir die Dichten

“ 1 _1(mimky2
fulza, ... xp) :H =€ 2" )




gilt, dass sie einer Verteilungsklasse mit isotonem Dichtequotienten entstammen. Satz 4.9
liefert die Fxistenz eines gleichmdflig besten Tests zum Niveau o der Gestalt

O (@1, ) = D oo le + 7 Uiy Z i)

Nun kommt man leichter an die Werte einer N (0, 1)-Verteilung als an die einer beliebigen
N (11, 0?)-Verteilung. Nimmt man die (strikt isotone) Transformation

h(t) = v/n=

0o
betrachtet also
Z?:l Ti

\/ﬁni_'uoj

0o

so besitzt diese Grifie unter N (g, 02) eine N'(0,1)-Verteilung. Man kann also p* wihlen

als
Zz 1 T4

. — Mo
(%2 (:L’l, e ,SL’n) = ]l(umoo)(\/ﬁi),

00

wobei fiir u, gilt
P(X > u,) = a,

wobei X eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist. Da deren Verteilungsfunktion stetig ist,
spielt die Wahl von v* keine Rolle.

4.3 Zweiseitige Tests

Wir wollen uns nun zweiseitigen Testproblemen zuwenden, also solchen, bei denen entwe-
der die Alternative (im eindimensionalen Fall) auf beiden Seiten der Hypothese zu finden
ist oder umgekehrt die Hypothese auf beiden Seiten der Alternative. Es liegt auf der Hand,
dass hierfiir die herkommliche Form des Neyman-Pearson-Lemmas, bei der H = {¢} ge-
gen K = {U;} zu testen und dabei eine Nebenbedingung E»,¢ = « einzuhalten ist, nicht
mehr ausreicht. Wir werden dies in einem ersten Schritt verallgemeinern, indem wir mehr
als eine Nebenbedingung zulassen.

Satz 4.15 (Verallgemeinertes Neyman-Pearson-Lemma)
FEs sei p ein o-endliches Maf$ auf einem messbaren Raum (X, A) und g1, ..., Gm, Gms1 [~
integrierbare Funktionen

gi: X = R

Weiter sei v = (v, . . ., ) € R™. Wir definieren
() == {90€<1>:/<p9idu§ai, i=1,...,m}
O_(a) ={ped: /apg,d,u ap, i =1,...,m},
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wobes

¢ :={p: X —[0,1] messbar}
ist. SchliefSlich sei
Qum = {(/sogidu,---,/wgmdu) L p € O}

Dann gilt:

1. Hinreichende Bedingung
Sei ¢* ein Test mit

(a) p* € P_(a).
(b) Es gibt ky, ... k, € R mit

o () = { L gmir(x) > 300, kigi(x) . (4.4)
0 gm+r(z) <DL, kigi(w)
Dann gilt
/ @ gmrdp = sup / OGm+1dp. (4.5)
pEP=(a)

Sind die k; > 0 fir allei =1,...,m, so gilt sogar
/@*gmﬂdu = Sup{/wgmﬂ du: ¢ € P<(a)}.

2. Emistenz
Bildet o einen inneren Punkt von Q,,, so ezistiert ein ¢* wie unter (a) und (b)
unter 1.

3. Notwendige Bedingung
Ist « ein innerer Punkt von Q,,, so ist jeder Test, der (4.5) erfiillt, von der Form

(4-4).

Beweis: Wir zeigen nur (1) und verweisen fiir den Rest auf das Buch “Mathematische
Statistik” von Witting oder das gleichnamige Skript von Schmitz.

Der Beweis von (1) folgt den Ideen des Beweises des Neyman-Pearson-Lemmas. ¢* erfiille
(4.4) und sei @ ein beliebiger Test. Dann folgt

/(w* — ) (Gme1 — 3 kigi)dp > 0,

i=1

denn nach Konstruktion von ¢* ist der Integrand pu-fast sicher gréfler oder gleich 0. Also

/ @ Gmrdp — / Pgmirdi =Y ki / p gidp — / pgidu) = 0,
i=1

falls p € &_(a) oder p € P<(a) und k; > 0 fur allei =1,...,m. O

Waihlt man als g; die Dichten von Py, bzgl. i, so ergibt sich
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Korollar 4.16 Es seien Py, ..., Py, Wahrscheinlichkeitsmafle iber einem messbaren
Raum (X, A), und Py, sei keine Linearkombination von Py, ,... Py, . Dann gilt fir a €
(0;1): Es existiert ein Test v mit

Ey,[p] = firalle 1<i<m und Egy|p]> a.
Beweis: Wir fithren den Beweis per Induktion nach m. Fiir m = 1 ist dies Korollar 4.10.
Sei die Aussage fiir m — 1 (m > 2) gezeigt.

Fall I: Py,, ..., Py, sind linear abhéngig. Dann ist also

m—1
Py, = Y APy,
1=1

wobei die A\; € R sind. Da die Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 ist, folgt zudem

m

i=1
Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein Test ¢ mit

Ey,p=a firalle ¢=1,...,m—1 und Ey, > a.

Somit folgt auch
m—1 m—1
Ey, o= Z ANEg,p =« Z A = .
i=1 i=1

Fall II: Py,, ..., Py, sind linear unabhéngig. Nach Induktionsvoraussetzung existieren zu
ke {l,...,m} Tests ¢, und ¥ mit

Ey,pr =a furalle ¢# 0,k und Ey ¢r>a und
Ep,Yr =1—a firalle i#0,k und Ey ¢ >1-—a.

Wir setzen
O =1— 1.
Dann folgt

Eg,or = Eg,0, =a firalle i#k und Ey ¢, < a < Ey, ok

Also ist @ = (v, ..., ayy,) ein innerer Punkt von
Qm ={(Es,p,...,Eg, ) : p € O}
Angenommen, es gelte fiir jeden Test ¢ mit Ey,¢o = « fiir alle i = 1,...,m auch
Ey,p < a,

dann ware der konstante Test
Pa =«
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ein Test aus ®_(«) mit
Ey, 0 = sup Ey, .
pedy
Sind dann f; := %‘j", wobei wir als dominierendes Maf3

M:PﬁO—F...—FPﬁm

wiahlen, so konnen wir aus dem verallgemeinerten Neyman-Pearson-Lemma folgern (man
beachte, dass («,...,a) € @y, gilt):

1, falls fo > >0 kifi(z) p-fas.
0, falls fo <>, kifi(z) p-ts.

fiir geeignete k; € R. Das aber heifit

M (36’ : folz) # thz(@) = 0.

Pa(T) =

Also folgt
Py, = > kiPy,
=1

im Widerspruch zur Annahme. ]

Das soeben bewiesene verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma und seine Konsequenzen
stellen das wichtigste Hilfsmittel bei der Untersuchung zweiseitiger Testprobleme der Form

H = @\(’191, ’192) gegen K= (’191, ’192)
H = [91,99] gegen K = O\[01,0,] oder
H = {¥o} gegen K = 0O\{Jy}

iiber einen eindimensionalen Parameter 9 dar.

Fiir eine befriedigende Analyse solcher Testprobleme miissen die Mafle gewisse Regula-
ritdtsannahmen erfiillen. Wir werden daher stets annehmen, dass das zugrunde liegende
statistische Experiment sich in Termen eines messbaren Raumes (X, .A) und einer Familie
von Wahrscheinlichkeitsmafien (Py)geco, © C R, beschreiben liasst. Wir nehmen an, dass
die (Py) durch ein o-endliches Mafl  dominiert werden und bzgl. 1 eine Exponentialfa-
milie bilden, d. h. dass

P
%Jﬂ = C()e*"n(x)
gilt. Gehen wir vom Mafl 1 auf das MaBl h - 4 =: v iiber, so kénnen wir annehmen, dass
dPy
() QT (@) 4.
5, = CW)e (4.6)

gilt. Liegt nun eine Familie der Form (4.6) vor, so liegt es nahe,
Q= Q)
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als neuen Parameter zu wihlen, denn C'(¢)) hingt wegen

1
- Q)T (x)
C () / ‘ dv(z)

nur iiber () von ¥ ab. Wir schreiben die Dichten von nun an in der Form

B

— QT (x)
—2 — C(Q)e

und entnehmen den Parameter ) der Menge

Q:={QW): Y€ 6}

Als natiirlichen Parameterraum der Exponentialfamilie bezeichnet man die Menge Q aller
Q@ € R mit

0< /6QT(I)CZV($) < 4o00.

Es gilt stets Q C Q.

Satz 4.17 Q ist konvex und enthilt, falls Q nicht konstant ist, ein nicht-entartetes In-
tervall.

Beweis: Es seien Q1,Qs € Q, A € (0,1). Dann folgt
0 < / (OQHI-NQITE) gy ()
X

— /e/\QlT(w) (1-2)Q2T(z dl/( )
X

A 1-2
< /(max(eQiT(x))) (max(eQiT(x))) dv(x)
2 \i=12 i=1,2

= max e? 7@ dy (1)
3 =12

< / e@T@ 4 Q2T (1) < +o00.
x

Also ist Q konvex. Da auBerdem Q@ als nicht-konstant vorausgesetzt ist (sonst ist das Mo-
dell langweilig), d. h. wenn @Q; € O und Q- € o) gilt, enthélt O mindestens das Intervall

[Ql; Qz]- ]
Fiir diese einparametrigen Exponentialfamilien gilt nun

Satz 4.18 FEs sei P eine einparametrige Exponentialfamilie mit v-Dichten
fola) == C(Q)e¥™™,
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Q sei dessen natirlicher Parameterraum, @ sei eine beschrdnkte, A-messbare Funktion
und

Ui={:=Q+n0Q¢ecQ,neR}CC.
Dann wird durch
56) = [ pla)e T dv(a)
ewne holomorphe Funktion
6:U—C
definiert und es gilt

- /Xw(:c)T(@eZT(”dV(f”%

d. h. man kann unter dem Integral differenzieren.

Beweis: Siehe Schmitz, “Mathematische Statistik”, Satz 2.4.1. O
In der Anwendung des Satzes ist ¢ natiirlich ein Test.
Satz 4.19 Es sei P eine einparametrige Exponentialfamilie. Dann gilt:

a) Falls Q €Q ist, so existieren Momente EQT™ von beliebiger Ordnung m.

b) Die Giitefunktion eines jeden Tests ¢ ist im Inneren von Q stetig und beliebig oft
differenzierbar. Es gilt

d
@E@p =Eq(p - T) — EquEQT.

Bewelis:

a) Es ist
EoT™ = C(Q) / tmeQtdyT (z).
T(x)

Man folgert die Aussage induktiv aus Satz 4.18 (mit ™ 1e@dv?(z) anstelle von

eQtdvT ()
dm
EoT™ = C(Q)dQ—m . et dv” ().
b) In
B(@) = Bqp = C(Q) [ p()e?"Vdv(a)
muss

c@Q) =1 / QT gy ()]
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gelten. Insbesondere ist

0<C(Q) <o
und C' ist nach Satz 4.18 differenzierbar. Es folgt
d ac(@) 1
— Eop=—Y
dQ dQ C(Q)
Setzt man nun ¢ = 1, so ergibt sich

d Ao 1
0= 6"~ a0 cg T

Eq(p) +Eq(¢T).

also die Behauptung.

Wir konnen nun einen ersten zentralen Satz herleiten.

Satz 4.20 Unter den bisherigen Bedingungen sei

H =0\(91,92) gegen K = (V1,0,)

auf dem Niveau o € (0,1) zu testen, wobei V1, Vs eé mit ¥ < U9 seien. Dann gilt

(i) p* sei ein Test mit

CL) Eﬂl(p* = E192g0* = (.
b) Es gibt c1,c € R und v1,7v2 € [0, 1] mit
1, fallsT(x) € (c1,¢2)
() =< v, fallsT(x)=¢
0, fallsT(x) ¢ [c1,co
Dann ist ©* ein gleichmdflig bester Test zum Niveau o fiir H gegen K.

(i1) Fin solches ¢* existiert.
Fiir den Beweis benotigen wir noch ein vorbereitendes

Lemma 4.21 Seien by < 0 < by. Dann gilt:

a) Fiir ay,as > 0 ist die Menge
{y: a1e™¥ + age”™ < 1}

ein beschrdntes, offenes Intervall.
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b) Zu c1,co € R mit ¢; < co gibt es ay,ay > 0 mit
(c1,c2) = {y : are™¥ 4 axe®™¥ < 1}.
c) Zu c € R gibt es ay,ay > 0 derart, dass c die einzige Losung (iny) von

a1y + ae®?? =1

15t.
Beweis:
a) Da
lim a1e”? + aye”? = lim g(y) = +oo
y—+oo y—=too
gilt, ist

{y : ae™¥ + ayet?v<1}

beschriankt. Da die beteiligten Funktionen offen sind, ist die Menge offen, und da ¢
strikt konvex ist, ist sie ein Intervall (eventuell allerdings leer).

b) Dies ergibt sich wieder aus der Konvexitat von v, der Tatsache, dass fiir geeignete
ay, a2
g(O):a1+a2 <1

ist, und daraus, dass die Nullstellen von
g9(y) —1
stetig von ¢; und ¢y abhéingen.

¢) geht sehr dhnlich zu b) und ist eine Ubung.

Beweis von Satz 4.20

(i) Es sei ¢* ein Test, der (i) a) und b) mit ¢; < ¢y erfiillt. Es sei 9 € (¥4, 15). Wegen
’191—’(9,<0<’l92—’19/
existieren nach Lemma 4.21 Konstanten aq, as > 0 mit

1, falls ape@=917@) 4 gye@2=9T@) 1
p*(z) =

0, falls a;e® =70 4 gye@2=0T@ > 1

d. h. falls wir




setzen,

) 1, falls C(¢0)e”T@) > 322 k,C(0;)e%T®
#rle) = { 0, falls C(9)e"T® < T2 k,C(0;)e"T@
Aus dem verallgemeinerten Neyman-Pearson-Lemma folgt daher
Ey o™ > Egrp
fiir alle ¢ € ® mit Ey, ¢ < a und Ey,¢ < o und somit, da
O, C{ped:Eyp<a und Eyp <a}l,

auch
Eg/gp* > Eyp fiir alle p e P,.

Dies gilt fiir beliebige ¢ € K. Kénnen wir also nachweisen, dass ¢* € ®,,, also dass
Eyp* <a firalle 9 e€ H

gilt, so sind wir fertig.

Dazu sei ¥ € H und zunédchst ¢ < ;. Wieder mithilfe des verallgemeinerten
Neyman-Pearson-Lemmas folgern wir: Fiir einen Test ¢* mit

Ey,v* =1—a fir i=1,2

und

o 1, falls C(¢)e”T@) < 372 ke 7@ C(0;)
0, falls C(¢)e?T® > 372 ke T@C(9;)
mit geeignet gewihlten k; gilt:

Eﬁ/’l?b* 2 Eﬁ’w fU_I' alle w c ® mit
Eﬂﬂ/) = Eﬂﬂ/) = 1 — Q.

Diese Form des Tests lésst sich aber erreichen, wenn geeignete ay, as > 0 existieren,
so dass

: 1, falls @@ —907@ 4 g,e(P2=0T() > 1
o= 0, falls a,el”=/7@) 4 gye(2=0T) <

gilt.

Aus Lemma 4.21 folgt, dass fiir ¢* Konstanten ay, as > 0 existieren mit

1, falls @ e —"0T@) 4 gye2=91)T@) < |
o= 0, falls ;e ~"7T@) 4 qoe@2=T@ > 1

Somit hat ¢* := 1 — ¢* die gewiinschte Eigenschaft. Es gilt daher
Eﬁ/(l — QO*) Z Eﬁ/’ll}

fiir alle ¢» € ® mit
Eglw = Eﬁzw =1-—oqa.
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Da fiir den konstanten Test ¢, = «
Eﬁl(l - Qpa) = Eﬁz(l - 9004) =l-a

gilt, folgt insbesondere
Eyp® < Egpq = a.

Fiir ¢ > 195 geht der Beweis analog. Zusétzlich sehen wir hieraus, dass fiir alle p € ®
mit

Eﬁﬁp = Eﬁzsp =
gilt:

*

Eyp fiiralle ¥ € H und
Eyp firalle o€ K,

Esp
Esp

*

<
>

d. h. die Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art werden unter der Rand-
bedingung
Eﬂl@ = EﬂQQD =Q

durch ¢* gleichméflig minimiert.

Sei
Qs == {(Ep, 0, Ep,0) : p € P}

o
Wir bemerken, dass («, a) €Q,, so dass wir das verallgemeinerte Neyman-Pearson-
Lemma anwenden koénnen. Dies folgt aus der Konvexitéit von Qg zusammen mit der
Tatsache, dass

(o, ), (0,0),(1,1) € Qo,

denn die konstanten Tests ¢. = ¢ sind in ®, und aulerdem folgt aus Korollar 4.10,
dass
(,a+¢e), (o, —¢) € Q.

Q, enthilt also eine Umgebung von (o, ). Fiir ¢ € K = (9, 9,) liefert daher das
verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma die Existenz eines Tests ¢* mit

Ey, " = Ey, 0" = «
der Gestalt
. 1, falls C(¢)e” T > Z?:l kiC(09;)eVi T
e { 0, falls C(¢)e’T@ < 372 | k,C(0;)e"T@

mit geeigneten k; € R. Setzt man a; := %g?;), t=1,2, und

by 12791—19/<O<192—19/I:bg,

SO ist
* 17 falls CLleblT(x) —+ azesz(SL‘) <1
Y (z) = {

0, falls a;eT® 4 qqpet2T®) > 1~
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Nun gilt a1, as > 0. In der Tat: Gélte a; < 0 und as < 0, so folgte ¥* = 1, also auch
Eyv* =1# a.
Gilt hingegen a; > 0, as <0, so ist
Y — a1’ 4 ase’?
streng fallend. ¢* ist also von der Gestalt
o = { 1 T(z)<c
1o T(2)>ec

fiir ein geeignetes c.

Da aber (Py)yeco isotone Dichtequotienten in 7" hat, folgt nach dem Vorherigen

Eﬁl ’17/)* > Eﬁz ’17/)*

im Widerspruch zu
Eﬂid}* < E7921D* = Q.

Ebenso argumentiert man im Falle a; < 0 und as > 0. Da aber ay, as > 0 gilt, kann
man mithilfe von Lemma 4.21 auf die Existenz von ¢, co € R mit ¢; < ¢y schlielen,

so dass
1, falls T(z) € (c1,c9)

vi(z) :{ 0, falls T(z) ¢ [c1, cs]
Sei nun fir ¢ = 1,2
| amor= Jirw—ey V@), falls p(T(x) = ¢i) > 0
o 0 sonst '

Dann gilt fiir alle ¥ € ©
| v = co) | €T du(z)
{z:T(x)=c;} {z:T(x)=c;}

= o [ wdta)
{z:T(x)=c;}

C()e"y; p(T(w) = c;)
7lPo(T'(x) = ¢i).
Definiert man also ¢* durch
1, falls T(x) € (c1,¢2)

€
o (r) = 0, fallsT(z) ¢ [c1,co ,

vi, fallsT(z) =¢;, i=1,2

so gilt
Eyp* = Eyyp*  fiir alle 9 €O

und ¢* erfiillt (i) a) und b). O
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Abschlieflend sei noch bemerkt, dass es fiir realistisch kleine Stichprobenumféinge wenig
sinnvoll ist, den oben genannten Test fiir “nahe beieinander liegende” Py, und Py, durch-
zufithren. Im Limes “0; — 9¥5” testet man

H:9 #1999 gegen K :9=1,.
Da fiir jeden Test ¢ die Giitefunktion
V= Eyp
stetig ist, folgt aus Eyp < « fiir alle ¥ # ¢y auch
Ey,p < fiiralle ¢ € ®.
Somit ist der triviale Test ¢, = « schon optimal.

Nun wollen wir Tests von

H:9 e [V1,05] gegen K :v9 <9 oder v > 9y
bzw. H:1J =1y gegen K :19 #

untersuchen. Hierzu muss allerdings zunéchst die Klasse der zuléssigen Testfunktionen
eingeschrankt werden, wie man sich schnell iiberlegt. Wir haben namlich gesehen, dass
bei Familien mit isotonem Dichtequotienten, also insbesondere Exponentialfamilien, der
gleichméfBig beste Test von

Hy ={00} gegen K :{9:9>1,}
mit dem gleichméBig besten Test von
Hy={0:9 <8¢} gegen K :{9:9>10q}
iibereinstimmt. Weiter ist dieser Test ¢* im wesentlichen eindeutig und es gilt
Eyp* < a fiir alle 9 < 9.

Es kann also keinen Test geben, der fiir ¢ > 9y so gut ist wie ¢* und fiir ¥ < ¥y so gut
ist wie ¢, = a. Somit existiert kein gleichmaBig bester Test zum Niveau « fiir

H :{Y} gegen K :{¥:9# v}

Man betrachtet die folgende verniinftige Einschrinkung: Man lasst nur Tests zu, die auf
K mindestens die Giite o haben (anderenfalls gidbe es Parameterwerte 9, fiir die ¢, = «
die grofite Giite hétte).

Definition 4.22 Gegeben sei ein Alternativtestproblem.

a) ¢ € ® heifst unverfilscht zum Niveau o, wenn gilt
Eyp < a firalle Y€ H und Eyp>a firalle 9e€K.

OY sei die Menge aller solcher Tests (es gilt P% # 0, denn ¢, € P ).
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b) ©* heifst gleichmdflig bester, unverfilschter Test zum Niveau « fiir H gegen K, wenn
gilt
e ®r und Eyp* = sup Eyp
pEDY

fiir alle ¥ € K.

Bemerkung 4.23 ¢* € ¢, mit

Eyp* = sup Eyp fiir alle 9 € K

pEPY

ist auch ein gleichmdjig bester, unverfilschter Test zum Niveau o fiir H gegen K. Dies
folgt, da wegen ¢, € P4 insbesondere gilt

Eyp* > Eypo = fiir alle 9 € K,

also p* € ®L.

Wir wollen nun herleiten, dass bei einparametrigen Exponentialfamilien fiir die oben
beschriebene Klasse der zweiseitigen Testprobleme mit einem k, das zwei Zusammen-
hangskomponenten besitzt, gleichméfig beste, unverfilschte Tests zum Niveau « € (0, 1)
existieren.

Satz 4.24 Sei (Py)yeco eine einparametrige Exponentialfamilie bzgl. eines dominierenden
Mafles p mit
dPy

dp
Es seien 91,99 € © mit 91 < 95 und

= O(9)e?T@.

H={9:9¢€ @W,9)}, K=1{09:9¢[0,0]}

und o € (0,1). Dann gilt

(i) Ist p* ein Test mit

a) By, p* = Ey, 0" = a.
b) Es gibt c1,c0 € R, 71,72 € [0, 1] mit

1, fallsT(z) ¢ [c1, c2)
() =1 v, fallsT(z)=c¢;, i=1,2 .
0, falls T(z) € (c1, )

Dann ist p* ein gleichmdf$ig bester unverfilschter Test zum Niveau o fiir H gegen
K.

(i1) Es gibt einen Test der Form wie unter (i) beschrieben.

70



Bewelis:

(i)

(i)

©* sei wie in a) und b) gefordert. Wir setzen
P i=1— "

Also gilt
Eﬁlw* = Eﬁ2¢* =1—a.

Y* hat die Form wie in Satz 4.20 (i) b). Der Beweis von Satz 4.20 liefert daher: Fiir
9 € (791,192) gllt
Eyy* > Eyp

fiir alle ¢ € ® mit Ey, ¢ = Ey,p =1 — .
Wiéhlt man fiir ¢ den Test ¢1_, = 1 — «, so folgt

Eyp* > 1—« fiir alle o € (91, 09).

Fiir ¥ < 91 bzw. ¥ > 95 gilt
Eg™ < Eyy

fiir alle v € ® mit Ey, ¢ = Ey,1p = 1—a. Fiir p* = 1—9"* ergibt sich daher insgesamt
Eyp" <« firalle 9 € H,
also ist ¢* € ®,. Aulerdem gilt
Eyp* > Eyp fiir alle ¢ € K

und alle ¢ € ® mit Ey, ¢ = Ey,o = a. Nach der vorhergehenden Anmerkung bleibt
also nur noch zu zeigen, dass fiir alle p € ® gilt

Eyp* > Eyp fiir alle 9 € K.

Dies wiederum ist gezeigt, wenn sich folgendes zeigen lésst:

Behauptung: Fiir ¢ € @ gilt
Ey, o = Ey,0 = a.
Beweis: fiir ¢ € &Y gilt
Eyp <« firalle 9e H und Eyp > a fir alle 9 € K.

Da die ¥; innere Punkte sind, folgt die Behauptung aus der Stetigkeit der Giite-
funktion. O

Nach Satz 4.20 (ii) existiert ein Test ¢* mit

Eﬁl’gb* = Eﬁzw* =1- a,

der von der Form von Satz 4.20 (i) b) ist. Der Test ¢* = 1 — ¢* ist dann von der
gewiinschten Gestalt.
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Wir wollen nun das Testproblem

H={Y} gegen K ={0:9#v}
behandeln. Hierzu beweisen wir
Lemma 4.25 FEs sei (Py)yeo eine einparametrige Exponentialfamilie, ¥y 6(2), pedl ac
(0,1) sei das Testniveau fiir das Testproblem

H ={9} gegen K ={0:9 # 9y}.
Dann gilt

Es,p=a und Ey(p-T)=alyT.
Beweis: Wie oben folgt aus der Stetigkeit der Giitefunktion wieder

Ey,p = a.

Auflerdem hat die Giitefunktion ein Minimum, ndmlich «. Nach Satz 4.19 b) ist die
Giitefunktion insbesondere in 1, differenzierbar und es gilt

d
@Emﬂﬁ:ﬂo =Ey, 0T — Ey,0 - Eg,T.
Da in 9y ein Minimum vorliegt und Ey, ¢ = « ist, folgt die Behauptung. O

Als Konsequenz sehen wir: Kann man unter allen ¢ € ® mit
Eﬁow =« und Eﬂo (¢ . T) = OéquOT

einen gleichméfig besten Test finden, so hat man auch schon einen gleichméfiig besten
unverfilschten Test zum Niveau « fiir

H={9} gegen K={9€0O:9+#03}
gefunden, wenn dieser in ®* liegt.
Satz 4.26 FEs seien (Py)yco eine einparametrige Exponentialfamilie und es sei 6(2). Zu

testen sei

H={9y} gegen K ={9€0O:9#v}
zum Niveau o € (0,1). Dann gilt:

(i) p* € @ sei ein Test mit
a) Ey,0" = a, Eg, (0" - T) = aly,T.
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b) Es gibt c1,co € R und 71,72 € [0,1], so dass

1, fallsT(z) # [c1, c2)
' (x) =< v, fallsT(z)=¢, i=1,2 .
0, fallsT(zx) € (c1,co

Dann ist * ein gleichmdf$ig bester unverfdilschter Test zum Niveau o fiir H gegen

K.
(i1) Es gibt einen Test ©*, der (i) a) und b) erfiillt.

Analog zum Beweis von Satz 4.20 benttigen wir fiir den Beweis von Satz 4.26 zunéchst
ein vorbereitendes Lemma:

Lemma 4.27 FEs sei b # 0. Dann gilt

(i) Fir alle ay,ay mit asb > 0 ist die Menge
{y:a+ agy > ™}
ein offenes, beschranktes Intervall.
(i1) Zu c1,co € R existieren ay,as € R mit agb > 0, so dass
(c1,¢0) = {y : ay + agy > e}
(11i) Zu c € R existieren ai,as € R mit ab > 0, so dass ¢ die einzige Lisung von
a1+ axy = et

mn Yy 1t
Beweis: Der Beweis verlauft dhnlich zum Beweis von Lemma 4.21. O

Beweis von Satz 4.26

(i) Sei ¢* wie in (i) a) und b). Sei ¢ € K, d. h. ¥ — 9y # 0. Nach dem vorhergehenden
Lemma gibt es a;, as € R mit

“ 1, falls a; + a7 (z) < (9" =90)T ()
Y \xr)= )
0, fallsa; + axT(x) > e(0'=00)T (x)

)

d. h.

Y

gy = [ 1 Bl O > BT 4 baClI)T (a)e? "
€Tr) =
7 0, falls C(9)e"T) < k,C(90)e? T + kyC (o)™ )T (a)
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wobei a; = kgg?;) ist. Wendet man das verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma

auf die (u-integrierbaren) Funktionen

gi(x) = C(ﬁo)eﬁOT(x) ,

ga(x) = C(0)e™ T (x),
g3 (l’) _ C(ﬁ/)eﬁ’T(x)
an, so folgt
Ey* > Egp

fiir alle ¢ € ® mit Ey,p = o, Ey,0 - T = alEy,T. Da 9" € K beliebig gewahlt war,
gilt dies fiir alle ¥ € K. Nach Lemma 4.25 ergibt sich also

Eyp* > Eyp fir alle ¢ € &% und fiir alle ¢ € K.
Nach Bemerkung 4.23 ist (i) gezeigt.
Fiir (ii) bendtigen wir zunéchst
Behauptung: (o, alEy,T) ist ein innerer Punkt von

Qy = {(Ey, 0, By, oT) : p € B}.

Beweis: Der Beweis dhnelt dem Beweis von Satz 4.20, der in den Skripten von Als-
meyer und Schmitz steht. O

Fiir festes ¢ € K mit ¢ > ¥y (der Fall ¢ < ¥y geht analog) folgt daher aus dem
verallgemeinerten Neyman-Pearson-Lemma die Existenz eines Tests ¢)* mit

Egv* =a und Ey,(¥*T) = aEy,T
und

Y

Y 1, falls C(¢9)e? 7@ > (ki + koT(x))C (9g)e?oT @)
€Tr) =
0, falls C(0)e"T® < (ky + kT (2))C ()T

also
() 1, falls a; + ayT(x) < 7@
€Tr) =
0, falls a; + a1 (z) > 7@

mit geeigneten Konstanten a;, a; und b > 0.

Um Lemma 4.27 anwenden zu konnen, benotigen wir, dass asb > 0, also ay > 0,
gilt. Angenommen a, < 0. Dann gilt

. 1, fallsT(z) >k
Vr(x) =
0, fallsT(x) <k

fiir ein geeignetes k, d. h.

o 1, falls T'(z)C(9)e?T®) > kC(1y)e’T@)
€Tr) =
0, falls T'(2)C(9g)e?T® < kC(dy)eo T
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Da auBerdem Ey v* = «a gilt, folgt aus dem verallgemeinerten Neyman-Pearson-
Lemma

/ V" ()T (2)C (Wo)e™ T Pdp() > / ()T (2)C(Po)e”™ " @ dpu(x)
fiir alle ¢ € ® mit Ey,¢ = a, d. h.

Eﬂo (¢*T> > IE790 (90 ’ T)

fiir alle ¢ € ® mit Eg,¢ = a. Da aber (a,aEy,T) ein innerer Punkt von Qy ist,
existiert ein Test ¥ € ® mit

Eyp, =a und Ey T > aEyT.
Insgesamt ergibt sich somit
Eﬂo (¢*T) > Eﬁo (’(/JT) > O‘E%T

im Widerspruch zur Wahl von ¢*. Aus Lemma 4.27 folgt daher die Existenz von
c1 < ¢g, so dass gilt

o1 falls T(x) € [e1, ¢
via) _{ 0, falls T'(z) € (c1,¢2)

Definiert man schliellich noch die v; geeignet als
u({x:T(lx):ci}) f{x:T(x):ci} @D*(l')du(l’), falls /”L({x : T(I) = Cz}) >0
Vi =
0, sonst

und
1, fallsT(x) ¢ [c1,co]

o (x) =< v, fallsT(z) = ¢ )
0, fallsT(x) € (c1,c2)

so erfiillt ¢* die Bedingung (i) a) und b) und ist somit gleichméflig bester un-
verfalschter Test zum Niveau a. o

Fiir die Werte von Eyp* erhélt man:

Lemma 4.28 In der Situation von Satz 4.26 sei die Verteilung von T unter p, pr, kein
2-Punkt-Mafs, o* sei ein Test wie in (i) a) und b). Dann gilt

Eye® >«  fir alle 9 # 9.

Beweis: Der Beweis ist eine Ubung. O

Ist die Verteilung von IP’?O symmetrisch zu einem Punkt a € R, d. h. gilt fiir alle c € R
Py, (z:T(x) —a>c) =Py, (z:T(x) —a < —c),

so lassen sich die obigen Konstanten ¢; und ~; leicht bestimmen.
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Satz 4.29 In der Situation von Satz 4.26 sei P symmetrisch zu a € R. Es seien ¢ € Rt
und v € [0,1], so dass

Py, (x: T(z) —a > c) + Py, (T(z) —a =c) = %
gilt und

1, falls|T(x) —al >c

() =X v, falls|T(x)—a|=c .
0, falls|T(z)—al <c

Dann st ©* ein gleichmdfiig bester unverfilschter Test zum Niveau o fiir H gegen K.

Beweis: Wir zeigen, dass ¢* von der Gestalt ist, die in Satz 4.26 (i) a) und b) angegeben
ist. Es gilt
1, fallsT(x) ¢ [a—¢,a+ €]

() =< v, fallsT(x)=a+e
0 sonst
und Y a
]Eﬂ()go* - 5 + 5 =

aufgrund der angenommenen Symmetrie. Ebenso gilt aufgrund der Symmetrie von IP%O

EgT:a

0

und

Eaylo"(T - ) = |

(T — a)dPy, + 7/ (T — a)dPy, = 0.
{IT(z)—al>c}

{IT(x)—al=c}

Also folgt insgesamt:

Eﬂo (QO*T) = IE790 (90* (T - a)) + aEﬂoQO* =aa = aEﬂoT'

Da hier nur ein Fraktil behandelt werden muss, ist der Aufwand derselbe wie bei einem
einseitigen Testproblem.

Beispiel 4.30 FEs sei
20
X ={0,1}*, A=PX) und P ={)Ber(p):pec(0,1)}.
=1

Es seq ) |
H:{§} und K:{p>P7é§}
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zu testen. Beziiglich des Zdhlmafies haben wir eine einparametrige Exponentialfamilie mit

C(W)=(1-p)* und Q) =log g

mn ”
T(z)=> X
i=1

Fiir o = 0,1 ergibt sich z. B. als gleichmdflig bester unverfilschter Test

1, falls | 320, X; — 10| > 4
@ (z) =< 0,7919, falls| 320, X; — 10| =4 .
0, falls | 3220, X; — 10| < 4
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5 Tests im Zusammenhang mit der Normalverteilung

In diesem Kapitel soll eine Reihe von Testsituationen untersucht werden, die in Anwen-
dungssituationen von Statistik hiufig vorkommen: Die Xi,..., X, sind i.i.d. N (p,o?)-
verteilt, aber wir kennen zumindest einen der Parameter nicht. Die einfachste Situation
(u ist unbekannt, aber o bekannt) haben wir schon im Rahmen des letzten Kapitels un-
tersucht. Die anderen Fille werden wir hier eher beschreibend betrachten. Es lassen sich
ahnliche Optimalitdtsbetrachtungen anstellen wie in Kapitel 4, wobei man die Klasse der
Tests weiter einschréankt. Dies wollen wir uns aber hier ersparen. Zu testen seien also die
Hypothesen

H:p<py gegen K :pu> g (5.1)

und
H:0* <o) gegen K:o0°>op, (5.2)

in den Fillen, wo es Sinn ergibt. Fiir den Test unter (5.1) kénnen wir, wie wir im letzten
Kapitel schon gesehen haben, die Priifgrofie

T(Xl,...,Xn):Zn:X,-
i=1

betrachten. Da wir zu allen praktischen Durchfiithrungen des Tests die Verteilung unserer
Priifgrofle kennen miissen, betrachten wir dquivalent

n

T(X1,...,X,) = \/%O_O Z(X,- — o).

Ist 02 unbekannt, so lisst sich die Varianz durch die empirische Varianz

_ 1 _
2: X_X2

mit
— 1
schitzen und sodann die Priifgrofie

n

T(X1,....X,) = %% > (K- p)

betrachten. Testen wir umgekehrt (5.2), so bietet es sich wieder an, als Priifgréfie fiir o
seinen UMV U-Schétzer

1 n

il X; — n)?

- ;( 1)

bzw. im Falle, dass p nicht bekannt ist,

nilz(Xi _X)2

i=1
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zu betrachten. Wiederum aus dem Grund, dass sich ihre Verteilung leichter berechnen

lasst, betrachten wir dquivalent

_ 1 _
bzw. S? = —22(Xi—X)2.

Wir verwenden wie im vorherigen Kapitel stets Tests der Struktur
1, falls7(Xy,...,X,) >c

(X1, .., X,) = (X )>e
0, falls7(Xy,...,X,) <c

Hierbei ist 7 eine der Priifgrofen T, T', 52, S%. Der Wert von ¢ bestimmt sich wieder danach,

dass der Test die Fehlerwahrscheinlichkeit v 1. Art einhalten soll.

, Xy d.i.d. N(0,1)-verteilt, so heifst die Verteilung von

3 X
=1

Definition 5.1 ) Sind Xy, ...

(zentrale) x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden.
b) Sind X und Y unabhingige Zufallsvariablen und ist X N(0,1)-verteilt und Y x2-

verteilt, so heifst die Verteilung von

Tl -

(zentrale) t,,- Verteilung oder Student-Verteilung mit n Freiheitsgraden.

a) Die x?-Verteilung hat die Dichte

Satz 5.2
_ 2n/2r1(n/2) 2?1 >0
fn(x) =
0 sonst
Hierbes ist -
['(z) :/ v le " dx
0

die I'-Funktion.
b) Die Dichte der t,-Verteilung ist gegeben durch

o (2) :& (1+%2)_ 2




Bewelis:

a) Beweisen wir per Induktion iiber n.
n=1: Es sei X ~ N(0,1). Dann gilt

P(X?<z) = P(—vz <X <V7)
Ve
= 2 e P2t

o V2T
o —1/2 —2/2
= —z e *4dz.
/0 V2T

Da I'(3) = /7 ist, beweist dies den Induktionsanfang. Aufgrund der Definition der
x2-Verteilung gilt

9n(2) = Gno1*91(2)

_ /_OO (@) (2 — 7)dz

[e.9]

z 1 mn— ]_ Z—X
v / _ le_le_mﬂ—(z — x)_l/ze_Tdm.
0 272

r(=) Var

Setzt man y = 2, so erhilt man
—z/2 1
e n=1_q n-1_y _1 1
gn(2) = m2nzlr(n__1>/o 27 ly T (L - y) R zdy
2
n_q _z

e TG
rg)2n2rsr)  y(3)
z2 e 3

= 2"/2P(g)’

wobei wir bei der vorletzten Gleichheit die Eigenschaften der 5-Funktion ausgenutzt
haben.

b) Essei X ~ N(0,1) und Y ~ y2-verteilt. Sei A > 0. Dann gilt

2

oo pAy/n
P X <A =P(V/nX < \WY) :/ / L e~ 2 gn(y)da dy.
0 —00

\/% V2r

Wegen I'(3) = /7 ergibt sich mit ¢(t) = ty/y/n

&

y+t2 ) ntl

o2ty y 2 dtdy.

f;% < A) - /; \/52"3111“(%)“%)
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Eine erneute Substitution ¢(z) = 1322 liefert

n

X > A n+1 t2 n+1
P <A = / / fe_zzT_l(l +—)" 2 dzdt
(xﬁwn ) 0 ) VATBT (D) n

= /A L s ﬁ)—”T“ </oo e—zz%“—ldz) dt
e VAP(B)(3) " n 0 '

Die Definition der I'-Funktion ldsst nun das innere Integral als F(”T“) erkennen.

Um dieses Resultat verwenden zu konnen, bendtigen wir

Satz 5.3 Xi,..., X, seien i.i.d. N'(u, 0?)-verteilte Zufallsvariablen. Setze

\ 1 . 2 1 - V)2

i=1

Dann gilt:

(i) X und S? sind unabhingig;
(ii) X ~ N, %);
(iii) “5HS* ~ iy

(iv) VAt ~t, .

Zum Beweis benotigen wir

Lemma 5.4 Seien Yi,...,Y, ii.d. Zufallsvariablen, die allesamt N(0,1)-verteilt sind
und sei A eine orthogonale n X n-Matriz. Setze

Z = AY.

Dann sind die Zy, ..., Z, ebenfalls i.i.d. N'(0,1)-verteilt.

Beweis: Wir zeigen

21 zZn N 1
P[Zlgzl,...,anzn]:/ / 11 e "2, .. . dry.



Sei I = (—o00, 2] X ... x (=00, 2,]. Dann ist
P(Zlgzl,...,anzn) = IP(ZGI)
— P(AY € )
P(Y € A1)

= / fy(z,. .. xy)dxy ... dx,
A=)

_ /IfY(Ay)(detA_l)dm . dy,,

wobel

1 n A
-y x/2
fy(zi,....,zp) = —= ) e
Y( 1 ) < /—2)

die Verteilung von Y ist und wir die Transformationsformel benutzt haben. Da A ortho-
gonal ist, gilt det A =1, also

PZ <z,....72, < z) = /fy(Ay)dy1 . dy,
I

= /IfY(y)dyl---dyn

21 zn M 1 )
= ——e "2 d
e Ty .. .dTq,
/;oo /—oo];Jl: V2T '

wobei wir bei der vorletzten Behauptung benutzt haben, dass fy (y) nur von der euklidi-
schen Linge von y abhingt und A, A=!, AT lingentreu sind. O

Beweis von Satz 5.3: Da die X,..., X, i.i.d. N (u,o?)-verteilt sind, sind die Zufalls-

variablen
Xi—p

o
i.i.d. N(0, 1)-verteilt. Wir wihlen (z. B. nach dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungs-
verfahren) die Matrix A, deren erste Zeile gleich

Y, =

1 1 .
— .., — | =
vn' U \/n
ist und setzen
7 = AY.

Nach dem vorhergehenden Lemma sind die Koordinaten Zi,..., 7, von Z i.i.d. und
N (0, 1)-verteilt. Wir betrachten

Y ZE =272 = [(AY)"AY || = [YY || = )Y
i=1 i=1
da A orthogonal ist. Weiter ist

1 n
VX = — ) oYi+pu
= o VY +vnp=0-Z+/nu
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sowie

(n—1)8* = Z(X-—X)2:02 Y-—Y)2

wobei die vorletzte Gleichheit folgt, da
1Z]* = | AY'||*

ist. Nun folgt die Behauptung leicht:

(i) Da Z1, ..., Z, unabhéngig sind, sind auch
VnX =oZy +/np

und

= i 7z
n-13 Z
unabhéngig.
(i) Da Z; N(0, 1)-verteilt ist, ist

- o
x="27z
Jn 1+ p

N (i, 02 /n)-verteilt.
(iii) Da Za, ..., Z, unabhingig N (0, 1)-verteilt sind, ist

K
X2 _,-verteilt.

(iv) B
X — - 7z

S \/ Zzzzz \/n121222‘

Dies ist somit t,,_1-verteilt.

Vvn
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Die obigen Uberlegungen fiihren auf die folgenden Tests fiir normalverteilte Zufallsvaria-
blen:

a) Testen bei bekannter Varianz % = 03
Ho:p<po gegen K :p> pg
mittels

p(X,

)

Vi
7Xn) _ 1, falls U—O(X — Mo) > Ul—q
0 sonst

wobei uy_, das 1 — a-Fraktil von N(0, 1) ist. Dies ist der einseitige GauB-Test.

b) Testen bei unbekannter Varianz o2

Ho:p<po gegen K :p> o

mittels

(X,

Y

X)) = 1, falls &g >, 4,
o 0 sonst

wobei t,,_11-o das 1 — a-Fraktil der ¢,,_;-Verteilung ist. Dies ist der einseitige Stu-
dentsche t-Test.

c¢) Testen bei bekanntem
Hy:0?<of gegen H,:0°> o0}

mittels

1, falls 57" (X;—p)2> 2,
(X, ..., X)) = o2 22_1( 1) X, |
0 sonst

wobei x7 |_,, das 1 — a-Fraktil der x2-Verteilung ist. Dies ist der einseitige x*-Test
bei bekanntem .

d) Testen bei unbekanntem g
Hy:0* <05 gegen H,:0°>op

mittels

P(X1, ..

Y

1 N5 . _ X2 2
’Xn) _ { 17 falls 08 Ei:l(Xl X) > Xn—l,l—a

0 sonst

wobei x7_; |, das 1—a-Fraktil der 3 _,-Verteilung ist. Dies ist der einseitige x*-Test
bei unbekanntem .

Bemerkung 5.5  a) Der einseitige Gaufs-Test ist ein gleichmdfig bester Test zum Ni-
veau « fiir das obige Testproblem, wie wir in Kapitel 4 gesehen haben.
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b) Der einseitige t-Test von Student ist ein Test zum Niveau «, denn:
Fiir py < o gilt:

X—n X—n
]P)/u \/ﬁ g ’ > tn—l,l—a:| S ]P)Ml |:\/E g . > tn—l,l—a = Q,
wobei die Ungleichung folgt, da wir das Ereignis “vergroflert” haben, die letzte
Gleichheit, da die normalisierte Zufallsvariable unter pu = py t,_1-verteilt ist.
¢) Ahnlich zeigt man, dass die x*-Tests aus c¢) und d) Tests zum Niveau o sind.

d) Man kann zeigen, dass der t-Test aus b) und die x*-Tests aus c) und d) dhnliche
Optimalititseigenschaften haben wie der Gauf-Test unter a).

Bemerkung 5.6  a) Mdchte man in Satz 5.4 a)
Ho:p 2> po  gegen  Hy:p < pio

testen, so ersetze man in der Definition des Tests

n -
£(X — flo) > U1
0o

durch
VLD

—(X — ,u()) < Uq,
0o

wobei u, das a-Fraktil der N'(0,1)-Verteilung ist. Analog geht man in b) — d) vor.

b) Zweiseitige Tests: Mdchte man in a)
Ho:p=po gegen Hy:p# po

testen, so ersetze man in der Definition des Tests

vn

~—(X — po) > u1—q

0o
durch J
n _
'O'—O(X — ,u()) > Up-g.
Analog geht man in b) vor.
In ¢) und d) verwendet man
1 < .
Xpa < 72 d (X -X) < Xpi-a  baw.

1 _
X2ja < — Z(Xz - X))’ < Xi—l,l—g

als Ablehnungsbereich von Hj.
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¢) Zweistichproben-Probleme
Gegeben seien nun zwei Stichproben

Xi,..., X, und Yi,....Y,

zweier Normalverteilungen mit unbekanntem Erwartungswert px bzw. py und glei-
cher (bekannter oder unbekannter) Varianz o2 bzw. 0. Getestet werden soll

H:px =py gegen K :px # py.

Solche Tests sind in der Prazis beim Vergleich zweier Produkte (Medikamente, Schuh-
sohlen, ...) wichtig. Ist die Varianz o2 bekannt, so schitzen wir ux bzw. py durch

n

] I
X==)X; bw. Y==>Y]
{— M
Wir betrachten als Testgrofie |Z| mit

n-mX-Y

n+m oy

7 —

Z ist als Linearkombination normalverteilter Zufallsvariablen unter H wieder nor-
malverteilt und zwar mit Erwartungswert

m1l _
Bz = 2" 2 (EX —EY)
n -+ mog
= T )
= n—i—mao’ux Hy
= 0
und Varianz
n-m 1 = —
V(Z) = —(V(X)+ V(Y
(2) = TS (V) V()
n-m 1 <a§ a%)
= —(2+2
n+mog \n m
= 1.

Es liegt also nahe, H abzulehnen, falls
|Z| > Ui-g
ist, wobei uq o wieder das af/2-Quartil der Normalverteilung ist. Dies ist der zwei-

seitige GauBtest fiir 2 Stichproben.

Ist dagegen auch o® unbekannt, so schitzen wir analog zum zweiseitigen t-Test
zundchst die Varianz durch die sogenannte gepoolte Stichprobenvarianz:

Z?:1(Xi - X)2 + Z;n:1(y3 - }7)2
n+m—2 '

52 =
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Tatséichlich ist S* erwartungstreu fiir o*, denn

ES? = 1

= 5 (M= VX + (m =) V(1) =

m(n—1+m—l)a2 = 0'2.

Als Testgrofe | Z| verwenden wir diesmal den Betrag von

n-mX-Y
n+m /S2

Man rechnet nach, dass Z unter H t-verteilt ist mit n + m — 2 Freiheitsgraden.
Daher lehnt man H ab, falls

|Z| > ta/2,n+m—2

ist, wobet t1-2 ntm—1 wieder das 1 — 5 -Fraktil der ty, yn,—2-Verteilung ist. Dies ist der
zweiseitige t-Test fiir zwei Stichproben.

Bemerkung 5.7 Qualitatspriifung

Es soll tiberpriift werden, ob bei Mineralwasserflaschen die richtige Fillmenge erreicht
wird. Es werden n = 100 Flaschen getestet, dabei beobachtet man eine durchschnittliche
Fiillmenge von X = 0,71 Litern bei einer empirischen Varianz von S* = 0,003. Der
Sollwert betrdagt 0,7 Liter. Wir testen

H:p<0,7 gegen K :p>0,7

auf dem Niveau 5 %. Wegen

X — o 0,71-0,7
=100 ————" ~ 1,83
ﬁ( S ) /0,003 ’

und

tn—1,1—a = t99,0,95 =~ 1,66

kann die Hypothese auf dem Niveau 5 % verworfen werden.

Interessant ist, dass man bei der Auffassung als zweiseitiges Testproblem die Hypothese
H:p=0,7 gegen K :pu+#0,7
die Hypothese auf dem 5 %-Niveau beibehalten muss, denn stets ist noch

X — o
S

%z

~ 1,83,

aber

tn—1,1-2 = tog,0,075 = 1,98.

Dies ist gewissermafSen paradox, man behdlt eine schwdchere Hypothese bei, erkldrt sich
aber daraus, dass der Ablehnungsbereich in Richtung pu > 0,7 schrumpft, da nun auch
Werte mit p > 0,7 zu einer Ablehnung fiihren.
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Beispiel 5.8 “Marktforschung”

Im vergangenen Jahr betrug der Wert eines “Warenkorbs” im Durchschnitt 312 Furo.
Kaufen wir heute den gleichen Warenkorb in n Kaufhdusern ein, so bezahlen wir dafiir
Xq,..., X, Euro. Kann man daraus schlieffen, dass der Preis des Warenkorbs gestiegen
ist?

Als Zahlenbeispiel nehmen wir n = 40, X = 315 und S? = 120 an und testen
H:p<312 gegen K :p> 312
auf dem Niveau o = 0,05. Wegen
tn—1,1—a = 139,095 ~ 1,69

und

X — po 315 — 312
n = VA0S 2T~ 1,73
Vin—g V120

lehnen wir H ab. Der Warenkorb ist also teurer geworden.

Beispiel 5.9 “Mietspiegel”

Die Westfilischen Nachrichten bieten n = 10 Vierzimmerwohnungen zu Quadratmeter-
preisen 7,52, 6,90, 9,05, 6,60, 7,97, 8,29, 7,48, 10,12, 7,47, 7,45 an. Dariiber hinaus gibt
es m = 5 Finf- oder Sechszimmerwohnungen zu Quadratmeterpreisen von 6,92, 8,94,
9,31, 7,33 und 8,13 (Kaltmiete in Euro pro Quadratmeter). Kann man schlieflen, dass
sich der Quadratmeterpreis zwischen Vier- und Fiinf- oder Sechszimmerwohnungen un-
terscheidet?

Es sind T = 7,89 und Y = 8,13 die Durchschnitts-Quadratmeterpreise. Wir testen somit
Ho:px =py gegen K :pux # py

unter der Annahme, dass 0% = 0% sowie der Annahme, dass alle beteiligten Daten nor-
malverteilt sind. Das Niveau sei o =5 %. Es ist n = 10, m = 5 und

1
S? = 1—3(9,65 +4,15) ~ 1, 06.

Damit ist v
‘ nemo Az ~ 0,4
n—m +/52
und wegen

tnrm—2,1-g = l13,0975 = 2,2

kann die Hypothese nicht verworfen werden.
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6 Lineare Regression

Wie im eben besprochenen Zweistichproben-Problem haben wir bei einfachen Regressio-
nen zwei Datensétze (z1,...,z,) € R” und (y1,...,y,) € R™ gegeben, die stochastisch
modelliert werden sollen. Wir fassen diese zu Paaren

(x1,y1), (T2, y2), - - -, (T, Yn)

als Realisierungen von Zufallsvektoren (X1,Y)),..., (X,,Y,) auf, die typischerweise nicht
identisch verteilt sind. Dariiber hinaus deuten wir die Zufallsvariablen Y7, ...,Y,, als Ziel-
variablen und nehmen an, dass sie folgendermafien von den Ausgangsvariablen X, ..., X,

abhéngen
YVi=¢(X;)+e firale i=1,...,n, (6.1)

wobei

e ©: R — R eine beliebige, messbare Regressionsfunktion ist und

® c1,...,c, reellwertige Zufallsvariablen sind, die sogenannte StérgroBen, durch die
z. B. Messfehler modelliert werden.

Bemerkung 6.1  a) Ein wichtiger Spezialfall ist der, dass ¢ : R — R eine lineare
Funktion ist, die sogenannte Regressionsgerade. Es gibt dann also o, 3 € R, so dass

o(x) =a+ Pz firale xe€R.
Hierber heifit o Regressionskonstante und (3 Regressionskoeffizient.

b) In diesem Fall sind «, 3 unbekannte Modellparameter, die aus den Beobachtungen
(T1,.. . xn) und (Y1, ..., Yn) geschitzt werden sollen.

Bei einem solchen Problem erhebt sich die Frage, wodurch sich ein guter Schéitzer aus-
zeichnet. Wir wollen hier die Standardmethode vorstellen, die sogenannte Methode der
kleinsten Quadrate. Die Idee hierbei ist die, dass wir versuchen, Schéitzer & und g3 fiir «
und (3 so zu bestimmen, dass der mittlere quadratische Fehler

(0, 8) = £ S - (a+ o)

7 n — (2 (]

fiir (v, ) = (&, 3) minimal wird. Hierzu setzen wir n > 2 voraus und dass die Reihe der
x; nicht konstant ist.

Satz 6.2 Der Kleinste-Quadrate-Schitzer (KQS) fiir (a, 8) ist das Paar (&, 3) mit
.82 .
ﬁ:Ty und & =Y, — BTy.
SfE"L’
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Hierbei sind T, bzw. vy, definiert durch

Ty = %;xl und Y, = %;yl,

also die Stichprobenmittelwerte. Desweiteren sind

n

L= g D

n—1 —
s2 = ! Z(:z:Z — Tp)(ys — Yn) und
i n—1<
st = ! Z(yz — )%
w n—1

i=1

also die Stichprobenvarianzen bzw. -kovarianzen.

Beweis: Differenziert man e(a, 3) bei festem 3 nach «, so sieht man, dass

n

o= g;(yz — B;) = Un — BTy

stets e(a, #) minimiert. D. h. fiir jedes feste [ ist

n n

> (Wi — Br:) = o — BEa))* =Y (Wi — §n) — Blai — 7)* = (n— 1)(s2, — 2852, + °s%,)

=1 i=1

der kleinste Wert des mittleren quadratischen Fehlers. Differenziert man dies nach 3, so
ergibt sich

82

5=

)
S(E(E

Bemerkung 6.3 e(a, 3) misst den vertikalen Abstand zwischen (x;,y;) und (x;, p(x;))
(mit o(x) = o + Bx) an den Stellen xy,. .., x,. Anstelle dessen liefle sich auch der hori-
zontale Abstand messen. Dies entspricht im wesentlichen einer Vertauschung von x und
y und fihrt zur Lisung

A s>

/6/(1'7?/) = % U?’Ld d,(Iv y) = :Z'n - /é/gn
vy

zur Schitzung der (inversen) Regressionsgeraden
¢'y) =z =a"+ 8.
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Da es tiblich ist, y als Funktionswert aufzufassen, ergibt dies

o 1

Zu beachten wire, dass im allgemeinen

~

— ~

oG und (8)7#5

gilt.

Beispiel und Ubung 6.4 Im Weinbau werden die Ertrige nach der Lese in Tonnen pro
100 m* gemessen (t/m?). Es ist bekannt, dass der Jahresertrag bereits im Juli ziemlich gut
aus der mittleren Anzahl von Beeren pro Traube, der sogenannten Clusterzahl, vorherge-
sagt werden kann. Das folgende Beispiel soll dies illustrieren. Dabei sei der Jahresertrag
die Zielvariable, die Clusterzahl die Ausgangsvariable. Gemessen werden die folgenden
Grifien, wobei die Daten des Jahres 1972 fehlen, weil in diesem Jahr das untersuchte

Weinanbaugebiet von einem Wirbelsturm heimgesucht wurde.

Jahr | Ertrag | Clusterzahl
1971 5,6 116,37

1973 | 3.2 82,77
197 | 4.5 110,68
1975 | 4.2 97,50
1976 | 5,2 115,88
1977 2,7 80,19

1978 | 4.8 125,24
1979 | 4,9 116,15
1980 | 4.7 117,36

1981 | 4.1 93,51
1982 | 4.4 107,46
1983 | 5.4 122,30

e Zeichnen Sie ein Streudiagramm der Daten.

e Bestimmen Sie die Schitzer & und 3 sowie &' und ' und zeichnen Sie die Regres-

sionsgerade in das Streudiagramm.

e 1984 werden 100 Beeren pro Traube gezdihlt. Prognostizieren Sie mit Hilfe der Re-

gressionsgerade
y=a+px

den zu erwartenden Jahresertrag.

Bislang wurden keine spezifischen Modellannahmen {iiber die Stérgrofien e, . .

., €, benotigt.

Umgekehrt konnten auch keine Giiteeigenschaften der & und B hergeleitet werden, aufler
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dass eben der mittlere quadratische Fehler e(a, #) minimiert wird. Wir wollen von nun
an zusatzlich voraussetzen, dass die €y, ..., &, paarweise unkorreliert sind und dass

Ee; =0 und Vg, = o2

fiir jedes ¢ = 1,...,n ist, und 02 > 0 von ¢ unabhiingig und im allgemeinen unbekannt
ist. Wir nehmen des Weiteren an, dass die Ausgangsvariablen deterministisch seien, d. h.
wir wissen, dass

Xlzl’l,...,Xn:In

ist, und die (x;) seien bekannt. Auflerdem sei n > 2 und die (z;) seien nicht konstant. Fiir
die Zielvariablen Y7, ... Y, gelte fir allei =1,...,n

}/;:Oé—Fﬂxi—i‘Ei.

Somit ist
EY; = a + fz; und VY, =2

Wir wollen nun « und  mit einem linearen Schétzer aus den (yi, ..., y,) schitzen.

Definition 6.5 FEin linearer Schdtzer ist eine Linearkombination
L(Y,....Ys) = ) diYi
i=1
fiir feste Konstanten dy,...,d, € R.

Satz 6.6 Der (lineare) Schitzer
B=d\Yi+...+d,Y,

ist genau dann erwartungstreu fir 3, wenn

n

i=1 i=1

~

Beweis: [ ist erwartungstreu genau dann, wenn gilt:
E3 =Y dEY; = §.
i=1

dies ist gleichbedeutend mit

n

B=Y dEY; =Y dia+Bz;) =ad_d)+ B0 dix:).
i=1 i=1 ' i=1

i=1

Das impliziert die Behauptung. O

Analog zum UMVU-Schétzer in Kapitel 3, also demjenigen erwartungstreuen Schéitzer,
der die Varianz minimiert, suchen wir nun den besten linearen erwartungstreuen Schatzer,
also einen Schétzer, so dass es keinen linearen erwartungstreuen Schétzer mit kleinerer
Varianz gibt; diesen neuen wir einen BLUE (= best linear unbiased estimator).
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Satz 6.7 Der lineare Schdtzer

(n—1)s3,

Beweis: Da sowohl die (¢;); als auch (Y;)?; unkorreliert sind, ergibt sich

V) = 3BV = 0 S,
=1 =1 =1

fiir beliebige dy, ..., d, € R. Ein BLUE-Schétzer muss also erfiillen:

zn:di =0, zn:dixi =1 und zn:df L minimal.
i=1 i=1 i=1

Somit folgt

iy diti)? 1
(Zzznl ‘Z ) _ _ - (62)
2im d; i=1 i
S d? ist also genau dann minimal, wenn die linke Seite von (6.2) maximal ist. Da
auferdem
- 1 —
dp=—>» d;=0
gilt, folgt

O diwi)® (O (di — dn) (i — 30))?

Z?:l dzz B Z?:1<dz - Cin 2
- 2
— (r; — 7,)? ( D i1 %(dz —dy) (2 — Ty)
n i —dy)? n Ti—Tn
VS, e g ()

Der Ausdruck in der Klammer lasst sich als Korrelationskoeffizient der Zufallsvariablen
D, X : Q) — R mit

D@i)=d;, X(i)==x

und Q@ = {1,...,n}, P({i}) = 1 auffassen. Der Ausdruck ist also daher genau dann
maximal, wenn D und X linear abhéngig sind, also wenn

d; = az; + b (6.3)

fiir alle ¢ = 1,...,n und geeignete a,b € R gilt. Wegen Satz 6.6 gilt

n

Z(axi +b) =0 und Z(axi +b)z; = 1.

i=1 i=1
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Hieraus folgt, dass

1
b=—azx, und a=—; —.
> i (T — @)
Setzen wir dies in (6.3) ein, so ergibt sich die Behauptung. O

Bemerkung 6.8 Der in Satz 6.7 hergeleitete BLUFE-Schdtzer

n

D T D A o

i=1 xT Tx

fiir B stimmt mit dem KQS-Schitzer aus Satz 0.2 iberein. Aus dem Beweis von Satz 6.7
ist ersichtlich, dass die Varianz von (3 in (6.4) gegeben ist durch

2 2

L S e
=1

n—= 1)892696 Zyz_ll (ajl - fn)z.

Zusétzlich wollen wir nun annehmen, dass die Storgréflen €4, ..., ¢, i.i.d. normalverteilt
sind. Somit ist

g ~N(0,0%) und Y; ~N(a+ Bz;,0?)
fir alle ¢ = 1,...,n. Wegen der Unabhéngigkeit der (g;) sind auch die (Y;) unabhéngig.
Betrachten wir fir festes (x1,...,z,) die Log-Likelihoodfunktion der unabhéngigen Zu-
fallsgrofien Y7,...,Y,

Do (i —a— /59%')2‘

202

o8 Lo 0 0,5,0%) =~ log(27) — L log o -

Fiir jedes 02 > 0 und jeden Vektor (yi,...,y,) nimmt die logarithmische Likelihoodfunk-

~

tion log L als Funktion von («a, 3) ihr Maximum fiir denjenigen Vektor (&, 3) an, der den
Ausdruck

n

Z(yz —a— ﬁxi)z

i=1
minimiert. Dies ist das Minimierungsproblem aus Satz 6.2. Die Losung lautet

Wir sehen also:

Satz 6.9 Sind diecy,...,c, N(0,02)-verteilt und unabhingig, so stimmt der ML-Schitzer
mit dem KQS-Schitzer fir («, 3) aus Satz 6.2 iberein.

Bemerkung 6.10 Weil (&,3) die Loglikelihood-Funktion fiir jedes o® > 0 mazimiert,
ergibt sich der ML-Schiétzer 62 fiir 0 als Mazimum von

Doy —a— /39%')2‘

202

logL(yl> cee >yn;da/éao-2) = —glog(%r) - glogoj -
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Ahnlich wie im Fall von unabhingigen und identisch verteilten Stichprobenvariablen ergibt
sich die Lisung dieses Mazimierungsproblems durch 2-faches Differenzieren nach o?

. 1 ¢ .5
U(ylv' e 7yn) = EZ(yl —a— 6:1:1)2

i=1

Wie im identisch verteilten Fall ist der Schdtzer nicht erwartungstreu. Dies wollen wir
genauer untersuchen.

Wir setzen
éZ:K—d—/@[L’Z, Z:]_,,TL

Offenbar ist

n
1
o=
n
i=1

Fiir die Bestimmung von E¢? geniigt es also, Eé? zu bestimmen. Hierfiir zeigen wir

Lemma 6.11 SeienY,...,Y,, unkorrelierte Zufallsvariablen mit E(Y?) < +oc und VY; =
o? fiir jedes i = 1,...,n. Fiir beliebige c1,...,c, €R, dy,...,d, € R gilt dann

Cov(i ¢Ys, i d;Y;) = o? i d;c;.
i=1 =1 i=1

Beweis: Das ergibt sich durch einfaches Nachrechnen. O
Somit konnen wir Eé; und Vé; berechnen:
Satz 6.12 Fir allei=1,...,n gilt

Eé, =0

und

w2 2 n—2 1 1n22 — 2 -
V() =Eé =0 ( - +(n—1)s§,x (E;:Ejjtxi—Q(xi—xn) —2:@%)).

Beweis: Es gilt Ee; = 0, also EY; = a + [z;. Aulerdem sind & und B erwartungstreu fiir
a und §. Daher folgt

Eé; = B(Y; — &+ fx;) = o+ fa; — (o + fa;) = 0.
Aulerdem gilt:
V&, = VY; + Va + 22V3 — 2Cou(Y;, &) — 2Cou(Y;, 3) + 2Cov(a, 3).
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Aus dem Vorherigen ergibt sich
1 i _n _n
Con(Yid) = o <_ _ u)

n—1)s2,
Cov(a. ) 7
ov(& = ——
’ (n - 1)8§x
Ahnlich berechnet man
2 n
o
Vi = :
S T
=1
Dies ergibt die Behauptung. O
Korollar 6.13 Fiir 62 gilt
Ee? = "2,
n

1
Eo* = - E&
P& (n-2 ~
= — - +(n—182 Zx + 27— 2(z; — Tp)? — 22Ty
i=1
n 2
-2 1 2

= 22 + )52 Zx +Zx —2(n—1)s ——(Z:m)
s
TT =1

n n(n—1

folgt die Behauptung. O

Bemerkung 6.14 Aufgrund der mangelnden Erwartungstreue ist es tiblich, anstelle des
ML-Schitzers 6% den (erwartungstreuen) Schitzer S* fiir o zu verwenden:

n 1 n
27 n—2;52

n —

(Hierbei sei n > 2.) Um Hypothesen iber o, 3 oder o? testen zu kénnen, bendtigen wir
die Verteilung der Zufallsvariablen &, 3 und S?.
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Hierzu zeigen wir

Lemma 6.15 Es scien U, V unabhingige Zufallsvariablen mit V ~ x% und U +V ~
Xi, u,m € N mit m < n. Dann gilt

U~ Xnm-
Beweis: Seien ¢y, ¢y, pysy die charakteristischen Funktionen der Zufallsvariablen von
U, V bzw. U + V. Wegen der Unabhéngigkeit von U und V' ist

wuv(t) = pu(t)py(t) firalle teR.

Nun berechnet sich die charakteristische Funktion einer y2-verteilten Zufallsvariablen X
als

1
(1— 2it)/?
(Dies ist eine Ubung.) Also ergibt sich
_ pu+v(t) _ 1

wu(t)

ev(t) (1 —20t)" ="

Dies ergibt
U~ Xi—m-

Lemma 6.16 Yy,...,Y, seien unabhingig und Y; ~ N(u;,02) firi = 1,...,n. Fir
beliebige a;j, by, € R (j=1,...,1, k=1,...,m) seien die Zufallsvariablen Uy, ..., U, und
Vi,..., Vin gegeben durch

Uy = Y ayY; firalle j=1,...,1

i=1

und Vi = Y byY; firalle k=1,....m.

i=1

Dann gilt:

1. Die Zufallsvariablen U; und Vi, sind normalverteilt mit

Uj NN(XH:CLU,U@ ia%af)
=1 i=1
und

Vi~ N (i birflis ib?k%?) )
i=1 i=1

n

COU(Uj, Vk) = Z aijbikaf.

i=1

wobei
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2. U; und Vj, sind unabhingig genau dann, wenn

Cov(U;, V) = 0.

3. Die Zufallsvektoren (Uy, ..., U;) und (Vi, ..., V,,) sind genau dann unabhdingig, wenn
die Komponenten U; und Vj, fiir beliebige j =1,...,l und k =1,..., m unabhdngig
sind.

Beweis: Die Normalverteilung fiir U; und Vj, ist klar. Ihre Kovarianz berechnet sich
nach Lemma 6.11. Teil 2 ist eine bekannte Tatsache fiir normalverteilte Zufallsvariablen.
Teilaussage 3 ergibt sich aus der Definition von Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen. O

Satz 6.17 1. Fiir das Regressionsmodell dieses Kapitels gilt

2 n
~ g 2
& N(a, n(n—l)s%xzxi)’

i=1
~ 0'2
b~ V()
wober .
~ D 0" T,
COU(O&,ﬁ) = —m

2. Die Zufallsvariablen (&, B) und S? sind unabhingig und es gilt

n—2
2

S~ Xnoa: (6.5)

o

Beweis: Lemma 6.16 ergibt, dass & und ﬁ normalverteilt sind. Die Erwartungstreue dieses
Schétzers haben wir bereits gezeigt. Ebenso haben wir ihre Varianzen bestimmt. Die
Unabhiingigkeit von (&, 3) und S? ergibt sich folgendermafen: &; lisst sich umschreiben

als
n

€ = Z(Sij — (a; + djx;))Yj,

j=1
wobei wieder B
g T T
' (n - 1)852(::(:
und
1 Zp(x; —Zy)
G =———"
n (n—1)s3,
und

1, fallst=j
Sij = S,
0, falls7#j
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Aus Lemma 6.11 berechnen wir fiir jedes i =1,...,n

COU(éZ’, 6&) = Cov (Z(ém — (Cj + d]l’z))Y;, chYk>
k=1

j=1
= o’ (Z(%‘ — (g + djxi))cj)
j=1
= O'2 (Ci — ZC? — l’iZdej>
j=1 j=1
= 0.

Dabei ergibt sich die letzte Gleichheit aus den Gleichungen fiir ¢; und d;, denn hieraus
folgt, dass

icg_ _ l N jn(xz - jn)

25 T 0T oD,
T, — Ty
T e
fir alle t = 1,...,n. Ebenso leitet man aus Lemma 6.11 ab, dass
Cov(&;,3) =0
fiir jedesi = 1,...,n gilt. Aus den Teilaussagen 2 und 3 von Lemma 6.16 folgt nun, dass die
Zufallsvektoren (&, ) und (€4, . . ., €,) unabhéngig sind. Also sind auch die Zufallsvektoren

(&, 3) von S? unabhingig.
Es bleibt noch (6.5) zu zeigen. Da > | €7 unter der Transformation

T x,=x;,—T, firalle i=1,....n

unveréndert bleibt, kénnen wir voraussetzen, dass z, = 0 gilt. Somit sind ¢; und d; von
der Form
ci=— und d; = —=—. (6.6)

Aus dem bisher Gesagten ergibt sich somit

(n—2)8> = > &
=1



wobei die letzte Gleichheit durch Ausmultiplizieren und Einsetzen von (6.6) in die Defi-
nitionsgleichung
a=cY1+...+¢Y,

und X
f=dY1+...+d,)Y,
von & und ﬁ folgt, wenn man nz, = Y, , x; = 0 bedenkt. Mit anderen Worten: Es gilt

(n—2)S*+ 2% = i(Y, —a— fr;)?

i=1
wobel .
Z*=n(a—a)’+) 233 - pB)
j=1
und die Zufallsvariablen

Y/=Y,—a—px; firjedes i=1,...,n

7

unabhiingig sind und identisch N(0, 0?)-verteilt. Somit ist aufgrund der Definition der
x2-Verteilung
(n—2)S?+ 22 v

o2
Weil bereits gezeigt wurde, dass (d,/@) und S? unabhingig sind, sind somit auch die
Zufallsvariablen (n — 2)S? und Z? unabhiingig. Auflerdem gilt

Z* =73 + 73,

wobei aus dem Vorhergehenden folgt, dass die Zufallsvariablen

Zi=+vn(@—a) und Z, = Zn:xi(ﬁ - B)
j=1

unabhiingig und identisch A/ (0, 0?)-verteilt sind. Aus der Definition der y32-Verteilung er-
gibt sich nun, dass Z%/0? eine x3-verteilte Zufallsvariable ist. Die Giiltigkeit von (6.5)
folgt somit aus Lemma 6.15. O

Fiir das hier besprochene einfache Regressionsmodell wollen wir nun unter der Normal-
verteilungsannahme fiir die Storgréfie Hypothesen iiber die Regressionskonstante und den
Regressionskoeffizienten testen. Hierfiir seien &, 8 und S? definiert wie bisher, d. h.

Aus den Verteilungs- und Unabhéngigkeitseigenschaften aus Satz 6.17 und der Definition
der t-Verteilung ergibt sich, dass

ad—« B—ﬁ

tn_g und

SV e nn— )2, S(vn—1)s2,
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Beim Test der Hypothese
H:a=qap gegen K :a+# q
zum Niveau v € (0, 1) wird die Hullhypothese H abgelehnt, falls

|d—Oé0|
S — \/ zl z/nn_l)

wobei t,_21-+/2 das 7/2-Quantil der ¢,_,-Verteilung ist.

> tho21-~/2

Analog testet man
H:p=p gegen K:[# [
zum Niveau v € (0,1). H wird abgelehnt, falls

55

(n - 1)892690

> tp—2,1-~/2-

Bemerkung 6.18 Von besonderem Interesse ist der Test
H:3=0 gegen K:(3#0

(auf dem Niveau ). Hierbei wird H abgelehnt, falls

A

|61
S/v/(n=1)sz,

> tp—2,1-~/2-

Beispiel 6.19 FEine Speditionsfirma will anhand von 10 zufdillig ausgewdhlten LkW-Lie-
ferungen untersuchen, ob ein bzw. welcher Zusammenhang zwischen der Ldnge des Trans-
portweges (in km) und der Lieferzeit (in Tagen) von der Abholbereitstellung bis zum Ein-
treffen der Lieferung beim Empfinger besteht. Es werden die folgenden Daten erhoben:

Nr. der Lieferung | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Weglinge (km) 825 | 215 | 1070 550 | 480 | 920 | 1350 | 325 | 670 | 1215
Lieferzeit (Tage) | 3,5 | 1,0 | 4,0 | 2,0 | 1,0 | 3,0 | 4,5 | 1,5 | 8,0 | 5,0

Hierbei wird die Weglinge als Ausgangsvariable und die Lieferzeit als Zielvariable aufge-
fasst und wir unterstellen einen linearen Zusammenhang.

Die Schitzer fiir Regressionskoeffizient 3 und Regressionskonstante o ergeben sich aus

diesen Daten als 2

f=22=0,0036, &=73yio— BT =0,11.

fE"E

Somit hat die Regressionsgerade die Gestalt
y=0,1140,0036z.

Beachten wir hieraus die (geschdtzten) Storgrofien &;, so erhalten wir
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Nr. der Lieferung 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
beobachtete Lieferzeit | 3,5 | 1,0 | 4,0 2,0 1,0 3,0 4,5 1,5 | 3,0 | 5,0
geschdtzte Lieferzeit | 3,08 | 0,88 | 3,96 | 2,09 | 1,84 | 3,42 | 4,97 | 1,28 | 2,52 | 4,48
& 0,42 0,12 0,04 | -0,01 | -0,84 | -0,42 | - 0,47 | 0,22 | 0,48 | 0,52

Somit erhalten wir als Varianzschditzer
1S
S?=_) 20,482

Wir diberpriifen nun die Hypothese, dass tiberhaupt kein signifikanter Zusammenhang zwi-
schen Lieferzeit und Weglinge besteht (d. h. 3 = 0 ist) gegen ihre Alternative:
H:(3=0 K:3#0

auf dem Niveau o = 0,05. Wir berechnen

10 4
Tio =762, > a7 =7104300 und | a?—107%, = 1139, 24.

i=1 i=1
Somit erhalten wir

16| ~0,0036  0,0036
S/\/Zw 210w, 0-48/1139,42 00004

=11

9, 00.

Da
18,0075 = 2,306

ist, lehnen wir H ab und vermuten einen Zusammenhang zwischen Lieferzeit und Wegldnge.
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7 'Tests von Verteilungsannahmen

In diesem Kapitel 16sen wir uns erstmals von der parametrischen Annahme der ersten
Kapitel dieses Skripts. Wieder sei eine Stichprobe Xi, ..., X, reellwertiger i.i.d. Zufalls-
variablen gegeben. Bislang haben wir stets angenommen, dass die Verteilung von X; zu
einer Familie von Wahrscheilichkeitsmafien

P:{Pﬁ,ﬁGGQRm}

gehort, wobei © oder einige seiner Komponenten unbekannt sind. Diese Situation ist in-
sofern befriedigend, als dass man die Optimalitit gewisser Verfahren nachweisen kann.
Der Nachteil liegt aber auch auf der Hand: Eine Annahme, dass die Verteilung der X;
der Klasse P entstammt, ist oftmals eine Annahme, die sich nur mit genauer Kenntnis
der Situation, der die Daten entstammen, zu rechtfertigen ist (und manchmal ist diese
Annahme iiberhaupt nicht zu rechtfertigen). In der Folge diskutieren wir daher Tests, die
Hypothesen iiber die Verteilung testen. Solche Tests heifien in der Literatur “Anpassungs-
test”. Wir lernen dabei zunéchst einen Test kennen, der die Hypothese einer bestimmten
Verteilung {iberpriift, danach beschéftigen wir uns mit Tests auf Verteilungsklassen.

7.1 Der Kolmogorov-Smirnov-Test

Es soll hier eine Hypothese der Form H : P = F, getestet werden. Hierbei ist F eine
feste, bekannte Verteilung. Die Idee ist es, dabei die “echte” Verteilungsfunktion

Fo(t) =Po(X; < t)

der X; mit den sogenannten “empirischen Verteilungsfunktionen”

~

1
Fn(t,llfl,...,l'n) = —{Z Xy S t}
n

zu vergleichen. Dies ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn man zunéchst weif}; dass fiir
grofies n und “typische” x; Fy und F,, nahe beieinander liegen.

Dies ist der Inhalt des Satzes von Glivenko und Cantelli: Wir bereiten ihn zunachst vor.

Satz 7.1 Fiir jedes x € R gilt:

a) Die Zufallsvariable nF,(z) (als Zufallsvariable derxy, . . . | x,) ist B(n, F(z))-verteilt,
d. h. Binomial-verteilt zu den Parametern n und p = F(x).

b) Es gilt
: L F@)( - F)

c) Fir fast alle Realisierungen der x; gilt

lim F,(z) = F().

n—oo
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d) Fir alle v mit 0 < F(z) <1 gilt

. - Ey(x) — F(2) _ v e—t?/2
s (fma:)(l o) y) [

Bewelis:

a) Man kann die z; als Realisierungen von i.i.d. Zufallsvariablen X; auffassen. Mit X
bezeichnen wir den Indikator, ob die Realisierung von X; in die Zahlung bei F,,(x)
eingeht oder nicht. Dann ist

Somit ist

B(n, F(x))-verteilt.
b) Folgt sofort aus a).
c¢) Das folgt aus a) und dem Starken Gesetz der Grofien Zahlen.

d) Das folgt aus a) und dem Satz von de Moivre-Laplace.

Satz 7.1 ¢) zeigt also schon die punktweise fast sichere Konvergenz von F, gegen F. Wir
sind allerdings an einer schéirferen Konvergenzart interessiert. Dazu definieren wir:

D,, = sup |F,(z) — F(z)|.

zeR
Dies ist der sogenannte Kolmogorov-Abstand von E,7zuF.

Da F,, eine Treppenfunktion und F' monoton und rechtsseitig stetig ist, gilt

|

1
D, = max maX{F(X(i)—O)—Zn ,%—F(X(i))}.

1 —1 l

~ (X
- (X))

- Py - 0)|

bzw.

Hierbei ist X;) die i-te Ordnungsstatistik der X,,..., X, d. h.
X(l) < X(Q) <...< X(n).

D,, ist somit der maximale Schétzfehler, wenn wir F' durch F), schitzen wollen. Es gilt
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Satz 7.2 (Glivenko-Cantelli)
Es gilt
P(lim D, =0)=1.

n—oo

Beweis: Wir beginnen mit dem Fall, dass F' stetig ist. Zu m € N gibt es dann

Zp=—00< 21 < ... <Zmo1 < 2zZm =+
und
1 k m—1
F =0, F = —, ..., F =—, ..., Flzn1)=——, F(zn) =1.
(20) , F(z1) m’ ,(Zk) m’  F(2m-1) m (2m)

Setzen wir € = %, so ergibt sich hieraus fiir jedes

z € [zk,zkH) :

A

Eo(2) = F(2) < Fu(anar) = F(z) = Fu(zin) = Flan) +¢ (7.1)

und
Fo(2) = F(2) > Ep(z) — Fzper) = Fu(2) — Fz) —e. (7.2)

Fiirm e Nund k € {0,...,m} sei

Apr = {w : Fn(zk,w) — F(zk)} )

n—~o0

Aus Satz 7.1 ¢) ergibt sich
P(Anx) =1 firalle m,k
und daher auch fir A,, := ([, Amk
P(A,) = 1.
Fiir jedes w € A,, gibt es nun ein n(w) € N, so dass
| Pz, w) — Fz)| < e

fiir jedes m > n(w) und fiir jedes k € {0,1,...,m}. Hieraus und aus (7.1) und (7.2) folgt,
dass )
sup | F,(z,w) — F(2)]| < 2¢ (7.3)

z€R

fiir jedes w € A,, und fiir jedes n > n(w). Also gibt es fiir jedes
m=1 m=1 k=0

und fiir jedes € > 0 eine natiirliche Zahl n(w, £) € N, so dass (7.3) fiir jedes n > n(w, ¢) gilt.
Weiter ist natiirlich P(A) = 1. Da ¢ > 0 beliebig klein werden kann, folgt die Behauptung
fiir den Fall, dass F' stetig ist.
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Fiir beliebige F' gehen wir dhnlich vor. Wir wahlen nun fiir m € N, ¢ = % reelle Zahlen
20=—00<2...<Zm1<Zm=+X
mit
F(zps1 —0) — F(z) <e.

Somit gilt fiir alle z € [z;_1, 2k41)

A

Fo(2) = F(2) < Fy(2p41 — 0) — F(zpy1 — 0) 4 ¢

und
Fo(2) = F(2) > Ep(z,) — F(z,) —e.

Definieren wir nun

;n,k = {u) c Q: lim aﬁn(zk —0,w) = F(z —0)}7

n—0o0

so folgt wie oben

Mit N
A= ((Anr N AL )
k=0

folgt P(A)) =1 und fir A= -_, A/,
P(A) = 1.

Somit folgt der Beweis wie Fall stetiger F'. O

Wir wollen nun die Verteilung des maximalen Schétzfehlers D,, analysieren. Hierzu nennen
wir I C R Konstanzbereich von F, falls I ein Intervall ist, P(X; € I) = 0 gilt und kein
Intervall J D I existiert, fiir das auch P(X; € J) = 0 gilt. Wir zeigen nun, dass im Falle
stetiger Verteilungsfunktionen F' der Kolmogorov-Abstand D,, verteilungsfrei ist, d. h.
nicht von der Form von F abhéngt.

Satz 7.3 Fir jede stetige Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] gilt:

d A
Dn = sup |Gn<y> - y|7
)

wobei G, die empirische Verteilungsfunktion einer beliebigen Stichprobe ist, die aus n
unabhingigen und auf [0,1] gleichverteilten Variablen Y1, ...,Y,, besteht.

Beweis: Sei B die Vereinigung aller Konstanzbereiche von F'. Dann gilt mit Wahrschein-
lichkeit 1 R
D, = sup |F(z) — F(z)].

reBe
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AuBlerdem gilt
{X; <z} ={F(X;) < F(x)} furalle ze€ B (7.4)

Wir setzen
Y, = F(X;) fiirjedes i=1,...,n.
Die (Y;), sind unabhéngig und identisch verteilt. Weil F' stetig ist, gibt es fiir jedes
y € (0,1) ein z, € R, so dass
z, = inf{a’: F(2') =y} € B".
Folglich gilt fiir jedes y € (0, 1)
P(Y; < y) = B(F(X) < F(,)) = P(X; < 2,) = F(a,) = .

wobei die zweite Gleichheit aus (7.4) folgt. Die Zufallsvariablen sind also unabhéingig und
auf [0,1] gleichverteilt. Wegen (7.4) gilt somit, dass F,(z) = G, (F(x)) fiir jedes x € B°.
Hieraus folgt zusammen mit der Eingangsbemerkung
D, = sup|Fu(z) - F(x)|
reB°

= sup |G, (F(z)) — F(x)|

reBe°

= sup |Go(F(x)) — F(2)|

rz€eR

= sup |Ga(y) —yl,
y€[0,1]

wobei in der letzten Gleichheit erneut die Stetigkeitsvoraussetzung an F' ausgenutzt wur-
de. O

Um nun die Hypothese
H:P=Py bzw. H:F =F,

zu testen, verwenden wir die Teststatistik

To(21, ... 20) = Vasup |Fy(t; a1, ..., 2,) — Fo(t)).

teR

Dieses ist die sogenannte Kolmogorov-Smirnov-Teststatistik. Sie hédngt nicht von Py ab,
falls Fy stetig ist. Sei also s,,1-o das (1 — a)-Quantil der Verteilung von 7,,(X;, ..., X))
unter einer beliebigen stetigen Verteilungsfunktion Fj.

Der Kolmogorov-Smirnov-Test verwirft
H:P=Py, gegen K:P=DP,
zum Niveau «, wenn

Tn(l'l, ce Zl,’n) > Spil-a-

Bemerkung 7.4  a) Die Quantile s,1- lassen sich z. B. durch Simulationen (soge-
nannte Monte-Carlo-Simulationen) bestimmen. Hierfiir verwendet man dann fir F,
die Gleichverteilung auf [0,1].
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b) Setzt man Fy nicht als stetig voraus, so liefert das Testverfahren einen Test, dessen
Nweau kleiner als o sein kann.

c¢) Wenn jedoch das Quantil s, _, von T,(X,...,X,) unter Fy beispielsweise durch
Simulationen bestimmt werden kann, so ist stets, also auch bei unstetigem Fy, der

beschriebene Test ein Test zum Niveau o.

Will man die Quantile der Teststatistik nicht durch Simulation ndhern, so kann man
fiir grofe n versuchen, sie durch eine bekannte Verteilung zu approximieren. Wir stellen
hierfiir zunéchst einige Hilfsmittel bereit.

Lemma 7.5 Setm € N und seien Z, 71, Zs,...: Q2 — R™ beliebige Zufallsvariablen mit
den charakteristischen Funktionen ¢, und .. Es gilt Z,, — Z in Verteilung genau dann,
wenn

klim 0., (t) = @.(t) fir alle t € R™

gilt.

Die eindimensionale Version dieses Satzes haben wir schon in der Wahrscheinlichkeits-
theorie I bewiesen. Daher ersparen wir uns hier den Beweis. Auflerdem benétigen wir die
folgende mehrdimensionale Version des Zentralen Grenzwertsatzes, der aus Lemma 7.5
und dem 1-dimensionalen CLT folgt (auch ohne Beweis):

Satz 7.6 Sei m € N und Zy,Z,, ... eine Folge von i.i.d. R™-wertigen Zufallsvariablen
H1

mat Erwartungswertvektor p = : und Kovarianzmatriz K. Dann gilt
Hm

lim P Zl+...+Zn—n,u§:E — Gpe(a)
n—00 \/ﬁ

fiir alle z € R™. Hierbei ist @ (x) die Verteilungsfunktion der n-dimensionalen Normal-
verteilung mit Erwartungswertvektor 0 und Kovarianzmatriz K .

Mithilfe dieses Satzes ldsst sich nun eine Naherungsformel der Verteilungsfunktion von
T.(X1,...,X,) herleiten:

Satz 7.7 Die Verteilungsfunktion Fy : R — [0, 1] sei stetig. Unter der Hypothese
H:P=P,

gilt dann
lim P(T,(Xy,...,X,) <x)=K(z) firale z€eR,

wobei K : R — [0, 1] die Verteilungsfunktion der sogenannten Kolmogorov-Verteilung ist.
Fiir diese gilt
1—2507 (1) Yexp(—2k?2?) firx >0
K(x) = . (7.5)

0 firx <0
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Beweisskizze: (Ausfiihrlicher findet sich der Beweis im Buch von A. van der Vaart und
J. Wellner (1996)).

Da die Verteilung von T,,(X7, ..., X,,) := T, nicht von Fy abhéngt, konnen wir o. B. d. A.
annehmen, dass Fyy die Verteilungsfunktion der Gleichverteilung auf [0,1] ist, also ist

Fo(t) =t fiir alle t € 0,1].

Wir bezeichnen )
Bu(t) = Vi (Fa(t Xa, .. X,) = Fo(t))

fir alle t € [0,1]. Die Familie der {B,(t), t € [0,1]} ist ein stochastischer Prozess, der
empirischer Prozess heifit. Fiir beliebige t1, ..., t,, € [0,1] gilt dann

n

Vi(Bu(tr), -, Bu(tm)) = > _(Yi(t) = ta, .., Yi(tm) = tm),
i=1
wobei
1, wenn X; <t{;
Yi(t;) =
0, wenn X; >t;
Aus Satz 7.6 folgt

(Bp(t1), ..., Bu(tn)) = (B(t1), . .., B(tn)),
wobei die (B(t1), . .., B(tm)) N (0, K)-verteilt sind. Der Erwartungswert der ¥; ist ndmlich
t;. Ihre Kovarianzmatrix K berechnet sich als
K = (k%)

)
mit
ky; = min{t;, t;} — tit;.
Hieraus ergibt sich

A

max /| Fy(t: X, LX) = Fo(t) 4, max | B(t;)].
Die Verteilungen des Zufallsvektors (B(t1), ..., B(ty)) sind die endlich-dimensionalen Ver-
teilungen des sogenannten Brownschen Briickenprozesses (B(t), t € [0,1]). Hierbei ist B(¢)

definiert als
B(t) = X(t) —tX(1),
wobei (X(t), t € [0,1]) eine Standard-Brownsche Bewegung ist. Mithilfe eines Straff-
heitsarguments wie im Satz von Donsker (oder eines Invarianzprinzips) zeigt man, dass
sogar
(Bn(t), t €[0,1]) — (B({), t € [0,1])

bzw.

max v/ | FL (6 Xy, ..., Xn) — Fo(t)] -5 max |B(2)]

t€[0,1] t€[0,1]

gilt. Auflerdem kann man zeigen, dass die Verteilungsfunktion des Maximums maxe(1) | B(?)]
der Brownschen Briicke durch (7.5) gegeben ist. Dies ist eine Ubung. O
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Bemerkung 7.8 Wegen Satz 7.7 wird bei groffem Stichprobenumfang (Faustregel: n >
40) die Hypothese

H:F=1F

abgelehnt, falls
Tn(xla s >$n) > gl—om

wobei &1, das (1 — a)-Quantil der in (7.5) definierten Kolmogorov-Verteilung ist, d. h.
gl—a lost
K(gl—a) =1-oq.

Wir untersuchen nun einige Giite-Eigenschaften des Kolmogorov-Smirnov-Tests.

Satz 7.9 Die Verteilungsfunktion Fy : R — [0, 1] sei stetig. Dann ist der Kolmogorov-
Smirnov-Test punktweise konsistent fir jede Verteilungsfunktion F' # Fy der Stichproben-
variablen, d. h. es gilt

lim ]P)F(Tn(Xla .. ,Xn) > sn,l—a) = 1.

n—oo

Beweis: Aus dem Satz von Glivenko-Cantelli wissen wir, dass

IP)FO( lim sup |Fn(t7X17 s 7Xn) - FO(t)‘ = 0) = 17

n—oo tER

d. h.
Pr( lim sup |F, (¢, X1, ..., X,) — Fo(t)] > 0) =1
N0 teR
fiir alle F' # Fy gilt. Also gilt mit Wahrscheinlichkeit 1
T.(X1,...,X,) =00 unter F # F,.

Weiter gilt

Sni—a — §1—a < +00 fir n — oo,

wobei &;_,, das (1 — a)-Quantil der Kolmogorov-Verteilung ist. Also folgt

Tn(Xla L 7Xn> - (Sn,l—a - 51—04) f_5> o0,
also

lim ]P)F(Tn(Xla B Xn) > sn,l—a) = lim ]P)F(Tn - (sn,l—a - gl—a > gl—a)

n—oo n—oo

= lim Pp(T, > &0) = 1.
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Bemerkung 7.10 Man kann in Verschdrfung von Satz 7.9 sogar die gleichmaBige Kon-
sistenz des Kolmogorov-Smirnov-Tests zeigen, d. h. man kann zeigen, dass, falls der
Kolmogorov-Abstand

di(An, Fo) = inf sup |F(t) — Fo(t)]

FEAn teR
zwischen der Familie A, der alternativen Verteilungsfunktion und der Verteilungsfunktion
Ey nicht zu schnell gegen 0 konvergiert, gilt:

lim inf PF(Tn(Xl, . ,Xn) > Sn,l—a) =1.

n—oo FEA,

Umgekehrt kann man zeigen, dass fir “kleine Kolmogorov-Abstinde”, d. h. falls fiir eine
Folge von Verteilungsfunktionen (F),)

lim /nd (Fy, Fo) = 0

n—~o0

gilt, auch
limsup Pg, (T5,(X1, ..., Xp) > Sni—a) <

gilt. Die asymptotische Macht des Kolmogorov-Smirnov-Tests wird also beliebig klein.

7.2 Der y?>-Anpassungstest

Wir betrachten nun einen asymptotischen Anpassungstest, wobei eine Testgrofle betrach-
tet wird, die bei groBem Stichprobenumfang niherungsweise y2-verteilt ist. Dabei wird
jedoch im allgemeinen nicht die Hypothese

H:P=P, gegen K :P+#P, (7.6)

betrachtet, denn wir “vergrobern” das Modell der Zufallsstichprobe (X7,...,X,) durch
Klassenbildung.

Fiir eine natiirliche Zahl r zerlegen wir den Wertebereich der Zufallsvariablen X7, ..., X,,
in r Klassen (aq, b1, ..., (a, b.] mit
—OOSGl<l)1:a2<bg=...<...:ar<br§—|—00.

Anstelle der Stichprobe Xi,..., X, betrachten wir die “Klassenstarke” Zi,...,Z,., die
Zufallsvariablen
ZJZ{Z]_SZSTLCLJ<XZ§Z)]},

j =1,...,r. Offenbar gilt

Satz 7.11 Der Zufallsvektor (Z1, ..., Z,) ist multinomial-verteilt zu den Parametern n

und p = (p1,...,pr) mit
P =Pla; < Xy < by)

fir alle j =1,...,r, d. h.

n!
IP’(ZI:kl,...,Zr:kr):m-pﬁl...pfr.
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Bemerkung 7.12  a) Wir bezeichnen die Multinomialverteilung mit den Parametern
n > 1 und p mit M.(n,p), fir r = 2 haben wir eine Binomial-Verteilung B(n,p)
mit p=p, und 1 —p = po.

b) Anstelle des Testproblems (7.6) priifen wir die Hypothese
H:p=py gegen K :p#po

fiir einen vorgegebenen Vektor

r—1
Po = (p017"'7p0r) mit Zp(]l < L
i=1

Dies bedeutet inhaltlich, dass wir die Familie A der insgesamt in Betracht gezogenen
Verteilungen der Stichprobenvariablen X1, ..., X, in die Teilmengen

Ao =1{Q : Pgla; < Xy <bj) = po,, fiir allej} bzw. Ay =A\Ag

zerlegen.

Zu diesem Zweck betrachten wir die Stichprobenfunktion

T, : R — [0, 00)

mit
~ 1
T (1, ..., 2,) = ——(Z(1,...,20) — npo. )?, 7.7
(1 ) ;noj(g(l ) — npo,) (7.7)
wobel Z;(z1, ..., x,) die Anzahl derjenigen Stichprobenwerte z1, ..., z, bzeichnet, die im

Interall (a;, b;] liegen.
Unter
H:p=po
gilt
EZ;(Xy,...,X,) =npy, fiir jedes je{l,...,r}.

Es ist daher sinnvoll H abzulehnen, wenn T,,(x1, ..., x,) signifikant grofer als 0 ist. Um
zu entscheiden, was “signifikant grofler” bedeutet, miissen wir wissen, wie 7, in (7.7)
verteilt ist. Hierzu zeigen wir, dass T;,( X1, . .., X,,) in Verteilung gegen die y2_,-Verteilung
konvergiert, wenn n — oo gilt. Dies ist die Grundlage des von Pearson eingefiihrten x?2-
Anpassungstests.

Satz 7.13 Fiir jedes P € Aq gilt
]P)(TTL(XM cee >Xn) > X?—l,l—a) —

fir alle o € (0,1), wenn n — oo strebt. Hierbei ist x7_,,_, das (1 — a)-Quantil der
X2, - Verteilung.
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Beweis: Wir haben schon gesehen, dass Z,, M (n, p)-verteilt ist, wobei p = (po,,- - -, Po,)
und

Po,; = PQ(CL]‘ <X; < bj)
Somit kann man fiir beliebige 4,7 € {1,...,r} folgern:
EqZ,, = npo, und

—npo,Po;, ~ Wenn i # j

Cov(Zy,,,Zn.) = ) )
ov(Zn, 3) {npoi(l—poi), wenn i = j

AuBlerdem gilt
an - Z ]1{&]‘<Xi§bj}7
i=1

d. h. Z,, ist eine Summe von n unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen. Schrei-
ben wir

L, L
Z;L:<\/ﬁ_\/ﬁp017"'7 \/ﬁl_\/ﬁpo,r—l)

(die letzte Koordinate von Z,, spielt eine besondere Rolle, da sie sich zwangsliufig aus
den anderen ergibt), so folgt mit dem Zentralen Grenzwertsatz Satz 7.7:

7! — 7' ~ N(0, K).

Hierbei ist Z' eine (r — 1)-dimensionale Zufallsvariable, die einer (r — 1)-dimensionalen

Normalverteilung mit Erwartungsverteilungsvektor 0 und Kovarianzmatrix K mit K =
("%2])7;;1

/{2 . —Do;Po;> falls 7A j
K pol(l — poi), falls 4 :j

r—1

geniigt. Man sieht, dass K invertierbar ist und dass fiir A = K1 gilt: A = (aij)i j=1

{ z%’ wenn i # j
@G =9 1 | o
- + L wenni=

Po;, + po,’ J

(nachrechnen).

Da lineare Transformationen stetig sind und Normalverteilungen erhalten, ergibt sich
somit aus dem bisher Gesagten

AYV2Z! — N(0,1,_4),
wobei I,_; die (r — 1) x (r — 1)-Einheitsmatrix ist. Somit ist
(AYV2Z,)(AYV2Z,)

asymptotisch fiir groBe n eine Summe von r — 1 Quadraten von i.i.d. AV (0, 1)-verteilten
Zufallsvariablen, also

(AV2Z0)H A2 70y 2 N2

T
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Nun ist aber

(AVZ)(AVZ,) = (2,)AZ,

j=1 i=1 j=1
2
r—1 1 an )2 n r—1 (Zn )
= n — —Po; | +— — — Do,
=1 Poj po, \7
= n — —DPo; | +— — Do | >
j=1 pOj n Do, n
denn offenbar gilt
r—1 r—1
Zan:n—Zm und Zpojzl—por-
j=1 j=1
Somit ist
(AV2ZVAV2Z) = To(Xy, ..., Xo).
Dies impliziert die Behauptung. O

Bemerkung 7.14 Bei der praktischen Durchfiihrung des x?-Anpassungstests zur Priifung
der Hypothese

H:p=po
ist zundchst die Testgrofie T, (x1, ..., x,) zu berechnen. Bei hinreichend groflem n wird H
abgelehnt, wenn
Tn(zla s axn) > Xi—l,l—a’

wobei x}_11_, das (1 — a)-Quantil der x2_, - Verteilung ist. Eine “Faustregel” dafiir, dass
n hinreichend grof$ ist, ist die Giltigkeit der Ungleichung

npo; > a firalle je{l,...,r}
und eine Konstante a > 0. Uber die Grifie von a gibt es verschiedene Auffassungen in

der Literatur, die zwischen a = 2 und a = 10 variieren.

Um die Giite des beschriebenen Tests zu diskutieren, zeigen wir den folgenden Satz, der
die punktweise Konsistenz des y?-Anpassungstests zeigt.

Satz 7.15 Der x2?-Anpassungstest ist punktweise konsistent gegen jeden Vektor
p=(p1,---,Dr—1) Mit p # po, d. h. es gilt:

lim P, (T,(X1, ..., X5) > X2 11_4) = L.

n—oo
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Beweis: Ist p # pg, so gibt es zumindest ein j € {1,...,r — 1} mit

Pj # Po;-
Das Starke Gesetz der groflien Zahlen impliziert, dass fiir jedes j gilt

Lni
#Hpj fir n—oo und P,fs.

Zusammen ergibt dies, dass unter P, gilt

Zy; ?
Tn(Xla"'aXn) Zn (ﬂ _pol) — &0
n

IP,-f.s. Dies zeigt den Satz.
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