Einfiihrung
in die

elementare Stochastik



1 Einleitung

Die Bezeichnung Stochastik stammt vom griechischen Wort “orwywo” ab. Dieses bedeu-
tet soviel wie “clever vermuten” oder “intelligent vermuten”. Es steht also zu vermuten,
dass Stochastik sich mit der Analyse von Phénomenen befasst, deren Ausgang zumindest
dem Beobachter nicht gewiss ist, der vom Zufall abhéngig ist.

Insgesamt zerfallt die Stochastik in zwei grofle Teilgebiete, die Wahrscheinlichkeitstheorie
und die Statistik, von denen sich die letzte wieder in die beschreibende und die schlieffen-
de Statistik gliedert. Die Rolle von Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik sind hierbei
gewissermafien komplementér (oder “dual” wie der Mathematiker sagt): Wéhrend fiir ein
typisches Problem der Wahrscheinlichkeitstheorie die Situation einschliellich des zugrun-
de liegenden Zufallsmechanismus vollsténdig beschrieben ist und die Aufgabe darin liegt,
das langfristige Verhalten einer groflen Stichprobe, die nach diesem Modell gezogen wird,
vorherzusagen, ist das Problem in der Statistik gerade umgekehrt. Hier ist eine (hoffent-
lich grofe) Stichprobe gegeben und die Aufgabe besteht darin zu entscheiden, welches der
zugrunde liegende Zufallsmechanismus ist.

Beiden Fragestellungen ist offenbar eine Modellierung des Zufalls und somit der Begriff
der Wahrscheinlichkeit zu eigen. Interessanterweise ist dabei nicht vollstandig klar, was
“Wahrscheinlichkeit” im philosophischen Sinne eigentlich bedeuten soll (wir werden in
Kiirze sehen, dass diese Frage mathematisch weniger virulent ist: Wir geben eine Defini-
tion, die fiir unsere mathematische Arbeit vollsténdig ausreichend ist, das Grundproblem
dabei aber unberiicksichtigt ldsst). Der intuitive Begriff der Wahrscheinlichkeit, der be-
sagt, dass fiir ein Ereignis mit Wahrscheinlichkeit 1/2 etwa gilt, dass in den allermeisten
Versuchsreihen auf lange Sicht das Ereignis in der Hélfte aller Falle auftauchen wird und
in der anderen Hélfte nicht, ist zwar unter den richtigen Voraussetzungen mathematisch
wahr (wir werden dieses Phédnomen unter den Namen “Gesetz der grofien Zahlen” spéter
kennenlernen), taugt aber nicht fiir eine mathematische Definition: Wie sollte man bei
einer Rechnung “fiir die allermeisten Versuchsreihen” und “auf lange Sicht” formalisie-
ren? Und wie liele sich mit einer solchen Formalisierung rechnen? Umgekehrt ist es auch
schwer zu sagen, was die Wahrscheinlichkeit eines Individualereignisses sein soll. Wenn der
Wetterbericht meldet, dass die Regenwahrscheinlichkeit morgen bei 80 % liegt, was genau
meint er damit? Der morgige Tag wird nur einmal eintreten und an ihm wird es regnen
oder nicht. Wir haben also keine Moglichkeit, unsere relative Héufigkeitsinterpretation
der Wahrscheinlichkeit sinnvoll anzuwenden. Umgekehrt werden wir iibermorgen wissen,
ob es morgen geregnet haben wird — das Ereignis “morgen wird es regnen” dndert somit
seine Warhscheinlichkeit; dies ist etwas, was im Rahmen der {iblichen Wahrscheinlichkeits-
theorie eher unerwiinscht ist (auch Naturgesetze sollten ja mit der zeitlichen Veranderung
unterliegen).

Wie wir im Laufe dieses Kurses kennenlernen werden, sind diese eher metaphysischen
Betrachtungen fiir die mathematische Theorie der Wahrscheinlichkeit nicht von Belang.
Ob etwas tatséchlich zufillig ist, wie sich der Zufallsmechanismus in eine Situation “ein-
schleicht”, oder ob Wahrscheinlichkeit nur das eigene Unwissen modelliert (wie beispiels-



weise in verschiedenen statistischen Fragestellungen) oder dem Ereignis inherent ist (wie
das heutzutage fiir die Quantenmechanik angenommen wird).

Insgesamt gliedert sich der vorliegende Kurs in drei Teile. Der erste, kiirzere Teil ist der
deskriptiven Statistik gewidmet. Hier geht es vorrangig um die Frage, wie man erhobene
Daten auf sinnvolle und ansprechende Weise darstellen kann. Hierbei geben heutzutage
auch viele Computerprogramme Hilfestellungen. Trotzdem oder gerade deshalb finden sich
gegenwartig auch in beinahe jeder Publikation mit statistischen Auswertungen absicht-
liche oder unabsichtliche Fehler. In einem gesonderten Abschnitt werden wir auf solche
Fehlerquellen eingehen.

Im zweiten Teil werden wir uns der Wahrscheinlichkeitsrechnung widmen. Hierbei gehen
wir vor allem auf die sogenannte diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie ein, also diejenige,
bei der der Grundraum hochstens abzahlbar ist. Eine naheliegende Wahrscheinlichkeits-
annahme dort, die sogenannte Laplace-Wahrscheinlichkeit, bringt es mit sich, dass wir die
Méchtigkeit gewisser Teilmengen abzidhlen miissen. Dies gehort eigentlich in eine andere
mathematische Teildisziplin, die Kombinatorik; wir werden uns aber im Rahmen dieser
Vorlesung dennoch damit beschéftigen, um bestimmte interessante Wahrscheinlichkeiten
berechnen zu kénnen.

Der dritte Teil dieser Vorlesung ist der sogenannten schliefenden Statistik gewidmet.
Dabei geht es darum, aufgrund einer Beobachtung (d. h. einer Stichprobe von moglichst
groem Umfang) auf das zugrunde liegende Modell zu schlieffen. Diese Situation tritt in der
Praxis héufig auf. Beispielsweise mochte ein Meinungsforschungsinstitut vor einer Wahl
das Wahlergebnis moglichst gut vorhersagen. Da man aber schlecht alle Wahlberechtigten
fragen kann, muss man sich auf eine Stichprobe beschrinken. Wir werden im dritten
Kapitel auf die Mdéglichkeiten und Risiken einer Schlussfolgerung aufgrund eines solchen
Datensatzes eingehen.



2 Beschreibende Statistik

In diesem Kapitel geht es um die Darstellung der Daten aus einer statistischen Analyse.
Hierbei konnen wir uns nicht damit befassen, wie diese Daten erhoben werden, obschon
schon bei diesem Prozess viele Fehler auftreten konnen. Beispielsweise konnen die Mess-
instrumente eines Physikers systematisch falsch justiert sein oder ein Soziologe kann Fra-
gen stellen, die ihm keine richtigen Ergebnisse liefern konnen. Ein bekanntes Beispiel
fiir die letzte Situation ist ein Fragebogen zum Sexualverhalten heterosexueller Mittel-
europder. Die Frage nach der Anzahl verschiedener Sexualpartner im Leben ergab, dass
Frauen durchschnittlich drei verschiedene Sexualpartner in ihrem Leben haben, wiahrend
Ménner deren sieben haben (7!).

Unsere Arbeit als Statistiker beginnt in dem Moment, in dem wir den Datensatz zur
Verfligung gestellt bekommen (dies schliefit allerdings nicht aus, dass der Statistiker dem
“Experimentator” beim sinnvollen Zusammenstellen des Experiments hilfreich zur Seite
steht — diese Forschungsrichtung lauft unter dem Schlagwort “Experimental Design”). Als
erstes klassifizieren wir hierbei die eintreffenden Daten. Dabei nehmen wir stets an, dass
unsere Untersuchungseinheit w aus einer Grundgesamtheit () zuféllig entnommen ist. Was
Q) ist, wird dabei durch unsere Untersuchung bestimmt:

Beispiel 2.1 o Untersuchen wir die sozialen Verhdltnisse der Einwohner Deutsch-
lands, so besteht unsere Grundgesamtheit 0 aus allen Einwohnern Deutschlands;
eine Untersuchungseinheit w € Q) ist dann ein Biirger Deutschlands.

o Wollen wir zur Konzeption der Klausur “Stochastik fiir Studierende des Lehramts
GHR” eine Untersuchung tber die Studierenden dieser Vorlesung durchfiihren, so
besteht die Grundgesamtheit ) aus allen Studierenden dieser Vorlesung. w € €0 ist
ein zufillig ausgewdhlter Studierender dieser Vorlesung.

Nun besteht das Erheben einer Statistik ja nicht allein im zufédlligen Auswéhlen eines
w € (), sondern auch darin, Daten dieses w zu erfassen. Mit anderen Worten erfassen wir
Merkmale. Die Funktion, die w diese Merkmalsauspréigung x zuordnet, bezeichnen wir oft
mit X. Es ist also

X: Q-5

wobei S die Menge aller moglichen Merkmalsausprigungen bezeichnet. Hat w die Merk-
malsauspragung x, so schreiben wir auch

X(w) ==.
Beispiel 2.2 o Wollen wir die Altersverteilung in Deutschland feststellen, so wdre €2
gerade die Menge aller Einwohner Deutschlands, S = Ny und
X:0—-Nj

wiirde w € Q) sein Alter zuweisen.



e Sind wir an der Augenfarbe der Studierenden dieser Vorlesung interessiert, so ist

Q = {w:wist Studierende(r) dieser Vorlesung}

S = {blau, grin, braun, grau, ...}

und X : Q — S weist w seine Augenfarbe zu.

Es sei noch bemerkt, dass in vielen Untersuchungen gleich mehrere Merkmale gleichzeitig
erhoben werden: X (w) kann also durchaus aus (X;(w), ..., X4(w)) bestehen.

2.1 Datentypen

Wie schon Beispiel 2.2 zeigt, gibt es verschiedene Datentypen: Das Alter eines Menschen
ist durch eine Zahl beschreibbar und mit diesen Zahlen l&sst sich auch sinnvoll rechnen;
beispielsweise hat jemand, der 50 Jahre alt ist, doppelt so lange gelebt wie jemand, der
25 Jahre alt ist. Die Augenfarbe eines Menschen hingegen ist keine Zahl; man kann ihr
eine Zahl zuordnen, etwa

blau £ 1, griiné2,....

Allerdings kann man mit den derart entstehenden Zahlen nicht sinnvoll rechnen, griine
Augen sind nicht etwa doppelt so gut wie blaue Augen. Dementsprechend unterscheiden
wir in qualitative Merkmale und quantitative Merkmale.

Qualitative Merkmale sind solche, die sich durch ihre verschiedenen Ausprégungen cha-
rakterisieren lassen. Diese Auspriagungen sind i. a. keine Zahlen, ihnen kénnen aber Zahlen
zugeordnet werden, mit denen sich dann aber nicht sinnvoll rechnen léasst.

Quantitative Merkmale sind messbar und kénnen durch Zahlen (mit denen dann auch
gerechnet werden kann) erfasst werden.

Beispiel 2.3 Qualitative Merkmale sind u. a.: Augenfarbe, Geschlecht, Wohnort, mathe-
matische Kenntnisse, Schulnoten(!), .. ..

Quantitative Merkmale sind hingegen: Schuhgrofien, Semesterzahl, Alter einer Person,
Korpergrofie, .. ..

Hierzu noch zwei Anmerkungen: Zum einen soll bemerkt werden, dass Schulnoten in der
Tat qualitative Merkmale sind — sie sind zwar durch Zahlen bezeichnet, aber jemand, der
eine 4 schreibt, ist ja nicht etwa genau so gut wie jemand, der zwei 2en geschrieben hat.
Dies impliziert aber — wir werden spéater noch einmal darauf zuriickkommen — dass bei-
spielsweise die iibliche Mittelwertbildung bei Zensuren nicht zuléssig ist. Zum zweiten gibt
es noch eine weitere Einteilung von quantitativen Groéflen in diskrete und stetige Groflen.
Hierbei nehmen diskrete Gréflen ihre Werte in einer hochstens abzéhlbaren Menge an,
etwa N, wihrend stetige Grolen iiberabzahlbar viele Werte annehmen kénnen, beispiels-
weise ist ihr Wertebereich ein Intervall [a,b] # () oder R. Beispiele fiir diskrete Grofien
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sind Schuhgréfen oder Semesterzahl, wihrend stetige Groflen Alter oder Korpergrofie
sind. Da man aber in der Praxis auch bei stetigen Groflen nur selten beliebige Prézision
bei deren Angabe vorfindet (wer gibt schon seine Grofie als einen Dezimalbruch der Form
1,817253649. .. m an?), werden wir auf diese Unterscheidung verzichten.

Dagegen ist eine weitere Unterscheidung der qualitativen Merkmale wichtig. Selbst wenn
man mit qualitativen Groflen nicht rechnen kann, so gibt es doch solche darunter, die
eine Rangordnung erlauben und andere, wo dies nicht der Fall ist. Beispielsweise ist bei
Schulnoten eine 1 besser als eine 2, die ist besser als eine 3 usw. Hingegen ist es bei
Augenfarben unsinnig dariiber zu sprechen, dass beispielsweise blau besser oder schlechter
ist als griin. Entsprechend unterscheiden wir die folgenden Skalen:

Nominalskala: Die Ausprigungen nominal skalierter Merkmale kénnen nicht geordnet wer-
den. Der einzig mogliche Vergleich ist der Test auf Gleichheit der Merksmalsauspragungen
zweier Untersuchungsgrofien.

Ordinal- oder Rangskala: Die Merkmalsausprédgungen konnen geordnet werden. Eine In-
terpretation der Rangordnung ist moglich, eine Interpretation der Absténde ist aber nicht
moglich.

Metrische Skala: Unter den Merkmalsausprégungen gibt es eine Rangordnung. Zusétzlich
konnen auch die Abstdnde zwischen den Merkmalsauspréagungen gemessen und interpre-
tiert werden. Metrisch skalierte Merkmale kénnen noch weiter unterteilt werden in

e Intervallskala: Es sind nur Differenzenbildungen zwischen den Merkmalsauspragun-
gen zuléssig; diese erlauben die Abstdnde zu bestimmen.

e Verhiltnisskala: Es existiert zudem ein natiirlicher Nullpunkt. Quotientenbildung
ist zuldssig, Verhiltnisse sind sinnvoll interpretierbar.

o Absolutskala: Zusatzlich zur Verhaltnisskala kommt eine natiirliche Einheit hinzu.

Beispiel 2.4 1. Das Merkmal “Farbe” ist nomimal skaliert (wie schon besprochen).
2. Das Merkmal “Schulnote” ist ordinal skaliert.

3. Das Merkmal “Temperatur” ist metrisch skaliert. Der Unterschied zwischen 30 Grad
Celsius und 20° C ist derselbe wie der zwischen 20° C und 10° C. Es ist aber Unsinn
zu sagen, 20° C sei doppelt so warm wie 10° C.

4. Das Merkmal “Geschwindigkeit” ist ebenfalls metrisch skaliert. Zusdtzlich zu Ge-
schwindigkeitsdifferenzen lassen sich auch Geschwindigkeitsverhdltnisse messen: 30
km/h ist doppelt so schnell wie 15 km/h. 0 km/h ist ein natirlicher Nullpunkt.

5. Das Merkmal “Semesterzahl” ist ebenfalls metrisch skaliert. Da man es am besten
in natirlichen Zahlen misst, liegt es auf einer Absolutskala.



2.2 Datenprisentation

In diesem Kapitel wollen wir uns damit befassen, wie wir den erhobenen Datensatz am
besten darstellen. Das einfachste Instrument hierbei ist die Urliste. Die Urliste enthalt
alle erhobenen Daten.

Beispiel 2.5 Beim Weitsprung einer 5. Klasse wurden von jedem Teilnehmer das Ge-
schlecht und die Weite erfasst. Die entsprechende Urliste hat die folgende Gestalt:

L = {(w;3,51),(w;2,75), (w;3,06), (m;4,37), (m;3,52), (w; 3,99), (m; 3, 12), (w; 2,47),
(m; 3,38), (w; 3,90), (w; 2,98), (m; 2,81), (m; 4.07), (w; 4,01), (m; 3, 74), (m; 3,56) }.

Schon dieses Beispiel macht Vor- und Nachteile der Urliste deutlich. Einerseits ist die Ur-
liste die Quelle, die die Gesamtheit der erhobenen Daten am besten erfasst — es sind einfach
alle erhobenen Daten in ihr enthalten. Andererseits verliert man bei grofier werdenden
Datenmengen schnell den Uberblick; wer kénnte beispielsweise anhand der Liste L auf
den ersten Blick sagen, welche Schulnoten man fiir welche Leistung geben wollte/sollte?

Formen, die Daten graphisch besser zusammenzufassen, sind

o Stabdiagramm (nominale Daten) und Histogramm (metrische Daten)
Stabdiagramm und Histogramm sind zwei gingige Arten (eindimensionale) Daten
darzustellen. Hierzu werden die Daten in k Klassen eingeteilt und deren absolute
Héufigkeiten werden zu einem Diagramm iiber den Klassen abgetragen. Dies er-
gibt das Stabdiagramm. Hierbei sollte die Klasseneinteilung moglichst dquidistant
sein (nicht zu verwechseln mit Klassen gleicher Stichprobengrofe). Die Léinge der
“Stdabe” im Stabdiagramm ist also proportional zu den absoluten (oder relativen)
Héaufigkeiten der Klassen. Fiir das Histogramm tréagt man iiber den Klassen Recht-
ecke ab, die flachenproportional zu den absoluten (oder relativen) Haufigkeiten der
Klassen sind.

Beispiel 2.6 In Beispiel 2.5 wihlen wir zur Darstellung der “Weite” der einzelnen
Teilnehmer die 4 Klassen

Ly :={x:2,00 <z <3,00}
Ly = {z:3,01 <z < 3,50}
Ly:={x:3,51 <x<4,00} und
Ly:={x:4,01 <z <4,50}.



Das Stabdiagramm hdtte dann folgendes Aussehen:

Das Histogramm sieht folgendermafien aus:

Bei beiden Arten der Darstellung erhebt sich die Frage, wieviele Klassen man wéhlen
soll: Wahlt man zuviele, so hat man nur wenig gegeniiber der Urliste gewonnen.
Wé&hlt man zu wenige, so verliert man im Extremfall alle Information (wenn man
nur eine Klasse konstruiert). Géngig ist die Sturge’sche Regel, die vorschligt, dass

fiir sehr groBe n k ~log,n bzw. k & +/n fiir kleinere n

gelten soll, wobei n der Stichprobenumfang und k die Anzahl der Klassen ist. An
diese Regel haben wir uns in Beispiel 2.6 gehalten (denn 4 = log, 16).

Kreisdiagramm

Das Kreisdiagramm eignet sich besonders zur Darstellung relativer Haufigkeiten und
Prozentsétze bei einer kleinen Anzahl von Klassen: Hierzu wird der Kreis derart in
Segmente unterteilt, dass die Flichen proportional sind zu den relativen Haufigkei-
ten der Klassen.

Beispiel 2.7 Mit den Daten der Liste I aus Beispiel 2.5 und den Klassen Ly, ..., Ly



aus Beispiel 2.6 ergibt sich folgendes Kreisdiagramm:

Ein weiteres Mittel, um unsere Daten graphisch aufzubereiten, kénnen wir erst bespre-
chen, wenn wir Begriffe wie Median, Quartil, Interquartilabstand, usw. geklart haben.
Dies geschieht in den folgenden beiden Abschnitten.

2.3 Lagemafle

Im folgenden werden wir nicht versuchen, die Daten graphisch darzustellen, sondern ih-
nen Kennzahlen zuzuordnen, die sie méglichst gut beschreiben sollen. Die Lagemafle sind
dabei solche Kennzahlen, die beschreiben, wo sich die Daten im Parameterbereich auf-
halten. Was dies genau bedeutet, wird deutlicher, wenn wir sie einzeln studieren. Wir
gehen hierbei immer von Daten (einer Stichprobe) (X;)i—1,. , aus. Der wohl bekannteste
Lageparameter ist der folgende:

Empirischer Mittelwert
Der empirische Mittelwert der Daten x;, i = 1,...,n, ist definiert als

I 1
;U—E;xi—g(xl—i—...—i—xn).

Diese Grofle ist sicher den meisten bekannt. Dennoch sei hier eine kleine Zwischenbemer-
kung eingeschoben, die oft iibersehen wird. Die Bildung von z erfordert némlich, dass
man die Groflen x4, ..., z, addieren darf. Dazu miissen diese auf einer metrischen Skala
liegen. Strenggenommen ist die Durchschnittsbildung z also beispielsweise fiir Schulnoten
unsinnig (was niemanden davon abhélt, dies dennoch zu praktizieren).

Beispiel 2.8 Fiir die Stichprobe 1, 3, 5, 7, 9 ist T = +(1 +3+5+7+9) = 5. Fiir die
Stichprobe 1, 3, 5, 5, 7, 9 ist T auch gleich 5, wdhrend fiir die Stichprobe 1, 3, 5, 7, 90
7=21,2

gilt. Diese Stichproben werden uns noch weiter begleiten.



Der arithmetische Mittelwert oder empirische Mittelwert ist vielleicht die bekannteste und
gebriuchlichste Art mit Daten umzugehen. Ein Grund hierfiir mag sein, dass die Summe
der Abweichungen von z aller Daten z; gleich null, also der Mittelpunkt (Schwerpunkt)
der Werte x; ist. In der Tat

Z(:L’Z —I) = (sz) —nz =nx —nz =0.
i=1 i=1
Wenn wir {iber weitere Gréfen nachdenken wollen, die die Lage der Daten z1, ..., z, dar-

stellen sollen, miissen wir uns Gedanken machen, was denn wiinschenswerte Eigenschaften
solcher Groflen sein sollten. Eine wichtige Forderung an Lageparameter der Verteilung ei-
nes Merkmals ist die sogenannte Translationsinvarianz. Dies soll bedeuten, dass fiir eine
lineare Transformation

y=1L(z)=a+bx

der Daten, die aus den Daten zq, ..., z, die Daten
yi = a + bx;

macht, der Lageparameter A, sich zu ), transformieren ldsst, wobei
Ay = a+ b\,

gilt. Wir wollen uns an einem Beispiel fiir den empirischen Mittelwert von der Niitzlichkeit
dieses Konzepts iiberzeugen.

Beispiel 2.9 Wir messen taglich die Mittagstemperatur in ©C' und ermitteln daraus einen
Jahresdurchschnittswert in ©C. Messen wir stattdessen die Temperatur in °F, so ist der
Zusammenhang zwischen den Celsiustemperaturen (x;) und den Fahrenheittemperaturen

(ys)

Natiirlich sollte dann auch fir die Durchschnittstemperaturen in °C (Z) und in °F (y)
gelten:
7 =324 1,87

Dies gilt in der Tat:

y=—Y yi=—>» (32+1,8z;)=32+1,8- . =32+1,8%.
J n;y nZ( +1,8,) + nz;x +1,87

1=1 =

Dies zeigt, dass der empirische Mittelwert translationsinvariant ist.

Die folgenden beiden Lagemafie haben diese Eigenschaft ebenfalls:

Median
Der Median oder Zentralwert ist grob gesagt der mittlere Wert der geordneten Stichprobe.
Mit anderen Worten ordnen wir die Stichprobe x1,..., %, zu x¢), ..., T(), so dass

T STE) S-S T
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gilt. Der Median, den wir mit & (manchmal auch mit Z(5) bezeichnet werden, ist dann
ein Wert, so dass hochstens 50 % der Stichprobenwerte kleiner sind als & und hochstens
50 % der Stichprobenwerte grofler sind als . Man beachte, dass fiir diese Definition die
Daten zumindest auf einer Ordinalskala liegen sollten. Eine Moglichkeit bei metrischen
Daten 7 zu wihlen ist die folgende

- T(ni1), falls n ungerade
s = 5@y + 2z 1)), falls n gerade

Beispiel 2.10 In den Stichproben aus Beispiel 2.8 ist fiir alle Stichproben 5 der Median.
Fiir die Stichprobe 1, 3, 4, 5, 6, 9 ist jeder Wert im Intervall [4,5] ein Median, z. B. 4%.

Man kann sich nun fragen, was die Vor- bzw. Nachteile des Medians gegeniiber dem empi-
rischen Mittelwert sind. Der eine Vorteil des Medians wurde eben schon angesprochen: er
ist auch sinnvoll fiir Daten auf einer ordinalen Skala (beispielsweise Schulnoten) anwend-
bar, fiir die die Bildung des arithmetischen Mittels nicht notwendig sinnvolle Resultate
liefert. Um einen weiteren Vorteil des Medians kennenzulernen, studieren wir das folgende

Beispiel 2.11 Wir betrachten die folgende (fiktive) Finkommensverteilung in einem erd-
olfordernden Land. Dort haben 1 000 Erdélarbeiter einen Monatslohn von 1 000 $, wihrend
der Olscheich selbst 1 000 000 $ pro Monat verdient. Das “Durchschnittseinkommen”, al-
so der empirische Mittelwert der Daten, 1 998,02 § ist dann wenig aussagekrdiftig: er ist
beinahe das Doppelte der Einkiinfte der Erddolarbeiter, aber nur ein winziger Bruchteil der
Finkiinfte des Scheichs. Der Median $ 1 000 reprdsentiert hingegen das Einkommen von
99,9 % der Bevilkerung exakt.

Der Median ist somit viel toleranter gegeniiber Ausreiflern als der empirische Mittelwert.
Letzterer hat hingegen den nicht zu unterschétzenden Vorteil, schon bei kleinen Stichpro-
bengréfien dichter am Mittelwert der Gesamtpopulation zu liegen als der Median. Er hat
also bessere Konvergenzeigenschaften.

Ein dritter Lageparameter fiir die “mittlere Lage” der Stichprobe ist der

Modalwert

Der Modalwert ist der héufigste Stichprobenwert. Er hat den Vorteil, fiir jede Art von
Daten ein sinnvolles Ergebnis zu liefern, allerdings muss dieses nicht unbedingt aussage-
kraftig sein.

Beispiel 2.12 In den Stichproben 1, 3, 5, 7, 9und 1, 3, 5, 7, 90 ist jeder Wert Modal-
wert (alle Werte kommen gleich hdufig vor), fir die Stichprobe 1, 8, 5, 5, 7, 9 ist 5 der
Modalwert.
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Man kann sich natiirlich fragen, ob man nicht nur {iber das mittlere Stichprobenverhalten
sondern auch iiber die “Rénder” etwas aussagen kann. Ein Versuch, dies zu tun, ist in
Anlehnung an den Median definiert. Er fiihrt zu den Begrifffen

Quartile, Quantile, Percentile

Fir 0 < a < 1 ist das a-Quantil Z, dadurch definiert, dass fiir eine Stichprobe vom
Umfang n hochstens na Werte kleiner sind als Z, und héchstens n(1 — o) Werte grofier
sind als Z,,. Die a-Percentile sind die Werte fiir a- 10 % und die 25 %- und 75 %-Quantile
heiflen auch unteres bzw. oberes Quartil. Offenbar ist das 50 %-Quantil der Median.

Beispiel 2.13 Be: der Stichprobe

1,3,4,4,5,5,6,8,9,10

ist Tos = b der Median, Zo25 = 4 (unteres Quartil) und To7s = 8 (oberes Quartil) sind
die Quartile.

2.4 Streumafle

Lagemafle allein sind zur Beschreibung von Daten nicht ausreichend. Dazu das folgende
Beispiel.

Beispiel 2.14 Zwei Zulieferfirmen fiir einen Automobilkonzern sollen Tiren von exakt
1,00 m Breite liefern. Zulieferer A liefert auch genau solche Tiiren, wihrend Zulieferer B
Tiiren liefert, die zur Hilfte 0,95 m breit sind und zur Hdlfte 1,05 m. Beide Lieferanten
liefern Tiiren mit einer durchschnittlichen Breite von 1,00 m, aber wihrend die Tiiren von
Zulieferer A in Ordnung sind, sind die von Zulieferer B komplett unbrauchbar.

Wir benétigen also eine Kennzahl, die angibt, wie aussagekriiftig ein Lageparameter ist.
Wir werden in der Folge solche Streumafle vorstellen:

Spannweite
Die Spannweite r einer Stichrpobe ist definiert als der Abstand zwischen grofitem Stich-
probenwert x(,) und kleinstem Stichprobenwert z ()

ri==Twn) — TQ)-

Beispiel 2.15 In der Stichprobe aus Beispiel 2.13 ist die Spannweite

r=10-1=9.

Quartilabstand
Die Spannweite einer Stichprobe kann durch einen Ausreiler sehr groff werden. Dadurch,
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dass ein solcher Ausreifler auch noch durch einen Messfehler oder einen Zahlendreher
produziert werden kann, ist die Spannweite sehr fehleranfillig. Eine Moglichkeit, dies zu
korrigieren, ist der Quartilsabstand

dQ = To,75 — L0,25-

dg definiert den zentralen Bereich einer Verteilung, in dem 50 % der Werte liegen.

Beispiel 2.16 In der Stichprobe aus Beispiel 2.13 ist

dg:=8—4=4.

Mittlere absolute Abweichung von Median und arithmetischem Mittel

Groflen, die eine durchschnittliche Abweichung von einem Lageparameter angeben, lassen
sich als Streumafle verwenden. Je nachdem, ob man den Median oder das arithmetische
Mittel als geeignete Lageparameter wéhlt, bestimmt man das Streumaf in Bezug auf Z¢ 5
oder z. Die einfachsten entsprechenden Streumafle sind die mittleren absoluten Abwei-
chungen bei metrischen Daten

S
I

1 n
— Z |IL‘Z — i‘o’5| UIld
n <
i=1
1 &
di=—=Y |, — 1.
n <
i=1

Beispiel 2.17 In der Stichprobe aus Beispiel 2.13 war o5 = 5 der Median, also ist

10
-%E:@ 21_11

Man berechnet, dass fiir diese Stichprobe gilt, dass T = 5,5 der Mittelwert ist. Also ist
L
J:—- =2,2.

Das wohl bekannteste Streumaf ist durch die folgenden Grofien dargestellt:

Varianz und Standardabweichung
Varianz und Standardabweichung sind Streumafle um den Lageparameter z. Die Varianz
misst den mittleren quadratischen Abstand zum empirischen Mittelwert Z:

i=1

Mit ein wenig Rechenaufwand kommen wir zu einer dquivalenten Formel
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Proposition 2.18 FEs gilt der Verschiebungssatz

Beweis: Es gilt

n

1 1
2 = — i__2:_ 2—21_ 72
s - ;:1(:(; z) n<§ x; — 22,T + T°)

i=1

1 « 1 B

1 < 1 <
= =) -2+ =) a7
n 4 n 4
=1 =1

Beispiel 2.19 Finf (n = 5) Studierende, die in Miinster und Umgebung wohnen, messen
an einem Montagmorgen die Temperaturwerte x; und benutzen die folgende Arbeitstabelle
zur Berechnung der Varianz:

) v, x;—1 (x;— 1) x?
i 5 7 16 25
2 7 -9 y 49
3 9 0 0 81
AT 2 y 121
) 18 4 16 169

=9 > (z;—7)>=40 > a? =445

Mit der Definition der Varianz ergibt sich

i=1 5
Analog ergibt sich mit dem Verschiebungssatz
5
1 445
2 Z 2 -2 _ _

Ebenfalls gebriauchlich als Streumaf ist die Standardabweichung. Sie ist definiert als die
Wurzel der Varianz:

n n
1 1
s = —E (v; — )2 = —g x? — 2.
n 4 n <
i=1 i=1
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Beispiel 2.20 Fir die Daten aus Beispiel 2.19 gilt

s=Vs2=v8=2V2.

Bemerkung 2.21 In der beschreibenden Statistik ist die obige Definition von Varianz
und Standardabweichung gebrduchlich. In der induktiven Statistik, die wir spdter kennen-
lernen werden, gibt es gute Grinde (Stichwort “Erwartungstreue”, d. h. wir wollen die
“wahre Varianz” so gut wie mdglich schitzen)

2u definieren. Einige Statistikprogramme arbeiten auch mit 3% und § statt mit s> und s,
andere lassen die Wahl. Offenbar verschwindet der Unterschied zwischen s* und 52 fiir
gréfiere n.

2.5 Die empirische Verteilungsfunktion

Die obigen Parameter versuchen, die Stichprobe mit wenigen Kenngréfien (Lageparame-
ter, Streumafle) zu erfassen. Dies fiihrt einerseits zu einer sehr handlichen Beschreibung
der Daten, birgt aber auch die Gefahr der iiberméfiigen Vereinfachung durch Datenver-
lust. Eine Moglichkeit, die Stichprobe ohne Datenverlust kompakt zu beschreiben, ist die
empirische Verteilungsfunktion. Dies ist eine Funktion

F:R —0,1],

die an den Datenpunkten um % springt (wobei n der Stichprobenumfang ist), entsprechend
mehr bei mehrfachen Datenpunkten. Sie ist definiert als

Fle)= (i w <},

wobei | - | die Anzahl der Elemente der Menge zwischen den Betragsstrichen bezeichnet.

Beispiel 2.22 Fiir die Stichprobe -1,1,3,3,5 ist die empirische Verteilungsfunktion Fy die
Funktion, die monoton von 0 (bei —o0) nach 1 (bei +00) wichst und dabei an den Werten
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-1,1 und 5 um jeweils é und an die Stelle 3 um % springt.

2.6 Semigraphische Darstellung von Daten — der Boxplot

Wir sind nun in der Lage, eine weitere, quasi semigraphische Darstellung der Daten vor-
zustellen, den Boxplot. Er enthélt als wesentliche Information iiber die Stichprobe: den
Median, die Quartile, den Interquartilabstand sowie die auflen liegenden Daten. Genauer
verfahrt man wie folgt: Man zeichnet eine Box (Kasten) vom unteren Quartil Zp 95 zum
oberen Quartil Zj75. In der Mitte dieser Box kennzeichnet man den Median durch eine
waagerechte Linie. Vom oberen und vom unteren Rand der Box zeichnet man je eine Stre-
cke der 1,5-fachen Lénge der Box. Daten auflerhalb werden einzeln markiert und zwar als
*, falls sie zwischen 1,5 — 3 Boxldngen vom unteren bzw. oberen Boxrand entfernt sind
und ansonsten als 0.

Ein typischer Boxplot, z. B. fiir die Koérpergroéfie einer Population, sieht folgendermaflen
aus:

2.7 Fehler und Fallen in der beschreibenden Statistik

Die beschreibende Statistik bietet neben der Moglichkeit einer kompakten Beschreibung
der Daten auch die Gefahr, die Daten so zu présentieren, dass diese falsch verstanden
werden konnen oder sollen. Moglichkeiten hierfiir sind u. a.

— Stauchung oder Streckung von Achsen

15



— Abschneiden von Achsen

— mehrdimensionale Piktogramme

— die Interpretation von Korrelation als Kausalitéat
— verkehrte Wahl der Bezugsgrofie

— w.v.m.

Beispiele werden in der Vorlesung gegeben.
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3 Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung

3.1 Axiomatische Grundlagen

Obschon die Beschiftigung mit Wahrscheinlichkeit und ihren GesetzméBigkeiten mehr als
300 Jahre alt ist — das erste wahrscheinlichkeitstheoretische Gesetz, J. Bernoullis Gesetz
der groflen Zahlen, stammt aus dem Jahre 1705 und wurde posthum 1713 publiziert —
war die Frage einer genauen Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie lange of-
fen. Hilbert stellte bei seinem beriihmt gewordenen Vortrag 1900 die Axiomatisierung
der Wahrscheinlichkeitstheorie und Physik(!) als das sechste seiner 23 offenen Probleme.
Dieses wurde 1933 von A. N. Kolmogorov gelost. Sein Ansatz baut nicht auf die intui-
tive Vorstellung von Wahrscheinlichkeiten als Limes relativer Haufigkeiten auf, sondern
stiitzt sich auf das (damals noch recht junge) Gebiet der MaBtheorie. Wir werden diese
Axiomatisierung nicht ganz im Detail nachvollziehen (kénnen), weil uns dazu der Be-
griff des Mafles bzw. des Maflintegrals fehlt. Einige Elemente seiner Theorie aber kénnen
wir leicht iibertragen. Zunéchst bezeichne €2 die Menge aller moglichen Versuchsausgénge
eines Zufallsexperiments.

Beispiel 3.1 1. Besteht das Zufallsexperiment aus dem einmaligen Werfen einer Miinze,
s0 ist

Q = {Kopf, Zahl}.
2. Besteht das Experiment aus dem einmaligen Werfen eines Wiirfels, so ist
Q=11,2,3,4,5,6}.

In der Potenzmenge
PQ:={ACQ}

wollen wir nun die Mengen auszeichnen, denen wir eine Wahrscheinlichkeit zuweisen wol-
len. Hierbei sind die folgenden Regeln naheliegend:

e Die Wahrscheinlichkeit von €2 kann man immer messen.
e Kann man die Wahrscheinlichkeit von A € € messen, so auch die von A° := Q\ A.

e Kann man die Wahrscheinlichkeit von Aj, As,... usw. messen, so auch die von

U?il A;.
Wir wollen ein System A von Teilmengen von €2 als o-Algebra bezeichnen, wenn gilt:

e Qe A,
e Ac A = Ac A,
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e A, Ay,...€ A = UjilAZG.A

Beispiel 3.2 1. Uber der Menge
Q = {Kopf, Zahl} = {0,1}
(wenn wir z. B. Kopf=1 und Zahl=0 setzen) gibt es genau zwei o-Algebren:

A = {0,Q} wund
Ay, = PQ={0,{0},{1},Q}.

Dies folgt, da jede o-Algebra die Menge Q0 enthalten muss und somit auch (). Weiter
impliziert {1} € Ay sofort auch {0} € As.

2. Uber jeder beliebigen Menge Q0 sind stets
Al = {@, Q} und ./42 =P

o-Algebren. Der Grund dafiir, dass man nicht immer P als o-Algebra nimmt und
damit eine Wahrscheinlichkeit auf Q definiert (das wdre an sich sehr praktisch, denn
so kénnte man sicher sein, jeder Teilmenge von €2 eine Wahrscheinlichkeit zuweisen
zu konnen) ist der, dass sich auf P2 nicht immer eine Wahrscheinlichkeit mit allen
gewiinschten Eigenschaften definieren lisst (beispielsweise kann man auf

Q=10,1 und A=7PQ

keine Wahrscheinlichkeit definieren, die einem Intervall seine Linge zuweist). Dies
kann und soll uns aber in der Folge nicht weiter interessieren. Fiir endliche oder
abzdihlbar unendliche Mengen konnen wir getrost stets die Potenzmenge PS) als o-
Algebra verwenden.

Bei der Definition von Wahrscheinlichkeit spielt schliellich die Intuition eine grofie Rolle.
Ein “iiblicher” Begriff von Wahrscheinlichkeit wiirde die Wahrscheinlichkeit eines Ereig-
nisses A als Limes der relativen Héaufigkeiten des Auftretens von A bei n unabhéngigen
Versuchen definieren, wenn n gegen unendlich geht. Diese Definition birgt einige Nachtei-
le (beispielsweise werden die relativen Haufigkeiten des Auftretens von A typischerweise
von den Versuchen abhidngen, man kann z. B. ja sowohl K, K, 7, K als auch Z,Z, K, K
als Ergebnis eines vierfachen Miinzwurfs erhalten); allerdings wére es sicherlich niitzlich,
wenn man relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten auffassen kénnte. Die folgende
Definition ist also gewissermaflen den relativen Haufigkeiten abgeschaut:

Definition 3.3 Es sei Q eine Menge, Q # 0, und A eine o-Algebra iiber Q. Eine Wahr-
scheinlichkeit P ist eine Funktion

P: A—0,1]
mat
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o P(Q) =1.

o Sind Ay, As, ... paarweise disjunkt, d. h. A; N A; =0 firi+# j, so gilt:

Pl JA) =D P(A) (o-Additivitit)
i=1 i=1

Diese Regeln implizieren insbesondere, dass

(3.1) P(A°) =1—-P(A)

fiir alle A € A gilt, also auch

(3.2) P(#) = 0.

Der Grund hierfiir ist, dass A und A° disjunkt sind und AU A° = Q gilt. Also ist
1=P(Q) =P(AU A°) =P(A) + P(A°),

also P(A°) =1 — P(A); setzt man fiir A = Q ein, so ergibt sich (3.2).

Beispiel 3.4 Den fairen Minzwurf iber Q = {0,1}, A = PQ modelliert man mit

P({0}) = P({1}) = 5.

Den fairen Wiirfelwurf auf Q = {1,...,6}, A =PQ, modelliert man mit

P({1})=...=P({6}) = é

Im Beispiel 3.4 haben wir die Wahrscheinlichkeit P gerade dadurch festgelegt, dass wir
fiir jedes w € () angeben, was dessen Wahrscheinlichkeit sein soll. So lange €2 hochstens
abzéhlbar ist, geht dies ganz allgemein.

Satz 3.5 Ist Q hdchstens abzdihlbar, A = PQ und (p,)weq eine Folge nicht negativer

Zahlen mit
pr = 17

weN

dann ist durch

(33) P(A) =Y p.

w€eA

fiir A C Q eindeutig eine Wahrscheinlichkeit auf A festgelegt.
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Beweis: Die Eindeutigkeit ist klar, da man positive Summen beliebig umordnen darf.
P, wie in (3.3) definiert, ist auch eine Wahrscheinlichkeit, denn es ist 0 < P(A) < 1 fiir

alle, A C Q,
P(Q) =) po=1,
weN
und sind Aj, As, ... paarweise disjunkt, so ist
BJA)= D p=2_ 2 po=D P,
=1 u}EU;)il A; =1 weA; =1
daw € ;2 A; impliziert, dass w € A; fiir genau ein 7 gilt. O

Wir werden in der Folge immer mit einem sogenannten Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P)
arbeiten (2 eine Menge, A eine o-Algebra tiber 2 und P eine Wahrscheinlichkeit iiber A).
Dabei nennen wir €2 den Grundraum oder auch das sichere Ereignis, w € €2 heifit Ergebnis,
{w} Elementarereignis, A € A heifit Ereignis und P heifit Wahrscheinlichkeit.

3.2 Endliche Wahrscheinlichkeitsrdume und mehrstufige Zufalls-
experimente

In diesem Kapitel wollen wir uns Zufallsexperimenten zuwenden, bei denen der Grund-
raum nicht nur abzéhlbar, sondern sogar endlich ist. Beispiele hierfiir haben wir im vorher-
gehenden Kapitel mit dem fairen Miinzwurf und dem fairen Wiirfeln schon kennengelernt.
Diese beiden Beispiele (siehe Beispiel 3.4) haben noch eine weitere Eigenschaft, die im
Falle endlich vieler moglicher Versuchsausgénge (d. h. €2 ist eine endliche Menge) oft an-
zutreffen ist: Alle Elementarereignisse w € €2 haben dieselbe Wahrscheinlichkeit. Solche
Experimente heiflen auch Laplace-Experimente.

Definition 3.6 Sei ) eine endliche Menge und A = PS2. Eine Wahrscheinlichkeit P diber
A heifit Laplace-Wahrscheinlichkeit (und (€2, A,P) Laplace-Experiment), wenn gilt

P({w}) = ﬁ fir alle w € €.

Hierbei bezeichnet |Q| die Anzahl der Elemente in ). Fir ein Laplace-Experiment gilt
offenbar

A
P(A) = H fir alle A C Q.

Man nennt die Elemente in A auch die “giinstigen Fdlle”, daher spricht man auch in

Laplace-Ezxperimenten davon, dass P(A) die Anzahl der giinstigen Fille geteilt durch die
Anzahl der méglichen Fille ist.
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In Laplace-Experimenten sind alle Versuchsausgénge definitionsgemé&f gleichwahrschein-
lich. Wir sprechen oft auch von einem “zufilligen” oder “rein zufélligen” Experiment.

Beispiel 3.7 Fine Urne enthdlt 100 Kugeln, die mit 00, 01, ..., 99 nummeriert sind. Sei
X die erste und'Y die zweite Ziffer einer rein zufdllig gezogenen Kugel. Dann berechnet
sich beispielsweise P(X = 3), P(X #Y) oder P(X +Y # 8) folgendermajfSen:

1

Q=1{00,...,99}, A=PQ und PH{w})= 100

fiir alle w € €.

Das Ereignis
{X =3}={30,31,...,39}.

Also ist [{X = 3}| = 10 und

- 100 100 10

(X £V} = {X =Y}¢={00,11,22, ..., 99}°.
Also ist [{X # Y'}| =90 und

90 9
X#Y —.
PX#Y)= 100 10

SchlieBllich ist
(X +Y #£8) = {X +Y =8)° = {08,17,...,71,80}".
Da {X +Y =8} =9, folgt |{X +Y # 8} =91 und somit

01
P(X +Y #8) = 100

Beispiel 3.8 Ein Klub hat 100 Mitglieder. Fine Umfrage ergab die folgende Statistik:

Mdcnner | Frauen
sind keine Vegetarier 48 12
sind Vegetarier 16 2/

Q ldsst sich z. B. folgendermafSen beschreiben:
Q={(ig,v)|ie{l,...,100}, g € {Mann,Frau}, v € { Vegetarier, Nichtvegetarier}},

wobei i =1,...,100 die Nummer des Mitglieds ist, g sein Geschlecht und v bezeichnet, ob
er/sie Vegetarier ist. Dann berechnet sich z. B. die Wahrscheinlichkeit dafir, dass eine
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1

o5 Jir alle w € Q

zufillig gezogene Person Vegetarier ist, mittels A = PQ und P({w}) =
als

164+24 2
P st Vegetari = = -
({w|w ist Vegetarier}) 100 2
da 16 Manner und 24 Frauen Vegetarier sind. Wissen wir von der Person schon, dass

die eine Frau ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie auch Vegetarierin ist, = % = %

Dies gehort aber eigentlich in den Themenkreis der bedingten Wahrscheinlichkeit und soll
spdter untersucht werden.

Bisher haben wir sogenannte einstufige Zufallsversuche betrachtet. Eine Miinze wurde ein-
mal geworfen, mit einem Wiirfel wurde einmal gewiirfelt. Oft finden aber mehrere solcher
Prozesse hintereinander statt, man spricht dann von mehrstufigen Experimenten. Der Ab-
lauf eines solchen Experiments lésst sich in Form eines Baumdiagramms veranschaulichen.
Wir wollen dies anhand eines Beispiels kennenlernen:

“w.o»

Beispiel 3.9 In einer Urne befinden sich 5 Kugeln, 3 tragen ein “a” und 2 ein “n”. Es
wird ein Buchstabe gezogen, notiert und dann wieder zurickgelegt. Dann wird das Fxpe-
riment wiederholt. Beide Stufen des Versuchs sind gewissermaflen Kopien voneinander,
man spricht daher auch von unabhdngigen und identisch verteilten Versuchsdurchfihrun-
gen — aber dies soll spdter besprochen werden. Fir dieses zweistufige Fxperiment ist der

Grundraum
Q ={(a,a),(a,n), (n,a),(n,n)}

und A = PQ. Um die Wahrscheinlichkeiten fir die Elemente aus € zu bestimmen, denken
wir uns die Kugeln in der Urne zusdtzlich nummeriert: 1 — 8 steht fir a, 4 und 5 fir
n. Dann gibt es insgesamt 25 Arten, die Kugeln der Urne durch zweifaches Ziehen zu
kombinieren; es sind ndamlich alle Kombinationen (i,7) mit 1 < i <5 und 1 < j < 5.
Von diesen gibt es neun, die zur Kombination (a,a) € Q fihren, ndmliche alle Paare
(1,7) mit 1 <i <3 und 1 < j < 3. Sechs Kombinationen fiihren zu (a,n) € Q, nimlich
alle (i,7) mit 1 < i < 3 und j = 4 oder 5. Ahnlich gibt es sechs Kombinationen, die
zu (n,a) € Q fihren, namlich alle (i,7) mit i = 4,5 und 1 < j < 3. Schliefilich fiihren
die vier Kombinationen (i,7) mit i = 4,5 und j = 4,5 zu (n,n) € Q. Da alle Kugeln
die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, gezogen zu werden, haben auch alle (i,7), 1 <i <
5, 1 < j <5 dieselbe Wahrscheinlichkeit. Es gibt 25 solcher Paare, also hat jedes (i, j) die
Wahrscheinlichkeit %, gezogen zu werden. Somit ist im obigen ) die Wahrscheinlichkeit
fiir (a,a) &, die Wahrscheinlichkeit fir (a,n) und (n,a) & und die Wahrscheinlichkeit

fiir (n,n) %.

FEine andere Art dies zu verstehen ist die folgende: Wir beschreiben den Versuch durch
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folgendes Baumdiagramm:

Man bekommt also die Wahrscheinlichkeit der Kombinationen (a,a), (a,n), (n,a) und
(n,n) durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades.

Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 3.10 In einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist die Wahrscheinlichkeit ei-
nes {w} das Produkt der Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades, das diesem w € ()
entspricht. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ist die Summe der Wahrschein-
lichkeiten aller Pfade {w}, die zu A gehéren, d. h. aller w € A.

Wir wollen dieses Prinzip nun in verschiedenen Beispielen kennenlernen. Das erste ist eine
kleine Variation des Beispiels 3.9:

Beispiel 3.11 Die Situation sei die gleiche wie in Beispiel 3.9 mit dem einzigen Un-
terschied, dass die einmal gezogenen Buchstaben nicht zuriickgelegt werden. Ensprechend
andert sich das Baumdiagramm:

Somit dndern sich die Wahrscheinlichkeiten fiir die Elemente in
Q={(a,a),(a,n),n,a),(n,n)}

U

P({(a,a)}) = 15 = PU(a,n)}) = P({(n,a)}) und P({(n,n)}) = -
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Beispiel 3.12 In einem Boot sitzen neun Passagiere, davon sind vier Schmuggler und
fiinf ehrliche Personen. Ein Zollbeamter wdhlt drei Personen zur Kontrolle aus: Alle drei
sind Schmuggler. Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit, dass dies reiner Zufall ist?

Q={(i,4.k) :i,4,k € {s,e}},

wobei s fiir Schmuggler und e fir ehrlich steht. Der Pfad, der dem FEreignis (s, s, s) ent-
spricht, sieht nun so aus:

O~
V)
0w
V2)
o

Also hat (s, s, s) € Q die Wahrscheinlichkeit

d. h. weniger als 5 %; vermutlich hatte der Zollbeamte also eine gewisse Menschenkenntnis.

Beispiel 3.13 In einem Schubfach befinden sich 4 schwarze, 6 rote und 2 weiffe Socken.
Im Dunkeln wdhlt jemand (ein Mathematiker?) zwei Socken rein zufillig. Wie grofs ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die beiden Socken die gleiche Farbe haben?

Es ist
Q={(,7)li,j € {s,r,w}}.

Nun fiihren drei Pfade zu einem Paar gleicher Farbe:

Also st
5
=

1 1 1
3 11 2 11

1
11 3

=

P{(i,7) 1 =7}) =

Beispiel 3.14 Jedesmal, wenn Prof. L. 7 Personen beisammen sieht, wettet er 100:1,
dass darunter mindestens zwei Personen am gleichen Wochentag geboren sind. Ist dies
eine ginstige Wette?
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Die Wahrscheinlichkeit, dass Prof. L. die Wette verliert, ldsst sich wie folgt berechnen:
Q={(i1,...,07) 5, €{1...7}, j=1...7},

wobei i, 7 fiir den Wochentag steht, an dem die Person j geboren ist. Die Wahrscheinlich-
keit, dass Prof. L. die Wette verliert entspricht nun dem folgenden Pfad:

Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Pfad st

7-6...2-1 7! 6!

die Wette ist also giinstig fiir den Prof.

Beispiel 3.15 In M. gibt es nur zwei Arten Wetter: Nass (N) und Trocken (T). Ist es
heute nass, so ist es mit Wahrscheinlichkeit % auch morgen nass und mit Wahrscheilichkeit
% trocken. Ist es heute trocken, so ist es morgen mit Wahrscheinlichkeit 1% auch trocken
und mit Wahrscheinlichkeit 1—70 nass. [Frage: Welche Stadt ist M.?] Heute ist es trocken:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist es tibermorgen auch trocken?

Offenbar gibt es zwei Pfade, dass es iibermorgen trocken ist:

Die Wahrscheinlichkeit, dass es tibermorgen trocken ist, berechnet sich also so:

3 3 7 9 7 27 36 52 13

1
1010 7106100 760 300 300 300 75

3.3 Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit I

Zur Motivation begeben wir uns noch einmal zuriick zu Beispiel 3.9 und 3.11, also den
Beispielen, die in mehrstufige Zufallsexperimente eingefithrt haben. Wir wollen erkennen,
dass es sich bei der Multiplikationsregel um eine Form der Unabhdngigkeit bzw. bedingten
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Unabhdingigkeit handelt, wobei wir den letzten Begriff nicht definieren, wohl aber kurz
anreiflen. In der Tat ist ja in Beispiel 3.9 durch das Zuriicklegen der gezogenen Buchstaben
die Grundsituation vor jedem Zug dieselbe. Da zudem die Buchstaben “gedichtnislos”
sind, d. h. die Wahrscheinlichkeit ein a oder ein n zu ziehen nicht davon abhéngt, ob ich
zuvor ein a oder ein n gezogen habe, kann man guten Gewissens von der Unabhéngigkeit
der beiden Ziige in Beispiel 3.9 sprechen. Die Situation in Beispiel 3.11 ist dagegen eine
andere. Hier hingt die Wahrscheinlichkeit im zweiten Zug ein a oder ein n zu ziehen, sehr
wohl vom ersten Zug ab, denn hier sind dann entsprechend weniger a’s oder n’s in der
Urne, die beiden Ziige sind also nicht unabhéngig.

Wir wollen den Begriff der Unabhéngigkeit nun mathematisch fassen. Dazu miissen wir
zunéchst den Begriff der “bedingten Wahrscheinlichkeit” definieren. Hierzu sei (2, A, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A seien zwei Ereignisse. Nehmen wir nun an,
jemand mit hellseherischen Féahigkeiten sagte uns, dass das Ereignis B eintritt. Was ist
nun — bedingt darauf, dass wir wissen, dass B eintritt — die Wahrscheinlichkeit, dass auch
A eintritt? Diese Wahrscheinlichkeit wollen wir mit P(A|B) bezeichnen. Da wir schon
wissen, dass B eintritt, kommen fiir das Eintreten von A nur die w € €2 in Frage, die
sowohl in A (w € A) als auch in B (w € B) sind, also die w mit

w€ ANB.

P(A|B) muss also proportional sein zu P(A N B). Allerdings ist P(A N B) in A keine
Wahrscheinlichkeit mehr, denn fiir A = Q gilt

P(QN B) = P(B),

und dies ist in der Regel nicht 1. Um also eine Wahrscheinlichkeit zu erhalten, teilen
wir P(A N B) durch P(B) (vorausgesetzt das ist nicht null, was wir aber getrost fordern
diirfen, denn die Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A, vorausgesetzt
ein Ereignis B tritt ein, dass aber sowieso nie eintritt, fithrt zu offensichtlichen logischen
Problemen). Dies ergibt die folgende

Definition 3.16 FEs sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A mit P(B) # 0.
Als die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B definieren wir

P(AN B)

PIAIB) = 55

Beispiel 3.17 Wir modellieren den einfachen fairen Wiirfelwurf mit Q = {1,2,3,4,5,6},
A =PQ und

1
P{w}) = 6 fiir alle w € Q.
Es seien A und B die Ereignisse

A = “Die Augenzahl ist durch 3 teilbar”,
B = “Die Augenzahl ist gerade”,
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also
A={3,6} und B =1{2,4,6}.

Dann st
P(ANB) P({6})
P(A|B) = P(B)  P({2,4,6})

olw|o =
LWl

Mit Kenntnis von Definition 3.16 ist es nun einfach, den Begriff der Unabhéngigkeit zu
definieren. Es liegt nahe, zwei Ereignisse A und B, die den Voraussetzungen von Defini-
tion 3.16 geniigen, unabhéngig zu nennen, wenn die Kenntnis des Eintretens von B die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens von A nicht dndert, d. h. wenn

P(A|B) =P(A)
gilt. Mit anderen Worten soll gelten
P(ANB)
—— - =P(A
F(5) (4)

& P(ANB) =P(A)-P(B).

Die letzte Zeile hat hierbei den Vorteil, dass sie symmetrisch in A und B ist, dass sie
auch fir P(B) = 0 sinnvoll und zweckméBig ist, und dass deshalb auf die Voraussetzung
P(B) > 0 verzichtet werden kann.

Definition 3.18 FEs sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € A heiffen un-
abhdngig, falls

P(ANB) =P(A)-P(B)
qgilt.

Beispiel 3.19 Wir wollen nun zur Situation von Beispiel 3.9 zuriickehren und rechtfer-
tigen, dass unsere Intuition dort nicht fehlgeleitet war und der erste und zweite Zug dort
tatsdchlich unabhdngig sind. Hier war ja

Q= {(a,a), (a,n), (n,a), (n,n)}

A =PQ und
3 3 3 2 6
]P’ = — e — = — ]P = — e — = —
(o0} =23 =0 Bllamh =53 = o
2 3 6 2 2 4
IP) = — e = = — IP) = — e — = —
Es sei nun
A = “a bei der ersten Ziehung”
B = “n bei der zweiten Ziehung”,
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also

A={(a,n),(@,a)} wnd B={(a,n),(n,n)}.
Dann sind A und B unabhdngig. In der Tat gilt ja

ANB={(a,n)}

und weiter
9 6 3
PA) = —+ —=—
(4) 25+25 5
6 4 2
PB) = —+ =2,
(B) 25+25 5
Also

6 3

Dass Unabhéngigkeit im stochastischen Sinn durchaus nicht immer etwas mit unserer
Intuition, dass Unabhéngigkeit von “unabhéngigen” (d. h. verschiedenen, gegenseitig un-
beeinflussten) Versuchen stammt, zu tun haben muss, zeigt ein weiterer Blick auf Bei-
spiel 3.17.

Beispiel 3.20 Die Ereignisse

A = “Die Augenzahl ist durch 3 teilbar” und
B = “Die Augenzahl ist gerade”

sind beim einfachen fairen Wiirfeln unabhdngig (obwohl beide Ereignisse sich auf denselben
Wurf beziehen!). In der Tat haben wir ja in Beispiel 3.17 berechnet, dass
P(ANB) 1

P(B) 3
gilt. Auferdem gilt auch P(A) = 5, also
P(ANn B)=P(A)-P(B).
Man kann sich nun fragen, wie sich der Begriff der Unabhéngigkeit auf mehrere Ereignisse

iibertragt. Dass man fiir Ereignisse Aq, ..., A, nicht einfach ihre Unabhéngigkeit mit dem
Bestehen der Identitit

P(AN...NA) =P(A))...P(4,)

gleichsetzt, hat den Grund darin, dass man Unabhéngigkeit zu einer vererbbaren Eigen-
schaft machen mochte, d. h. man mochte, dass mit Ay, ..., A, auch jede Teilfamilie von
Ay, ..., A, unabhingig ist. Dies wére mit einer solchen Definition nicht gewéhrleistet.
Daher definiert man direkt:
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Definition 3.21 Es sei (2, A,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Ay, ..., A, € A,
n € N, n > 2. Ay,..., A, heiffen unabhingig, falls fir jedes 1 < m < n und alle
i i gilt

P(A, N...O0A; ) =P(A,;)...P(A;,).

Man sieht unmittelbar, dass diese Definition dem oben formulierten Vererbbarkeitsgrund-
satz geniigt. Der Zusammenhang zwischen der Unabhingigkeit zum einen und den im
vorhergehenden Kapitel formulierten Pfadregeln zum anderen besteht nun darin, dass
diese Pfadregeln fiir unabhéngige Versuche unmittelbar evident sind. In der Tat wollen
wir bei n Zufallsexperimenten, n € N, n > 2, davon sprechen, dass diese unabhéngig
sind, falls alle Ereignisse A;,..., A,, wobei A;, j = 1,...,n, ein beliebiges Ereignis ist,
das sich aber nur auf das j’te Experiment beziehen darf, unabhéngig sind. Damit folgt

Proposition 3.22 Sind die Experimente in einem mehrstufigen Zufallsversuch unabhéngig,
so gilt die Pfadregel, Definition 3.10.

Beweis: Dies folgt in der Tat unmittelbar aus der Definition der unabhéngigen Experi-
mente bzw. der Definition der Unabhéngigkeit von n Ereignissen, Definition 3.21. O

Allerdings haben wir in Definition 3.10 die Pfadregel nicht nur fiir unabhéngige, sondern
fiir beliebige Ereignisse formuliert. Wieso ist diese richtig? [Die Frage ist formal falsch,
denn eine Definition kann natiirlich nicht richtig oder falsch sein, die Frage ist vielmehr,
wieso Definition 3.10 nicht im Widerspruch zur in diesem Kapitel entwickelten Theorie
steht.] Die Antwort erhélt man, indem man die Formel fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit
umstellt. Es ist ja
P(AN B) =P(A|B) - P(B).

Analog erhélt man fiir drei Ereignisse A, B,C' € A durch zweimaliges Anwenden dieser
Regel:

P(ANBNC) = P(ANB|C)-P(C)
= P(ABNC)-P(BNC|C)-P(C)
= P(A|BNC) - P(B|C) - P(C)

(dies ldsst sich auch beweisen, indem man einfach die Definitionen der entsprechenden
bedingten Wahrscheinlichkeiten einsetzt).

Ebenso zeigt man die folgende Produktformel fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten von Er-
eignissen Aq,..., A,, n € N, n > 2:

(3.4) P(AN...NA) =P(A) P(A|A)) - P(A3]| Ay N Ay) . P(Au| A1 0.0 Ay,

Hat man nun ein mehrstufiges Zufallsexperiment mit n Stufen, und Ay, ..., A, sind Ereig-
nisse, wobei sich das Ereignis A; nur auf das j-te Experiment bezieht, so ist (3.4) nichts
anderes als die Pfadregel Definition 3.10, die wir somit auf dem Hintergrund der bedingten
Wahrscheinlichkeit gerechtfertigt haben.
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3.4 Kombinatorik I — Produkt- und Summenregel

Wir kehren hier zur Definition eines Laplace-Experiments, Definition 3.6, zuriick. In sol-
chen Experimenten iiber einem endlichen Zustandsraum €2 gilt fiir alle A C Q

|A]
P(A) al
Offenbar ist fiir die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A ein Zahlpro-
blem zu losen. Wer sich jemals ein wenig mit Kombinatorik beschéftigt hat, weif, dass
Zahlen in der Tat ein Problem sein kann. Wir werden in diesem Abschnitt zwei einfa-
che Zahlregeln formulieren und ihre Konsequenzen fiir Stichprobenumfinge aufzeigen. Es
sei jedoch hier bemerkt, dass die Kombinatorik, also die Bestimmung der Gréflen von
endlichen Mengen, das Auffinden von Z&hlprinzipien, eine Teildisziplin der (diskreten)
Mathematik ist, dass sie also nicht Teildisziplin der Wahrscheinlichkeitstheorie ist, und
dass es extrem harte kombinatorische Probleme gibt, die bis zum heutigen Tage nicht
gelost sind. Die erste ist die Summenregel:

Regel 3.23 Dazu sei Q) eine endliche Menge und Ay, ..., A, C § seien paarweise dis-
Jgunkt, d. h.
ANA; =0 firalle i#j.

Es ses

A:A1UA2UUAT
Dann gilt

Al = A1+ 4 A=) |4
j=1

Dies lésst sich (lustigerweise) mit der Definition der Laplace-Wahrscheinlichkeit beweisen.
Wegen der 3. Eigenschaft von Wahrscheinlichkeiten gilt ja fiir A, B € A

P(AuB) =P(A)+P(B) -P(AN B)
(denn P(AU B) = P(AU B\A) = P(A) + P(B\A)). Also gilt fir ANB =0
P(AU B) = P(A) + P(B)

und allgemein fiir paarweise disjunkte Ay, ..., A,
P(A) =P(|J4) =) P4
7j=1 7j=1

Setzt man fiir P(A4;) die Laplace-Wahrscheinlichkeit % ein, so erhédlt man fiir paarweise

disjunkte Aq,..., A,
AU AL g Al
o 2
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Gilt ferner U?Zl A; =, so ist die linke Seite 1, also

— |4;]
1= E —
J=1

Dies ist gleichbedeutend mit

Q=) 14
j=1

Das zweite Zahlprinzip ist die Produktregel. Wir formulieren sie so:

Regel 3.24 FEin Versuch bestehe aus r Stufen, wobei der Ausgang einer Stufe keinen Ein-
fluss auf die Ergebnisse spdterer Stufen habe. Haben die einzelnen Versuche nqi,na,...,n,
Ausfille, dann hat der Gesamtversuch

Ny Mo+ ... Np—1 Ny

maogliche Ausginge.

Dies kann man (wenn man mochte) dhnlich wie die Summenregel aus den Prinzipien der
Wahrscheinlichkeit ableiten, indem man die Unabhéngigkeit benutzt. Wir {iberlassen dies
dem Leser/der Leserin und zeigen die Niitzlichkeit dieser Regeln anhand einiger Beispiele.

Beispiel 3.25 FEine Miinze mit den Seiten 0 und 1 werde 6 mal geworfen. Wieviele mogli-
che Ausgdnge gibt es? Da jeder Miinzwurf zwei mégliche Ausgdnge hat und die Miinzwirfe
sich nicht gegenseitig beeinflussen, gibt es insgesamt

2.2.2.2.2.2=920—-64

verschiedene mogliche Versuchsausgdnge. Allgemein gibt es im n-fachen Minzwurf 2"
maogliche Versuchsausginge.

Beispiel 3.26 In einer Urne sind 5 Kugeln mit den Nummern 1 bis 5. Hiervon werden
drei Kugeln nacheinander ohne Zuricklegen gezogen. Wieviele Ausfille gibt es? Dieser
Versuch hat drei Stufen. In der ersten Stufe konnen 5 Kugeln gezogen werden, in der
zweiten 4, in der dritten 3. Der Ausgang einer Stufe beeinflusst die Mdaglichkeiten in der
ndchsten Stufe (eine einmal gezogene Kugel kann nicht nochmals gezogen werden), nicht
aber ihre Anzahl (die Anzahl der restlichen Kugeln ist stets dieselbe). Also folgt mit der
Produktregel, dass der Gesamtversuch

5-4-3=060

maogliche Ausfille hat.
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Beispiel 3.27 Frau M. hat 6 Hiite, 5 Blusen und 5 Rdocke, jeweils in den Farben schwarz
und weifS und zwar 3 schwarze Hiite (und 3 weife), 2 schwarze Rocke (und 3 weife)
und 3 schwarze Blusen (und 2 weiflfe). Gibt es keine Restriktion, so gibt es nach der
Produktregel 6-5-5 = 150 Kombinationsmdoglichkeiten. Nun trdigt Frau M. aber hichstens
ein schwarzes Kleidungsstiick. Die Produktregel ist nicht mehr direkt anwendbar. Jede der
Kombinationsméglichkeiten www, sww, wsw, wws bestimmt eine Teilmenge der méglichen
Kombinationsmaoglichkeiten. Nach der Produktregel haben diese 3-3-2, 3-3-2, 3-2-2
und 3 - 3 - 3 mogliche Kombinationen. Da die Teilmengen disjunkt sind, gibt es nach der
Summenformel insgesamt

3:3:-24+3-3-2+3-2-24+3-3-3=75

mogliche Kleidungsmaoglichkeiten fiir Frau M.

3.5 Kombinatorik Il — Stichproben

Wir werden nun die oben gelernten Regeln auf die Bestimmung der Anzahl von Stichpro-
benmengen anwenden. Hierbei spielen zwei Aspekte eine Rolle: Die Auswahl der Teilmenge
und die Frage, ob wir die Anordnung der Elemente beriicksichtigen wollen. Je nachdem,
ob wir der Reihenfolge der Stichprobenelemente eine Bedeutung beimessen oder nicht,
sprechen wir von geordneten bzw. ungeordneten Stichproben.

Die Ausgangssituation in diesem Kapitel wird stets sein, dass wir eine Grundgesamtheit
2 vom Umfang n haben (z. B. eine Urne mit n Kugeln, die wir mit 1, ..., n nummerieren),
aus der wir s mal mit und mal ohne Zurticklegen ziehen.

Zunachst behandeln wir

Geordnete Stichproben mit Zuriicklegen

Hier zieht man also eine von n Kugeln zuféllig, notiert ihre Nummer und legt sie wieder
zuriick. Dies wird s-mal wiederholt. Man hat also einen Versuch mit s Stufen, von denen
keine die anderen beeinflusst und jede n mogliche Ausgénge hat. Nach der Produktregel
gibt es also n® mogliche Versuchsausginge des Gesamtversuchs.

Bemerkung 3.28 1. Bei einer geordneten Stichprobe zdhlt also die Reihenfolge der
Stichprobenelemente. Fin gutes Beispiel hierfiir sind Waorter. Wenn ich aus einem
Alphabet mit Zuriicklegen die Buchstaben B, E,I und L ziehe, so kinnen diese je
nach Rethenfolge die Warter

BEIL, BLEI, LEIB oder LIEB
ergeben. Diese haben offensichtlich unterschiedliche Bedeutungen.

2. Wenn man die Kugeln im obigen Experiment rein zufdllig, d. h. gemdfs einer Laplace-
Wahrscheinlichkeit, zieht, so hat jeder der n® mdglichen Versuchsausgdnge die Wahr-
scheinlichkeit ni
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3. Es gibt eine andere (eine “duale”) Darstellung desselben Experiments. Statt s mal
aus n Kugeln zu ziehen, werfen wir s Kugeln rein zufdllig in n Urnen. Genauer
seien s unterscheidbare (z. B. nummerierte) Kugeln gegeben und n unterscheidbare
Urnen. Wir legen nun die s Kugeln in die n Urnen. Jede Urne darf beliebig viele
Kugeln aufnehmen. Da jede der s Kugeln in eine von n Urnen fdllt, kénnen wir das
Ergebnis unseres Experiments durch einen Vektor der Linge s

(a1,...,as) €{1,...,n}°

notieren. Dabei beschreibt a; die Nummer der Urne, in der die j-te Kugel gelandet
ist. Da jedes a; einen Wert zwischen 1 und n annehmen kann, gibt es insgesamt

N’
s-mal

Mdglichkeiten.

Wir wenden uns nun einigen wichtigen Beispielen zu:

Beispiel 3.29 FEs sei A = {1,...,s} und B ={1,...,n}. Wie viele Funktionen von A
nach B gibt es?

f:A—B
muss jedem FElement aus A ein Element aus B zuordnen. f transportiert also sozusa-
gen jedes Element j € A, j = 1,...,s, in eine der n Urnen. Es gibt somit n® solcher
Funktionen.

Beispiel 3.30 Die Anzahl der Teilmengen einer n-elementigen Menge (inklusive der
Menge selbst und der leeren Menge) lisst sich mit Hilfe von Beispiel 3.29 berechnen.
Dieses Beuspiel ist von groffer Wichtigkeit. Hierzu sei

Q={w,...,wn}

eine n-elementige Menge. Wir kinnen nun eine Teilmenge A von ) durch eine Abbildung
fa beschreiben

fAZ QH{O,l}
wn—>{0 wé¢A

1 weA

Durch diese Beschreibung sehen wir, dass es ebenso viele Teilmengen von ) gibt, wie
es Funktionen von Q nach {0,1} gibt. Die Anzahl dieser Funktionen haben wir aber in
Beispiel 3.29 bestimmt. Da es n Elemente in Q) und 2 Elemente in {0, 1} gibt, gibt es 2"
solcher Funktionen, also auch 2™ Teilmengen von €.
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Beispiel 3.31 Wie viele Tippreihen im Toto gibt es? Dazu muss man wissen, dass fir
das gewdhnliche Fuf$balltoto, die sogenannte 11er-Wette, die Resultate von 11 Spielen zu
tippen sind und zwar jeweils Sieg der Heimmannschaft (“17), Unentschieden (“0”) oder
Sieg der Gastmannschaft (“27). Das Ausfiillen eines Tippzettels ist also ein Versuch mit
11 Stufen und 3 méglichen Ausgingen pro Stufe. Nach dem oben Uberlegten gibt es also

31 =177 147

Tipprethen. Man kann sich auch fragen, wie viele davon komplett falsch sind. Es gibt pro
Spiel 2 falsche Tippergebnisse, also insgesamt

2!l =2 048

komplett falsche verschiedene Tippzettel. Dies ist verglichen mit den 177 147 insgesamt
maoglichen Tippreihen sehr wenig (ca. 1,1 %), so dass Sie mit grofier Wahrscheinlichkeit
wenigstens ein Spiel richtig vorhersagen, selbst wenn Sie gar keine Ahnung von Fufball
haben.

Geordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Auch hier ziehen wir wieder aus einer Urne mit n Kugeln mit den Nummern 1,...,n s
Kugeln, diesmal jedoch ohne die Kugeln zuriickzulegen. Man notiert ihre Nummern in
der Reihenfolge, in der sie erscheinen. Es gibt also insgesamt s Stufen in diesem Versuch.
Anders als im ersten Fall sind diese aber keine Kopien voneinander, denn die Kugeln, die
in den vorherigen Ziehungen gezogen wurden, beeinflussen das Ergebnis der nachfolgenden
Ziehungen. Es sind also der Reihe nach

nn—1n—2...,n—(s—1)

Ergebnisse in den aufeinanderfolgenden Stufen moglich. Nach der Produktregel folgt, dass
das Gesamtexperiment
n)s:==n-(n—1)...(n—s+1)
mogliche Ausgéinge hat. Ist s = n, d. h. wird die Urne vollsténdig leer gemacht, so gibt es
nl:=Mn),=n-(n—1)...3-2-1

mogliche Versuchsausgénge. Insbesondere ergibt sich:
Eine Menge mit n Elementen lasst sich auf n! verschiedene Arten anordnen.

Ublicherweise setzt man 0! = 1. n! ist eine #uBerst schnell wachsende Funktion in n
(schneller als exponentiell!). Das fiithrt dazu, dass auch fiir moderat groBe n, n! nicht
mehr gut zu berechnen ist (schon 70! sprengt die Exponentialanzeige eines handelsiiblichen
Taschenrechners). Fiir grofiere n benutzt man daher die Approximation der Stirlingformel

n
'~ (=)"/27n.
n (e) ™

Hierbei schreiben wir fiir zwei Folgen (a,,), und (b,),, a, ~ b,, falls
dn 1 fir n— o

bn

gilt und bemerken, dass dies nicht impliziert, dass a,, — b, gegen 0 konvergiert (fiir die
Stirlingformel ist dies sogar definitiv falsch).
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Bemerkung 3.32 1. Bei einer zufdlligen Ziehung hat somit jede Stichprobe die Wahr-
scheinlichkeit

(n)s  n!

1 (n—s)!

2. Auch hier gibt es eine duale, manchmal bequemere Formulierung des Problems: Es
sollen s unterscheidbare Kugeln auf n unterscheidbare Urnen verteilt werden und es
sei s < m. Fs gelte aber das Ausschlussprinzip: Pro Urne darf man hdchstens eine
Kugel haben (dieses Prinzip ist in der Tat in manchen physikalischen Modellen sehr
wichtig, siehe z. B. Fermi-Dirac-Statistiken). Wieviele Verteilungen gibt es? Da man
die erste, zweite, ..., s-te Kugeln auf n,n —1,...,(n — s+ 1) Arten unterbringen
kann, gibt es

(ng)=m-(n—1)...(n—s+1)

verschiedene Ausfille.

Beispiel 3.33 Wie viele injektive Abbildungen gibt es von A = {1,...,s} nach B =
{1,...,n}? Wenn s > n ist, ist klar, dass es gar keine injektiven Abbildungen von A nach
B geben kann. Ist s < n, so ldsst sich ein injektives

f:A—B

gerade als die Funktion auffassen, die jede der s Kugeln in eine Urne schickt, so dass
nicht zwei Kugeln in derselben Urne landen. Nach der obigen Bemerkung muss es also
(n)s viele solcher injektiven Abbildungen geben.

Beispiel 3.34 Auf wie viele Arten konnen 8 Tiirme so auf ein Schachbrett gestellt wer-
den, dass sie sich gegenseitig nicht schlagen konnen? Dazu muss man vom Schach nur
wissen, dass Tirme vertikal und horizontal ziehen konnen und dass ein Schachbrett 8 X 8
Felder hat. Folglich muss also in jeder Reihe und Spalte ein Turm stehen. Wir positionieren
die Tirme spaltenweise. Fir den Turm in der ersten Spalte gibt es noch 8 Mdéglichkeiten
(8 Reihen, in die ich ihn stellen kann), fir den zweiten 7 usw. Also gibt es insgesamt

8! =40 320

mégliche Anordnungen. Ahnlich tberlegt man sich, dass es auf einem n x n-Brett n!
Moglichkeiten gibt um n Tirme so zu positionieren, dass sie sich nicht schlagen konnen.

Beispiel 3.35 FEine Sekretdrin tippt n Briefe und adressiert n Umschlige. Dann steckt
sie die Briefe in die Umschlige, ohne auf die Adressen zu schauen (das macht eine gute
Sekretarin natirlich tiblicherweise nicht; so ein Verhalten ist eher einem schusseligen
Mathematikprofessor zuzutrauen). Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens
ein Brief in den richtigen Umschlag kommt?

Wir losen das komplementdre Problem, ndamlich die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit,
dass keiner der Briefe richtig adressiert wird. Mathematisch kann man dieses Problem so
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formulieren: Wieviele fizpunktfreie Permutationen der Menge {1,...,n} gibt es? Hierbei
ist eine Permutation eine injektive Abbildung

o:{l,...,n} = {1,...,n}

und ein Fizpunkt einer solchen Permutation ist ein j € {1,...,n}, fir welches o(j) =
J gilt. Eine Permutation heifst fixpunktfrei, falls es keine Fixpunkte gibt. Es sei a, die
Anzahl der fizpunktfreien Permutationen von {1,...,n}. Offenbar gilt a; = 0 (ein Element
steht notwendig auf seinem Platz) und ay = 1, denn o(1) = 2, o(2) = 1 ist die einzige
fixzpunktfreie Permutation der Menge {1,2}. Allgemein tberlegt man sich folgendes: Sei

o eine fizpunktfreie Permutation von {1,...,n}. Somit ist o(1) # 1. Wir nehmen an,
o(1) = 2 und multiplizieren das Ergebnis dann mit (n—1), denn o(1) kann auf die (n—1)
Plitze 2,3, ...,n wverteilt sein. Ist nun gleichzeitig o0(2) = 1, so missen nur noch die

Elemente 3, ..., n fitpunktfrei permutiert werden. Hierfir gibt es a,_o Mdglichkeiten. Ist
0(2) # 1, so bendtigen wir eine Permutation, die 2 nicht auf 1, 3 nicht auf 3, 4 nicht auf 4
... und n nicht auf n wirft. Davon gibt es a,,_1 viele. Also insgesamt die Rekursionsformel

an, = (n—1) (a1 + a,_2).
Hiermait lassen sich aus aq = 0 und ay = 1 sukzessive die a,, berechnen; z. B. ist
a3z =2, a4,=9 und as=44.

Die Frage ist, ob sich auch eine geschlossene Formel fir die a, herleiten ldsst. Dies ge-
schieht so: Setzt man die Rekursion fiir a, ein, so ergibt sich

(3.5) ap — Nap_1 = —[ap_1 — (n — 1)a,_sl.

Setzt man

so ergibt (3.5)

dn - _dn—h
also
dp = (—1)dp_1 = (—1)2dy o= ... = (=1)""%d
Daher st
d, = (-1)" wund ap,—na,_,=(—1)"
Daraus folgt

ap = na,_1 + (—=1)".

Dividiert man dies durch n!, so erhdlt man

a Ap—1 (=1)"
3.6 =
(36) n! (n—1)! + n!
Nun lisst sich der Term (?—_11)! auf der rechten Seite von (3.6) ebenso entwickeln
Ap—1 o Ap—2 (_l)nil

-0 (=21 (=1
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usw. Dies ergibt
a, 1 1 1 (=)™
5—5—54—@4—...—#—”! .

Da zudem 0! = 1! ist, also auch é = % qgilt, folgt

1 1 1 1 (=1)n

).

S st aber gerade die Wahrscheinlichkeit, rein zufillig eine fizpunktfreie Permutation
auszuwdahlen. Umgekehrt ist die Wahrscheinlichkeit fir mindestens einen Fizpunkt

1
1—2 1 -2 ~0,6321,
n! e
also beinahe % Die (von n abhdingige) Wahrscheinlichkeit, dass die Sekretdrin also min-
destens einen Brief korrekt adressiert, ist daher also ungefihr 0,6321 (was unabhdngig ist
von n).

Ungeordnete Stichproben ohne Zuriicklegen

Nicht immer spielt bei einer Stichprobe die Reihenfolge der Stichprobenelemente eine
Rolle. Beispielsweise ist es beim Lotto (was einem Ziehen der Kugeln ohne Zuriicklegen
entspricht) irrelevant, die Kugeln in der richtigen Reihenfolge vorherzusagen; wichtig ist
nur, dass man die auftretenden Kugeln iiberhaupt vorhersagt. Gegeben sei also eine Menge
von n Elementen. Daraus werde (quasi in einem Griff) eine Menge von s Elementen
gezogen. Wir wollen die Anzahl der moglichen Ergebnisse mit (Z) bezeichnen. Offenbar
ist (") die Anzahl der s-elementigen Teilmengen von {1,...,n}. (7) lisst sich relativ
einfach bestimmen. Dazu erinnern wir uns, dass es

mogliche geordnete Stichproben aus {1,...,n} gibt. Da man jede dieser Stichproben auf
s! Arten permutieren kann und dabei dieselbe ungeordnete Stichprobe erhélt, gilt

<Z> - (Zv) " (n —n!s)!s! - (n:)

Bemerkung 3.36 1. Es st (8) = 1, denn es gibt nur eine 0-elementige Teilmenge
jeder Menge, die leere Menge.
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2. Man stelle sich vor, es soll aus einer n-elementigen Population ein Ausschuss der
Grdfle s gebildet werden, von denen einer der Vorsitzende ist. Dies kann entweder so
geschehen, dass man erst den Vorsitzenden wdhlt — dafiir gibt es (T) Moglichkeiten

— und dann die s — 1 restlichen Mitglieder (das kann auf (Z:ll) Arten geschehen),

oder man wdhlt erst die s Mitglieder — das geht auf (Z) Moglichkeiten — und die
wdhlen einen Vorsitzenden (d. h. s = (f) Modglichkeiten). Da beides dieselbe Anzahl
moglicher Konstellationen liefern muss, gilt

-1 —1
n("” = s(ﬁ) oder ) =2(" :
s—1 S S s\s—1
3. Wir hatten gezeigt, dass die Menge {1,...,n} 2" Teilmengen hat. Es gibt weiter
("), ("), ce (Z) Teilmengen der Griffe 0,1, ..., n. Also gilt

0 1
i n
= 2",
> (1)

Dies lisst sich aus dem Binomischen Lehrsatz ableiten. Es ist ja

- ny _ - n 1k qn—k _ n __on
Z (k») o Z (k;) 1 1 Bz‘nom._Lehrsatz <1 + 1) =2"

k=0 k=0

Beispiel 3.37 Das Lottoproblem: Fine Urne enthalte 49 Kugeln mit den Nummern 1 bis
49. Sechs davon seien rot, die restlichen weif. Es wird eine Stichprobe von 6 Kugeln ent-
nommen. Es gibt — da es nicht auf die Reihenfolge der entnommenen Kugeln ankommen
soll — insgesamt

= 13 983 816

49\  49-48-47-46-45- 44
6/  1-2-3-4-5-6

maogliche Stichproben. Bei rein zufilliger Auswahl hat also jede Stichprobe eine Wahr-
scheinlichkeit von 1:13 983 816 gezogen zu werden. Wir fragen nun nach der Wahrschein-

lichkeit, dass eine Stichprobe (die rein zufillig gezogen ist), 0,1,...,6 rote Kugeln enthdlt.
Diese Wahrscheinlichkeit muss nach dem soeben Uberlegten

P(“s rote Kugeln') = —fif)

(s)
sein, wobei f(s) die Anzahl der Stichproben mit s roten Kugeln beschreibt. f(s) ldsst
sich nun wie folgt berechnen: Man muss genau s rote Kugeln ziehen, dafiir gibt es (S)

Maglichkeiten. Aus den 43 anderen Kugeln miissen 6 — s Kugeln gezogen werden, hierfiir
qibt es (‘EJ’S) Moglichkeiten. Nach der Produktregel ist also

| o002
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Beispiel 3.38 Auf wie viele Arten kann man 3 A’s, 4 B’s und 5 C'’s anordnen? (Hier-
bei ist angenommen, dass sich gleiche Buchstaben untereinander nicht unterscheiden.)
Insgesamt kann man die 12 Buchstaben auf 12! Arten permutieren. Nun kann man die
Pldtze, auf denen die A’s bzw. B’s bzw. C'’s stehen, permutieren, ohne dass dies etwas an
der entstehenden Konfiguration dndert. Dies geht auf 314!15! (Produktregel!) verschiedene

Arten. Also gibt es
12!

S 20720

maogliche Konfigurationen.

Ahnlich berechnet sich die Anzahl der mdéglichen Permutationen von a Oen und b len
(a,b € N). Insgesamt hat man also a + b Elemente zu permutieren. Eine Permutation ist
eindeutig festgelegt, wenn man die Positionen der Oen kennt. Diese kann man offenbar
auf (“:b) Weisen wdhlen. Da die Permutation ebenso entsteht, wenn man die Position

der 1en kennt und es dafiir (“Zb) Moglichkeiten gibt, folgt: Man kann a Oen und b 1en auf

a+b\ [(a+b
a N b
Arten anordnen.

Beispiel 3.39 Was ist die Wahrscheinlichkeit, beim 10-fachen Minzwurf genau 5 mal
“Kopf” zu werfen, wenn die Miinze fair ist? Wir formalisieren das Experiment folgender-
mafen (das sollte man an sich immer machen):

Q=1{0,1}" = {(wy,...,wio) : w; € {0,1}}
A =PQ
P({w}) = ﬁ = % fir alle w € .
Die uns interessierende Menge ist
A={weQ:w +...+wp =5}
Nach Beispiel 3.37 hat A gerade (150) Elemente. Also ist

P(A):@:@:_m ~
Q] ~ 210 1024

| =

Wir kommen nun zur letzten (und schwierigsten) Moglichkeit:

Ungeordnete Stichproben mit Zuriicklegen

Aus einem (unbegrenzten) Vorrat von 4 verschiedenen Sorten von Dingen a,b, ¢, d soll
eine ungeordnete Stichprobe von 7 Objekten ausgewihlt werden. Auf wie viele Arten
geht das? Offenbar lisst sich dieselbe Frage auch so stellen: Aus der Menge {a, b, ¢, d} soll
mit Zuriicklegen eine Stichprobe vom Umfang 7 entnommen werden. Auf wie viele Arten
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geht das? Das duale (und somit wieder dquivalente) Problem lautet: 7 ununterscheidbare
Kugeln sollen auf 4 Urnen a, b, ¢, d verteilt werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

In jeder der drei Fragen kann man eine Stichprobe durch ein Tupel aus 7 Oen und 3
Strichen (|) beschreiben in der Form

00/0000|0.

Dabei steht in diesem Beispiel die erste Gruppe von Oen fiir zwei a-Kugeln, die zweite fiir
drei b-Kugeln, die dritte fiir eine c-Kugel und die vierte fiir eine d-Kugel. Die Anzahl der
moglichen Versuchsausgénge ist also durch die Anzahl der moglichen Permutationen der
7 Oen und 3 len beschrieben. Nach dem, was wir im vorigen Kapitel iiberlegt haben, gibt

es hierfiir
7T+3 _ 10 _ 10 _ 190
3 3 7

Ersetzt man allgemein 7 durch s und 4 durch n, so erhélt man:

Moglichkeiten.

n+s—1

) Arten in n Urnen legen
s

Man kann s ununterscheidbare Kugeln auf <

und

-1
Eine Menge der Méchtigkeit n enthélt (n e )
s

Stichproben vom Umfang s mit Zuriicklegen.

Beispiel 3.40 Wir nehmen fiir einen Moment an, das beliebte Lotto 6 aus 49 wiirde
mit Zuriicklegen gespielt. Wie viele mégliche Ausgdnge gdbe es, wenn die Reihenfolge der
gezogenen Kugeln nach wie vor keine Rolle spielte? Anwort: Nach dem soeben Gesagten

gdbe es
49+6-1\ (54
6 ~\ 6

Stichproben. Da dies noch griofer ist als (469), wdre ein Ger hier noch schwieriger. Genauer
wdre die Wahrscheinlichkeit fiir 6 Richtige dann

11
(%) ~ 25827 165

3.6 Unendliche Wahrscheinlichkeitsridume

Um nicht den Eindruck zu erwecken, es géibe nur endliche Wahrscheinlichkeitsraume,
geben wir ein kurzes Intermezzo itber Wahrscheinlichkeiten auf unendlichen Mengen €.
Diese sind in gewissem Sinne oft die eigentlich interessanten, kénnen aber meist nicht
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durch so naive Methoden behandelt werden, wie die eben vorgestellten (z. B. ist die ein-
fache Laplace-Verteilung auf solchen Mengen offensichtlich unméglich). Wir beschéftigen
uns hier mit einem kleinen Abriss interessanter Beispiele.

Das erste Beispiel eines unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumes ist das einer Wartezeit.
Diese kann zumindest prinzipiell unendlich sein.

Beispiel 3.41 FEine faire Miinze wird so lange geworfen, bis zum ersten Mal Kopf er-
scheint. Hier ist
Q=N, A="7POQ.

Die Elemente aus N entsprechen hierbei den folgenden Miinzwiirfen

K
Z, K

)

7.7 K
7.72.72. K

> 1> 1> I>

1
2
3
4

Da der einzelne Minzwurf ein Laplace-Experiment ist, und die einzelnen Miinzwiirfe un-
abhdngig sind, sollten wir

P2 =g

N | —

P({1}) =
und allgemein
P({n}) =27"

setzen. Das so gewdhlte P ist in der Tat eine Wahrscheinlichkeit auf 2 =N, denn

IP’(Q):ZP({n}):ZQ‘":%ZQ‘":%lil :%-2:1.

neN

Bezeichnen wir mit X die Anzahl der bendtigten Wiirfe bis zum ersten Erscheinen von
“Kopf”, so lassen sich z. B. die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse “X ist gerade” oder
“X ist ungerade” berechnen. In der Tat ist ja

P(“X ist ungerade”) = P({1}) + P({3}) + P({5}) + ...
11 1 I~ 1, 1 1 2
“atstmtoT 2@ Ty
Entsprechend gilt
2 1
P(“X ust de”)=1—-=—.
(“X st gerade”) 5= 3

Beispiel 3.42 In diesem Beispiel wird der unendliche Wahrscheinlichkeitsraum aus den
Punkten einer Ebene bestehen. Diese sind sogar tiberabzdhlbar. Im Casino von Sikinien
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wird das folgende Gliicksspiel gespielt: Aus einer Entfernung von 5 Metern wirft ein Spieler
einen Kulotnik (eine Miinze von 8 cm Durchmesser) auf einen karierten Tisch mit 4 cm
X 4 cm Karos. Fdllt die Miinze ganz in das Innere eines Karos, gewinnt der Spieler 12
Kulotnik (und erhdlt seine Miinze zurick), anderenfalls verliert er die Miinze. Was sind
seine Gewinnchancen? Die erste wichtige Beobachtung dabei ist, dass die Lage der Miinze
eindeutig durch die Lage ihres Mittelpunkts x bestimmt ist. Wir wdihlen als

Q={r:2€R? undux ist ein Punkt auf dem Tisch}

und stellen uns hierunter die Orte der Miinzmittelpunkte vor. Wenn der Spieler nun kein
besonders getibter Werfer ist, so wird die Wahrscheinlichkeit, dass der Miinzmittelpunkt
in einem Flichensegment A landet, zu der Fliche von A (die wird mit A\(A) notiert)
proportional sein. Da P eine Wahrscheinlichkeit sein soll, also P(Q) = 1 gilt, setzen wir

Wir miissen allerdings hierfir eigentlich auch eine o-Algebra auf ) definieren. Der Ver-
such,

A =PQ

zu setzen schligt fehl (es gibt Teilmengen von ), denen man keine verninftige Fliche
zuordnen kann; das ist iberraschend und kann hier nicht bewiesen werden). Wir setzen

A ={A: A hat eine Fliche}

und vertrauen darauf, dass dies erstens sinnvoll und zweites eine o-Algebra ist. Auf jeden
Fall sind alle schonen Mengen, z. B. Kreise, Quadrate, geometrische Figuren, ... in A,
denn thre Fliche kénnen wir angeben. Damit nun die Miinze ganz im Inneren eines Karos
landet, muss ihr Mittelpunkt im Inneren eines Quadrats von Kantenldnge 1 cm landen.
Der Tisch habe n Karos. Somit folgt

instige Fldch - lem?
P(Miinze im Karo) = JunsTge ~acne I oam

mégliche Fliche —n - 42¢m?

Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Gewinn 1/16. Wie bei so vielen anderen Gliicks-
spielen gewinnt also auch hier die Bank.

Beispiel 3.43 FEs sei w das Gewicht eines Neugeborenen. Wir verwenden hier
Q=R"={zeR:z >0}

Bei der Wahl einer o-Algebra A auf R stoflen wir auf dieselben Probleme wie oben
und glauben daher einfach, dass es A gibt. In diesem Beispiel ist es allerdings unsinnig,
Intervallen gleicher Léinge die gleiche Wahrscheinlichkeit zuzuordnen, denn erstens wird
das nie eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf R™ und zweitens ist die Wahrscheinlich-
keit, dass ein Neugeborenes zwischen 3 und 4 Kilogramm wiegt, viel grofier als die, dass
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es zwischen 500 Gramm und 1,5 kg wiegt. Man verwendet stattdessen eine sogenannte
Dichtefunktion f, d. h. eine (stickweise stetige) Funktion

fR—=R

mit f >0, f ist integrierbar und

/R Fla)dz = 1.

Die Wahrscheinlichkeit fir a < w < b (a,b € RT) berechnet sich dann als

Pla<w<b)= /f

In unserem Beispiel ist klar, dass man f(x) = 0 fir alle x < 0 setzen sollte. [ kann
ansonsten nicht durch Nachdenken bestimmt werden, sondern muss aus Daten geschdtzt
werden (f kann z. B. auch von Land zu Land oder Region zu Region verschieden sein).
Hiiufig wird fiir f die Normalverteilung zu den Parametern yu (=Mittelwert) und o (=Va-
rianz), kurz die N (p, 0?)-Verteilung, gewdhlt. Hier ist

1 1 (2=

f(x) = 5 e 3T L eR, o e RY.
o

| tayia -

gilt, erfordert dabei etwas mehr Analysis, als die meisten von uns kennen. Fir das vor-
liegende Beispiel ist die Wahl einer Normalverteilung allerdings nur sehr eingeschrinkt
sinnvoll. Egal, wie man p und o wdhlt, gilt stets f(z) > 0 fir alle v € R, d. h. auch
negative Geburtsgewichte wéaren maglich (wenn auch fir gewisse Wahlen von p und o nur
sehr unwahrscheinlich). Das ist zumindest interpretationsbediirftig.

Dass in der Tat

3.7 Zufallsvariablen

Oftmals interessiert bei einem Zufallsexperiment gar nicht der Versuchsausgang selbst,
sondern nur ein gewisser Teilaspekt, dhnlich wie bei einem physikalischen Versuch nicht
alle prinzipiell erlebbaren Messdaten interessieren, sondern nur einige wenige Aspekte.
Dieses Konzentrieren auf das Wesentliche geschieht in der Wahrscheinlichkeitstheorie mit
Hilfe von Zufallsvariablen.

Definition 3.44 Fine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) ist
eine Funktion
X:Q—R,

so dass fiir jedes Paar a,b € R, a < b
{wra<Xw)<bleA
gilt.
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Bemerkung 3.45 Die Bedingung in der letzten Definition besagt, dass wir fir alle a < b
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {a < X (w) < b} berechnen kinnen. Dies ist eine
wiinschenswerte Figenschaft.

Beispiel 3.46 1. EsseiQ ={1,2,3,4,5,6}, A=PQ und P({w}) = ¢ fiir allew € Q.
Wir haben also erneut das Modell eines einfachen fairen Wiirfelwurfs. Interessieren
wir uns nur dafir, ob die geworfene Augenzahl gerade oder ungerade ist, kommt die
folgende Zufallsvariable in Betracht:

X: Q2 — R
. 1 w
w 0 w

Dies ist in der Tat eine Zufallsvariable, denn

2,
1

4,6
;3,5

0 b<0odera>1oderb<a
{1,3,5} a<Ounda<b<1
{2,4,6} a>0undb>1

Q a<0Qundb>1

{w:ia < X(w) <b} =

All diese Mengen sind in A.

2. Eine Zahl zwischen 1 und 16 werde rein zufillig gezogen. Es ist also Q = {1,...,16},
A = PQ und P({w}) = 3= fiir alle w € Q. Die folgende Zufallsvariable beschreibt
die Anzahl der len in der Dezimaldarstellung der gezogenen Zahl:

2 w=11
X(w) = 1 w=1,10,12,13,14,15,16 .
0 sonst

Das Wichtige (und Faszinierende) an Zufallsvariablen ist, dass sich ihre wichtigsten Eigen-
schaften aus der sogenannten Verteilung der Zufallsvariablen gewinnen lassen; andererseits
gibt es verschiedene Zufallsvariablen, die dieselbe Verteilung besitzen. Eine Zufallsvariable
abstrahiert also gewissermaflen vom zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum. Diesen
wollenwir uns in der Folge stets noch als endlich oder abzahlbar unendlich vorstellen, d. h.
als diskret. Genauer definieren wir:

Definition 3.47 Fs sei (2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Die Wahrschein-
lichkeit PX = (p,)eer mit

| P(X =2) fallsx im Bild von X ist
Pe = 0 sonst

auf R heifst Verteilung von X.
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Beispiel 3.48 Die Zufallsvariable X aus Beispiel 3.46.1 und die Zufallsvariable Y auf
O ={K,Z}, A=PQ, P{K}) =P({Z}) = § mit

1 w=K
Yiw) = { 0 w=2
haben dieselbe Verteilung PX = PY mit
=] 0 | 1
pe |32 [

Betrachten wir nun einen Spieler der ein Spiel mit den mdglichen Auszahlungen X (w;), i =
1,...,n spielt. py, ..., p, seien die Wahrscheinlichkeiten von wy, . . ., w,. Gemdf$ der Hdaufig-
keitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit sollte sein Gewinn in einer sehr grofien Serie
von n Spielen in etwa

X(wy)  pr+ ...+ X(wy) - pn

betragen. Sein Durchschnittsgewinn ist dann in etwa

X(wi) -pr4...+ X (wn) - P
Dies motiviert die folgende Definition:

Definition 3.49 Unter dem FErwartungswert der diskreten Zufallsvariable X auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P) versteht man die Grifse

EX = X(wy) -p1+ ...+ X(wn) - pns
falls |Q| = n endlich ist und
EX =) X(w)p.
(wobei p, = P({w})), falls Q@ unendlich ist und die Reihe

D X (w)|po < +oo

we

konvergiert.

Bevor wir Beispiele fiir die Berechnung von Erwartungswerten geben, sammeln wir zunéchst
ein paar Regeln, die dafiir niitzlich sind.

Satz 3.50 Ist Px die Verteilung von X, so gilt

EX =Y y-Px(y),

yeR

EX hdngt also nur von der Verteilung von X ab.
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Beweis: Es sei stillschweigend angenommen, dass EX existiert, d. h. dass > | X (w)|p, <
+o0 ist. Dann kann man die Reihe ) X (w)p,, beliebig umordnen, ohne dass dies ihren
Wert éndert: Es gilt also

EX = ;X(w => Z

yeER w: X (w
= > yP(X =y) ZZnyy
yeR yeR

Als zweites beobachten wir, dass der Erwartungswert linear ist.

Satz 3.51 FEs seien a,b € R und X und Y Zufallsvariablen auf dem gleichen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, A, P) mit existierenden Erwartungswerten. Dann existiert auch
der Erwartungswert von aX + bY und es gilt

E(aX +bY) = adEX + DEY.

Beweis: Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt
Y laX (@) +bY (@)lpe < la] 31X (@)lpo + 6] D Y (@)[po < oo

weN weN weN

Daher existiert E(aX + bY) und es gilt
E(aX +bY) = > (aX(w))+bY (w))p,

we
= aZX(w)pw + bz Y(w)p
we weN
= aEX + bEY.

Wir sind nun in der Lage, ein paar wichtige Verteilungen und ihre Erwartungswerte ken-
nenzulernen.

Beispiel 3.52 1. Die Bernoulli- Verteilung zum Parameter 0 < p < 1:
Fine Zufallsvariable X heifit Bernoulli-verteilt zum Parameter p, falls

P(X;=1)=p=1-P(X; = 0)

gilt. Bezeichnet man beim Minzwurf “Kopf” oder “Erfolg” mit “1” und “Zahl” oder
“Misserfolg” mit “07, so ist X gerade der Indikator fir einen Erfolg beim 1-fachen
Miinzwurf. Der Erwartungswert von X berechnet sich als

EX=Y o p=1PX=1)+0-P(X=0)=

z€R
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2. Die Binomialverteilung zu den Parameternn € N und 0 < p < 1:
X heif$t binomialverteilt zu den Parametern n und p (kurz B(n, p)-verteilt), falls X
nur die Werte 0,1,...,n annimmt und

P(X =k) = (Z)pk(l —p)"*  ke{0,1,...,n}

gilt. Dies ergibt in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0, ... ,n}, denn

i (Z)Pk(l )" =+ (1-p)" =1

k=0

P(X = k) beschreibt gerade die Wahrscheinlichkeit im n-fachen unabhdngigen Miinz-
wurf k Kopfe zu sehen, d. h. k-mal Erfolg zu haben, wenn die Wahrscheinlichkeit
fir “Kopf” in einem Wurf gerade p ist. In der Tat hat ja jede Versuchsreihe mit k
“Kopfen” und n—k “Zahlen” nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit p*(1—p)"".
Andererseits kann man die k “Kopfe” gerade auf (Z) Arten auf die n Versuche an-
ordnen. Mit der Summenregel folgt die Behauptung. Will man nun den Erwartungs-
wert einer B(n,p)-verteilten Zufallsgrifle berechnen, so muss man entweder

kzn% k (Z)pk(l —p)" "

berechnen (das geht, ist aber ein wenig trickreich), oder man benutzt Satz 3.51. Wir
schreiben einfach
X=X1+...+X,,

wobei X; = 1, wenn der i-te Versuch Kopf zeigt und 0 sonst. X ist B(n, p)-verteilt,
wenn X; B(1, p)-verteilt ist und EX hdngt nur von der Verteilung von X ab. X; hat
nach Teil 1 den Erwartungswert EX; = p. Also gilt

EX=EX;+...+EX,=p+...+p=n-p.

3. Geometrisch verteilte Zufallsgrofien:
Wir verallgemeinern Beispiel 3.41 ein wenig. Fine Miinze mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p werde so lange geworfen, bis sie erstmalig “Kopf” zeigt. X beschreibe die
Anzahl der Versuche, die dafiir notwendig sind. Fiir X = n miissen wir also zundchst
(n—1) Mal “Zahl” werfen und dann “Kopf”. Analog der Rechnung in Beispiel 3.41
ergibt dies
P(X =n) = (1-p)"-p.

Dies st in der Tat eine Wahrscheinlichkeit auf N, denn

) » ) . 1
;(1—19)” 'P:P§(1—P) :p'm:]]—j:l-
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Der Erwartungswert von X berechnet sich wie folgt:

EX = Y n-(1-p)"'-p=p> n-(1—p""
[e’s) et 1 2_1
:]“gyﬂ_” _m‘GfﬁfB>_ﬁ

Man muss also durchschnittlich % lange warten, bis erstmalig “Kopf” fdllt, also bei

einer fairen Minze (p = 3) z. B. zwei Mal.

Wir werden in einem der néchsten Kapitel sehen, dass der Erwartungswert tatséchlich
den Mittelwert von Zufallsvariablen gut beschreibt.

3.8 Unabhingigkeit und bedingte Wahrscheinlichkeit I1

Wir wollen in diesem Abschnitt zunéchst den Begriff der Unabhéngigkeit, den wir schon
fiir Ereignisse kennengelernt haben, auf Zufallsvariablen iibertragen. Intuitiv wollen wir
wieder Zufallsvariablen unabhéngig nennen, falls der Ausgang einer von ihnen nicht vom
Ausgang der anderen abhéngt. Technisch nennen wir X, ..., X,, unabhéngig, wenn alle
Ereignisse, die sich durch Xi, ..., X, beschreiben lassen, unabhéngig sind.

Definition 3.53 Seien Xi,..., X, Zufallsvariablen, die auf dem gleichen (diskreten)
Wahrscheinlichkeitsraum (S, Pw,P) definiert sind. Xy, ..., X, heiflen (stochastisch) un-
abhdngig, wenn fir alle aq,...,a, € R gilt

]P(Xl :al,...,Xn :an) :]P(Xl :al) .. ]P)(Xn = an).
Dies ist genau dann der Fall, wenn fiir alle Teilmengen Ay, ..., A, CR gilt
P(X;€A,....X,€A,)=PX;€4).. PX,€A,).

Beispiel 3.54 FEs sei Q = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, A=PQ und
(also der 2-fache Mimnzwurf mit Erfolgswahrscheinlichkeit 0 < p < 1). Sei weiter

X(w) = 0 w=(0,0) oderw = (0,1) p
“ITV 1 sonst un

[ 0 w=1(0,0) oderw = (1,0)
Y{w) = { 1 sonst '

Dann sind X undY stochastisch unabhdngig. In der Tat gilt z. B.

PX=0Y=1) = P{ODH=00-p)-p
= P({(0,0),(0,)}) - P({(0, 1), (1,1)})
= P(X=0)-P(Y =1).
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Eine der wichtigsten Eigenschaften stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen ist:

Satz 3.55 Sind X und Y stochastisch unabhdingige Zufallsvariablen, so gilt

(3.7) E[X -Y] = E[X]-E[Y].

Beweis: Es gilt
E(X-Y) = ) XY (wP({w}) = Eyyp Y =1y)

= Z:py P(X =x)P(Y = y)

= ) z-P(X }:yp —EX -EY.

Man kann sich natiirlich fragen, ob (3.7) schon gleichbedeutend ist mit der Unabhéngigkeit
von X und Y. Dies ist jedoch nicht der Fall:

Beispiel 3.56 Es sei Q= {0,1,—1}, A=PQ und

P({0}) =3 P({l}) P({-1}) =7
Es sei ferner X (w) = w und Y (w) = |X (w)|. Beachte, dass EX = — 140 =0 und dass

X Y (w) = X(w) ist, also E[X - Y] = 0. Somit gilt (3.7), aber naturlich sind X und'Y
nicht unabhdngig, z. B. ist

0=P(X=0Y=1)#£PX=0)-P(Y=1)=-.

Variablen, die (3.7) geniigen, sind allerdings in der Analyse von Zufallsvariablen auch sehr
wichtig. Sie bekommen einen eigenen Namen:

Definition 3.57 XY seien Zufallsvariablen mit EX? < oo, EY? < co. Wenn
E[(X —EX)(Y —EY)] =0,

dann heiffen X und Y unkorreliert. Dies ist genau dann der Fall, wenn (3.7) gilt.

Bevor wir uns an die Analyse des Verhaltens unabhéngiger und unkorrelierter Zufallsva-
riablen machen, schieben wir einen kleinen Exkurs iiber eine der wichtigsten Rechenregeln
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fiir abhéngige Ereignisse ein, den Satz von Bayes. Hierzu sei noch einmal an die Definition
der bedingten Wahrscheinlichkeit

P(AN B)

PIAIB) = 55

fiir Ereignisse A, B € A mit P(B) > 0 erinnert. Die Grundfrage bei der Bayesschen
Formel, die wir nun vorstellen wollen, lautet: Was kann man tiber P(B|A) sagen, wenn
man P(A|B) kennt? Hierzu zunéchst ein (einigermaflen iiberraschendes) Beispiel:

Beispiel 3.58 Die Infektionsrate bei BSE betrigt 0,1 %, d. h. jedes 1 000. Rind ist an
BSE erkrankt. Da es sich um eine sehr gefihrliche Krankheit handelt, hat man einen
sehr sicheren Test entwickelt: Ein erkranktes Rind wird mit 99,9 % Wahrscheinlichkeit
positiv getestet, ein gesundes Rind wird mit 95 % Wahrscheinlichkeit negativ, d. h. gesund,
getestet. Was ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass ein positives Rind auch wirklich an BSE
erkrankt ist? Wir fiihren die folgenden Ereignisse ein:

Q = {Menge aller Rinder}, A ="PQ, P die Gleichverteilung auf €2,

B :={w: w ist an BSE erkrankt},

B¢ :={w: w ist gesund},

@ = {w : w ist positiv getestet},

© = {w: w ist negativ getestet} = ®°.

Wir fragen nach P(B|®) und kennen P(®|B), P(®|B°) so wie P(B). Dies geniigt, denn

_ P(BNn®) P(@|B)-P(B)
P(Bl®) = P(®) P(®)

Wegen
® = (®NB)U(®N B,

und da die Vereinigung disjunkt ist, folgt
P(®) = P(@®nB)+P(@nNB°)
= P(@|B)-P(B) + P(¢|B°) - P(B°).
FEingesetzt ergibt dies

P(@[B) - P(B)
(@|B) - P(B) + P(a]B°) - P(B)

P(B|®) = 5

Setzt man die konkreten Zahlen ein, erhdlt man

. 1 1 1
0,999 - 0, 00 — 2~ 0,0196.

]P) B = = e
(Ble) 0,999-0,001+0,05-0,999 1+50 51

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein positiv getestetes Rind erkrankt ist, ist also etwa 1/51.
Obwohl der Test sehr zuverlissig erscheint (siche die Daten) ist nur 1 von 50 positiv
getesteten Rindern wirklich BSE-krank (also nicht gleich notschlachten).
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Verfolgt man die Argumentation des Beispiels, so haben wir en passant die folgenden
Formeln gezeigt:

Satz 3.59 Fs seien A, By,...,B, € A (wobei (2, A, P) zugrunde liege) mit P(B) > 0 fir
allei=1,...,n. Weiter sei BN B; =0 firi+# j und Q =J;_, B;. Dann gilt

n

P(4) = 3" P(B) - BAIB)

Dies ist der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit. Ferner gilt fir alle A mit P(A) > 0
und alle k =1,...,n

P(By) - P(A|By)
> i P(B) - P(A|By)

i=1

P(Bk|A) =

Dies ist die Formel von Bayes.

Den Beweis dieses Satzes haben wir (mehr oder weniger) im letzten Beispiel gefiihrt. Wir
wollen ihn nicht wiederholen, sondern stattdessen noch ein Beispiel anfiigen.

Beispiel 3.60 Johannes, Lukas und Markus sind zum Tode verurteilt. Einer von ihnen
wird ausgelost und begnadigt, sein Name aber wird geheimgehalten. Johannes sagt sich:
“Die Chance, dass ich es bin, ist 1/3.” Er sagt dem Wdchter: “Einer der beiden, Lukas
oder Markus, wird sicher hingerichtet; du verrdtst mir also nichts, wenn du mir sagst,
wer von beiden es ist.” Der Wichter antwortet: “Markus wird hingerichtet.” Darauf fihlt
sich Johannes ermutigt, denn Lukas oder er werden begnadigt und die Wahrscheinlichkeit
ist 1/2, dass er es ist. Hat er Recht?

Dieses schone Beispiel stellen wir als Ubungsaufgabe.

3.9 Varianz und Kovarianz

In Abschnitt 3.7 hatten wir den Erwartungswert einer Zufallsvariablen X kennengelernt.
Dies war grob gesprochen eine Beschreibung des mittleren Verhaltens von X. Nun kann
dieses mittlere Verhalten durch EX aber mehr oder weniger gut beschrieben werden:
Drei Zufallsvariablen X, YV und Z mit X = 0, P(Y = 4+1) = P(Y = —1) = 1 und
P(Z =1 000) = P(Z = —1 000) = 3 haben alle den Erwartungswert 0. Im ersten Fall
(fiir X) ist der Erwartungswert aber identisch gleich dem einzigen Wert von X, im Fall
von Z ist jeder Wert von Z um 1 000 vom Erwartungswert entfernt. Diese Problema-
tik fiihrt wie im 2. Kapitel dazu, eine Art “Qualititsmafl” fiir den Erwartungswert EX
einzufithren, die Varianz. Die Varianz einer Zufallsvariablen ist die mittlere Abweichung
vom Erwartungswert. Hierbei miissen wir uns noch versténdigen, wie wir die Abweichung

messen wollen: Der naive Ansatz E[X — EX] ist wegen

E[X —EX]=EX —EEX =EX —-EX =0
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fiir alle X fruchtlos. Man hat sich (aus vielerlei Griinden) auf die quadratische Abweichung
geeinigt:

Definition 3.61 V(X) = E[(X — EX)?] heifit die Varianz einer Zufallsvariablen X .
Hierber wird vorausgesetzt, dass EX endlich ist.

Wir werden zunéchst eine Formel kennenlernen, mit der sich die Varianz einer Zufallsva-
riablen oft leichter berechnen lésst:

Satz 3.62 FEs gilt der Verschiebungssatz
V(X) = E[X?] - (EX)>.

Bemerkung 3.63 Genauer miisste es heiffen: Die Varianz ist endlich genau dann, wenn
E(X?) endlich ist. Das sei hier aber nur ohne Beweis bemerkt.

Beweis: Es gilt:

VX = E[(X -EX)? =E[X?-2XEX + (EX)?|
= E(X?) —2(E(X))? + (EX)? = E(X?) — (EX)>.

Schon aus der quadratischen Form der Varianz ldsst sich erkennen, dass sie nicht linear
sein kann. In der Tat gilt:

Satz 3.64 FEs seien X, Xq,...,X,,Y Zufallsvariablen mit endlichen Varianzen und a,b €
R. Dann gilt

1. V(aX) = a*V(X).

2. V(I Xa) = >0, V(XG) + Zi;éj Cov(X;, X;),
wobei Cov(X;, X;) = E[(X; — EX;)(X; — EXj)] gesetzt ist.
Beweis:

1. Nach dem Verschiebungssatz gilt

V(aX) = E[(aX)’] - (E(aX))’
= @’EX? — ®EX?
= a*(EX? - (EX)?) = a*VX.
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2. Da

n n
(Z ai)2 = Z (I? + Z a;a;
i=1 i=1 i#j

gilt, folgt

VQ_X) = E[Q_Xi—E) X

= E[(Z<Xi - EX;))?]

= E[}_(Xi—EX)’+ ) (Xi - EX;)(X; - EX))]

i=1 i#j

- iIE[(XZ —EX;)% + ZE[(Xz - EX;)(X; — EXj)]

i=1 i#j
= ) V(X)) + ) Cov(X;, X)).
i=1 i#j

Bemerkung: X, Y heiflen unkorreliert, wenn Cov(X,Y) = 0 ist. Damit folgt sofort

Korollar 3.65 Fiir paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen gilt

(38) V(R Xi) =3 V(X))

Bemerkung 3.66 Da paarweise unabhdngige Zufallsvariablen insbesondere paarweise un-
korreliert sind, gilt (3.8) insbesondere fir paarweise unabhingige Zufallsvariablen.

Wir beschlieBen diesen Abschnitt mit einer der wichtigsten Ungleichungen, der Chebyschev-
Ungleichung. Diese wird uns im néchsten Abschnitt iiber das Gesetz der grofien Zahlen
noch von groflem Nutzen sein.

Satz 3.67 (Chebyschev-Ungleichung)
FEs sei X eine Zufallsvariable mit endlicher Varianz. Dann gilt fir jedes a > 0

B(X ~EX|2a) < Y0
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Beweis: Es gilt

V(X) = E(X-EX)*) =) (¢-EX)* P(X =)

xT

> Y (z-EX)* P(X =u)
z:|z—EX|>a
> Y PX=ux

z:|lz—EX|>a

= d’P(|X —EX|>a).

Division durch a? ergibt das Gewiinschte. Hierbei haben wir in der ersten Ungleichung
die Positivitdt von Quadraten ausgenutzt. a

Die Chebyschev-Ungleichung lésst sich verallgemeinern; beispielsweise gilt fiir jede posi-
tive, monoton steigende Funktion g : R — R mit Eg(X) < 400 die Ungleichung

Eg(X)
g(a)

P(X >a) <

Diese sogenannte Markov-Ungleichung werden wir aber fiir die Zwecke dieser Vorlesung
nicht benotigen und daher auch nicht beweisen.

3.10 Das Gesetz der groflen Zahlen

Wenn man jemanden auf der Strafle fragt, was denn die Wahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses sei, so wird er oder sie vermutlich ungefdhr so antworten: “Fiihrt man héufig dasselbe
Experiment durch, bei dem das Ereignis A eintreten kann, so wird sich auf lange Sicht die
relative Héufigkeit des Eintretens von A bei einem Wert einpendeln. Dies ist die Wahr-
scheinlichkeit von A.” Wie schon in der Einleitung besprochen, kann man dies nicht be-
denkenlos als Definition von “Wahrscheinlichkeit” nehmen. Dieser empirische Sachverhalt
muss sich in unserem Modell widerspiegeln (sonst miissten wir unser Modell modifizieren).
Dieses Gesetz, das heutzutage unter dem Namen “Gesetz der groflen Zahlen“ bekannt ist,
wurde 1705 von Jakob Bernoulli formuliert und bewiesen und 1713 posthum publiziert.
Es ist gewissermaflen das fundamentale Naturgesetz der Wahrscheinlichkeitstheorie, ohne
das grofle Teile der Stochastik nicht moglich waren. Beispielsweise wére es vollig unsin-
nig, immer gréfere Stichproben zur Bestimmung einer Wahrscheinlichkeit zu erheben oder
dem Begriff “Wahrscheinlichkeit” konnte kein regulédrer Sinn zugeordnet werden. In seiner
heutigen Formulierung lautet das Gestz der groflen Zahlen so:

Satz 3.68 (Gesetz der grofien Zahlen)
Es seien X1, Xo, ... paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen mit EX; = E fiir alle © und
VX, =V < 400 fir alle i (wir setzen also voraus, dass Erwartungswert und Varianz der
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X; endlich und gleich sind). Dann gilt fir jedes e > 0

hmIP’|—ZX E|>¢] =0.

n—0o0

Der empirische Mittelwert konvergiert also gegen den Erwartungswert der X;.

Beweis: Da . . .
E(%ZXZ-) - %ZEXZ- - %ZE: E
=1 =1 =1

gilt, folgt aus der Chebyschev-Ungleichung

n

1
(3.9) ]—ZX E|>¢] < VE;XZ

Mit Korollar 3.65 folgt weiter

n n

V(%in) = %V(in) = % > V(X)) = % V.

i=1 i=1

Also konvergiert die rechte Seite von (3.9) gegen 0. Da die linke Seite aber nicht-negativ
ist, war genau dies zu zeigen. O

Der Zusammenhang zu der eingangs erwihnten Formulierung ist der folgende:

Korollar 3.69 Ein Ezperiment werde n-mal unabhdingig durchgefiihrt. Fiir ein Ereignis
A sei X; der Indikator fiir A im i-ten Versuch, also 1, falls A im i-ten Versuch eintritt
und 0 sonst. Dann gilt

hmIP|—ZX P(A)| > ] =0.

Die Folge der relativen Hdaufigkeiten des FEintretens von A konvergiert also gegen die Wahr-
scheinlichkeit von A.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Gesetz der groflen Zahlen, da unabhéngige Er-
eignisse unkorreliert sind und

EX, =El, =0-P(A% + 1-P(A) = P(A)

gilt. O

Ein paar Bemerkungen sind hier wichtig:
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Bemerkung 3.70 1. Satz 3.68 ist das sogenannte schwache Gesetz der grofien Zahlen.
Es gibt auch das starke Gesetz der grofien Zahlen. Dieses besagt, dass

(3.10) p(%ixi L E) =1

qilt. Es setzt die Fxistenz unendlich vieler unabhdngiger Zufallsvariablen voraus
(aber das haben wir nonchalant auch in Satz 3.68 vorausgesetzt, ohne dass es dort
notwendig wdire). Die in Satz 3.67 behauptete Konvergenz ist verschieden von der
in (3.10) behaupteten. Wir konnen diesen Unterschied hier aber ebensowenig zeigen
wie das starke Gesetz der grofien Zahlen.

2. Wenden wir Korollar 3.69 z. B. auf den n-fachen Minzwurf an, so behauptet Korol-
lar 3.69, dass die relative Haufigkeit von “Kopf” gegen p, die Wahrscheinlichkeit von
“Kopf”, konvergiert. Dies bedeutet aber nicht, dass fiir gerades n und beispielsweise
eine faire Miinze die Wahrscheinlichkeit zur Zeit n genau n/2 mal “Kopf” gesehen
zu haben, gegen 1 geht. Im Gegenteil: Diese Wahrscheinlichkeit ist etwa \/% und

geht daher mit groffen n gegen 0.

3. Man kann das folgende Spiel betrachten: Tom und Jerry werfen eine faire Miinze.
Fdllt “Kopf”, bekommt Tom von Jerry 1 Euro, anderenfalls bekommt Jerry von Tom
einen Furo. Das Gestz der grofien Zahlen besagt, dass sich Toms Kapitalstand geteilt
durch die Anzahl der Spiele auf lange Sicht nahe Null einpendelt. Bedeutet dies auch,
dass mit grofler Wahrscheinlichkeit beide ungefihr zu 50 % der Zeit in Fihrung
liegen? Nein! Das Arcus-Sinus-Gesetz besagt im Gegenteil, dass mit sehr groffer
Wahrscheinlichkeit ein Spieler beinahe die ganze Zeit fiihrt. Auch dieses konnen wir
hier nicht behandeln.

3.11 Weitere Grenzwertsitze

Mit dem Gesetz der groflen Zahlen haben wir einen Grenzwertsatz in der Wahrscheinlich-
keitstheorie kennengelernt. Solche Grenzwertsétze sind die eigentliche Stédrke der Wahr-
scheinlichkeitstheorie, denn sie besagen, dass es in dem scheinbaren Chaos zufilliger Folgen
regelméfBige Strukturen gibt.

Fiir die konkrete Berechnung von Wahrscheinlichkeiten hilft das Gesetz der groflen Zahlen
aber wenig. Stellen wir uns vor, wir werfen 1 000 mal eine Miinze mit Erfolgswahrschein-
lichkeit p = % Dann wissen wir, dass die Anzahl der gefallenen Koépfe nahe bei 500 liegen
sollte, d. h. das Ereignis, mehr als 900 mal “Kopf” zu sehen, sollte eine kleine Wahr-
scheinlichkeit haben. Aber mehr wissen wir nicht. Die beiden folgenden Grenzwertséitze
geben niahere Auskunft iiber die Wahrscheinlichkeit solcher Ereignisse. Der erste davon,
der Poissonsche Grenzwertsatz, beschéftigt sich dabei mit der Wahrscheinlichkeit seltener
FEreignisse. Genauer werden wir eine grofle Anzahl von unabhéngigen Erfolg-Misserfolg-
Experimenten durchfiihren (also z. B. Miinzwiirfe, die hierfiir aber nur ein Beispiel sind),
wobei jeder Versuch nur eine sehr kleine Erfolgswahrscheinlichkeit hat. Wir fragen uns
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nach der Wahrscheinlichkeit fiir £ Erfolge im Gesamtexperiment. In dieser Situation ist
die sogenannte Poisson-Verteilung von Interesse.

Definition 3.71 FEine Wahrscheinlichkeitsverteilung my auf No heifit Poisson-Verteilung

zum Parameter A > 0, falls gilt
_ A" =
() = e

fiir alle n € Ny.

Satz 3.72 ) ist in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsverteilung. Hat eine Zufallsvariable
mit Werten in Ny die Verteilung my, so gilt

EX =X und VX =)\

Beweis: Da my(n) > 0 gilt, ist nur noch

zu klaren. Dies aber folgt wegen
A" e A “A A
ZW’\@)_Zﬁe =e Zﬁ—e et =1
n€Ng neNg n=0

aus der Exponentialreihendarstellung von e*. Der Erwartungswert einer my-verteilten Zu-
fallsvariablen berechnet sich als

A Ay L - R U W
ngzo n—n! et =¢e "\ E =1 =e A g i e e’ = \.

n=0

Fiir die Berechnung der Varianz berechnen wir zunéchst

o0 )\ oo o0 n
EX2 — 270 )\: — 1= - =
;n e ;n(n )n'e —|—;nn'e
O \(m—2) > A2
= N P HEX = Me? A
e Pl

= Ne e A= 2+

Mit Satz 3.62 folgt
VX =EX? - (EX)> =X+ A —- A=)\

Wir kommen nun zum angekiindigten Poissonschen Grenzwertsatz (der im iibrigen mit
Siméon Denise Poisson (1782 — 1840) entdeckt wurde und nichts mit Fisch zu tun hat).
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Satz 3.73 (Poissonscher Grenzwertsatz)
Es seien Xy, ..., X, unabhdngige Bernoulli-Variable mit P(X; =1)=1—-P(X; =0)=p
und p sei so klein, dass np = X gelte. Dann gilt

lim P~ X; = k) = mi(k),
i=1
wobei my (k) die Wahrscheinlichkeit von k unter einer Poisson-Verteilung zum Parameter

X ist. Die Wahrscheinlichkeit fir k Erfolge konvergiert also gegen (k).

Beweis: Es gilt

P(izn;XiZ’f) = (Z)p’“(l—p)""“

%
>
B
—~
—_
|
|
~—
3
—~
—_
|
|
~—
o

2

>
=

QN
L

Hierbei haben wir die Folgendarstellung der Exponentialfunktion

x
:B: l‘ 1 _n
e im ( —i—n)

n—0o0

verwandt. O

Wir wollen diesen Grenzwertsatz in Aktion erleben:

Beispiel 3.74 Auf einer Buchseite befinden sich 1000 Buchstaben, jeder davon hat eine
Wahrscheinlichkeit von 2 ° /.., ein Druckfehler zu sein, und die Fehler seien unabhdngig.
Die Anzahl der Druckfehler pro Seite folgt somit einer B(1000, 0,002)- Verteilung. Diese
wird hervorragend durch eine mo- Verteilung angendhert. Die Wahrscheinlichkeit, dass sich
auf einer Seite hichstens 1 Druckfehler befindet, ist also ziemlich genau

e 22!

To(0) + mo(1) = e % + = e 2(1+2) =3e?~0,406.

Beispiel 3.75 In einem Jahr feiert ein grofier Betrieb sein 100jihriges Bestehen. Die
Direktion beschliefit, allen Kindern von Betriebsangehdrigen, die am 100. Geburtstag ge-
boren werden, ein Sparkonto mit 5 000 Furo anzulegen. Bekannt ist, dass etwa 730 Kinder
von Betriebsangehdrigen pro Jahr geboren werden, also im Mittel zwei pro Tag. Man hat
deshalb 10 000 Euro Auslagen zu erwarten. Um sicher zu gehen, werden fiir diese Zwecke
25 000 Euro eingeplant. Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Geld nicht reicht?
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Hier ist n = 730 und p = % (die Wahrscheinlichkeit, dass eines der 730 Kinder am 100.
Geburtstag geboren wird). Also ist

A=n-p=2.

Ist X die Anzahl der Kinder, die am 100. Geburtstag geboren werden, so ist

109
2% =0, 0166.

PIX>6)=1-P(X<5)~1—e¢
Die Wahrscheinlichkeit ist also sehr klein. Interessanterweise beruht das Beispiel (mit
etwas anderen Zahlen, die Verhdiltnisse aber stimmen) auf einer wahren Begebenheit. Am
100. Geburtstag wurden 36(!) Kinder geboren.

Wir wollen uns nun einem zweiten Grenzwertsatz zuwenden. Dieser stellt zusammen mit
dem Gesetz der grofien Zahlen so etwas wie das erste und zweite Gebot der Wahrschein-
lichkeitstheorie dar. Sein Name “Zentraler Grenzwertsatz” stammt jedoch nicht von sei-
ner zentralen Rolle in der Wahrscheinlichkeitstheorie, sondern davon, dass er erlaubt, die
Wahrscheinlichkeit zentraler Ereignisse, also solcher, die in der Néhe des Erwartungswer-
tes stattfinden, zu berechnen.

Satz 3.76 (Zentraler Grenzwertsatz)
Es sei X1, Xs, ... eine Folge von Zufallsvariablen, die unabhdngig sind und alle dieselbe
Verteilung besitzen. Es sei

EX;, = pu und

VX, = 062>0 fiir alle 1inN.

Dann gilt fir allea <b e R

" (X — 1 b
(3.11) lim P(a < M < b) _ 6_$2/2dx.

n—00 no?

Bemerkung 3.77 Die Verteilung auf der rechten Seite hatten wir schon in einem vorher-
gehenden Abschnitt als die N'(0,1)-Verteilung (Standardnormalverteilung) kennengelernt.
Die sogenannte Standardisierung, also das Abziehen von p und das Teilen durch /no? in
(3.11) wird verstindlich, wenn man weifl, dass eine Zufallsvariable Y die N(0, 1)-verteilt
ist, d. h. fir die gilt

S
Pla<Y <b)=—— [ e /2ds fiir alle a<0b,
\/27T/a

Erwartungswert 0 und Varianz 1 hat, also
EY =0 VY =1.

Genau dies wird mit der Standardisierung auch fir Y .| X; erreicht.
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Der Beweis von Satz 3.76 ist nicht ganz einfach und kann hier nicht gegeben werden.
Wir wollen zunéchst seine Bedeutung fiir den n-fachen Miinzwurf kennenlernen und dann
Beispiele studieren.

Korollar 3.78 Seien X, Xo, ... unabhdngige Bernoulli- Variable mat

Dann qilt fir alle a < b:

lim P(a < M <

b
1 2
—xz2/2
< —c€ dx.
n—00 np(1 —p) /a V2

Beweis: Dies folgt sofort aus Satz 3.77, denn

n

E(zn: X;) =np und V(Z X;) =np(1 —p).

=1

Bevor wir uns Beispielen zuwenden, sollte noch bemerkt werden, dass das Integral auf
der rechten Seite von (3.11) nicht elementar berechnet werden kann. Es ist aber vielerorts
tabelliert.

Beispiel 3.79 Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei 6 000-fachem Wiirfeln eines
fairen Wiirfels die “6“ mindestens 1 100 mal fallt? Man kann dies mit viel Geduld und
einem sehr guten Computerprogramm direkt berechnen. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit

ist einfach
6000

1
> B(k;6000, )

k=1100

Dies zu berechnen ist aber miihselig. Mit Hilfe von Korollar 3.78 kommt man auf

6000 < % Xy —np 1100 — np )

P(>" X, > 1100) = P >
,; Vip(L=p) — /np(l—p)
Wegen p = ¢ (Wahrscheinlichkeit fiir eine “6”) und n = 6000, erhdlt man
6000 6000
> i1 Xk — 1000 100
P> Xj > 1100) =P ( =1 >

>~ 1 2
= Ay =1-®(2V3
e xr .

/2\/§v27r ( )
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Hierbei haben wir

e~ 2dy

o V21

gesetzt und f \/T e " 2dx = 1 ausgenulzt. Den Wert d(2v/3) = ®(3,464) kann man
mn einer Tabelle nachschauen und erhalt dann

6000
P(> " X, > 1100) ~ 0,00028.
k=1

Die Wahrscheinlichkeit fiir mehr als 1 100 “6”en st also extrem gering.

Beispiel 3.80 Berechnung einer Stichprobengrifse.

Man will den Anteil der Raucher p einer sehr grofien Bevélkerung schdtzen und zwar
auf 2 % genau. Will man p mit 100 %iger Sicherheit auf 2 % genau schitzen, so muss
man fast die ganze Bevdlkerung befragen. Ist man dagegen mit 95 %iger Sicherheit (oder
einer anderen kleiner als 100 %iger) zufrieden, so geniigt eine geringere Stichprobe, die
wir uns der Finfachheit halber als “mit Zuriicklegen” gezogen wvorstellen. Wie grof§ muss
diese Stichprobe nun sein? Eine Stichprobe vom Umfang n enthalte S,, Raucher. Es liegt
nahe (und wir werden das im ndchsten Kapitel auch rechtfertigen), als Schatzer fir p

.5,
p=—
n

zu verwenden. Ein Blick in die Tabelle der Standardnormalverteilung zeigt, dass

IN

|<2) P(_g < 2 TP

\/npl — — npl —p
Sn—np

Das Ereignis |m\ < 2 tritt also mit etwas mehr als 95 %iger Wahrscheinlichkeit ein.
Nun st

(| 2) ~ B(2) — B(—2) = 1 — 20(—2) ~ 0, 954.

S, S, —
‘7| <2 gleichbedeutend mit |— —p| <2 u
np(1 —p) n -
Somit gilt auch
1 —
P(lp—p| <2 u) ~ 0, 95.
n

Wir wollen, dass |p — p| < 0,02 mit 95 %iger Sicherheit ist und setzen deshalb

p(1—p

2 ) _ 0,02 d. h. n=10000p(1 — p).
n

Dummerweise wollen wir p ja gerade schitzen, d. h. wir wissen nicht, wie grof p(1 — p)
ist. Eine schnelle Uberlequng lehrt uns aber, dass p(1 —p) eine Parabel in p ist, die ihren
Scheitel in p = % hat. Also gilt stets

p(1—p) <
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Somit geniigen 10 000 p(1 — p) < 2 500 Probanden, um den Anteil der Raucher in der
Bevdlkerung mit 95 % Sicherheit auf 2 % Genauigkeit zu schitzen. Solche Ergebnisse lisen
bei vielen Geistes- und Gesundheitswissenschaftlern oftmals Bestiirzung aus, weil typische
Stichprobengrifien dort um Griflenordnungen kleiner sind.
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4 Beurteilende Statistik

Dieses ist das zweite Kapitel in diesem Skript, das die Uberschrift “Statistik” tréigt, doch
im Gegensatz zu Kapitel 2, in dem es nur darum ging, die Daten ansprechend und cha-
rakteristisch aufzubereiten, wollen wir hier Schliisse aus unseren Daten ziehen. Genau-
er versuchen wir gewissermaflen, die inverse Aufgabe der Wahrscheinlichkeitstheorie zu
16sen: Wir versuchen nun von den Daten auf die zugrunde liegende Verteilung zu schlie-
Ben. Dieses Problem existiert in verschiedenen Schwierigkeitsgraden. Das schwierigste und
realistischste davon, dass wir ndmlich nichts oder so gut wie nichts a priori {iber die Ver-
teilung der Daten wissen, konnen wir hier noch nicht einmal ansatzweise behandeln. Dies
wire die sogenannte nicht-parametrische Situation.

In der parametrischen Situation wissen wir schon von vornherein, dass die Verteilung der
beobachteten Daten aus einer Klasse stammt, die wir mit einem endlich-dimensionalen
Vektor beschreiben konnen. Diesen Fall wollen wir genauer anschauen. Wir werden hierbei
archetypisch auch nur eine Situation genauer studieren, den n-fachen Miinzwurf: Es seien
also n unabhéngige Beobachtungen i, ..., z, gegeben, die alle vom Wurf einer Miinze
stammen. Diese habe Erfolgswahrscheinlichkeit p, also

(4.1) P(X,=1)=p=1-PB(X,=0),

und p sei dabei unbekannt. Die Familie der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeiten ist
also (Pp)pefo,1]; p ist also der (eindimensionale) Parameter, um unsere Wahrscheinlichkei-
ten zu parametrisieren. Ziel ist es nun, mehr Informationen iiber p zu sammeln. Genauer
wollen wir die folgenden Problemkreise untersuchen:

1. Schétze p.

2. Teste Hypothesen iiber p.

Prinzipiell kennt die beurteilende Statistik auch noch eine dritte Fragestellung, namlich
Bereiche anzugeben, in denen sich p mit groler Wahrscheinlichkeit befindet, sogenannte
Konfidenzintervalle. Diese sollen hier aber nicht untersucht werden.

Fiir den Rest des Kapitels sei also 2 = {0,1}, A = PQ und P, die in (4.1) beschriebene
Klasse von Verteilungen auf €). Weiter seien unabhéngige Zufallsvariablen X, ..., X,,, die
nach PP, verteilt sind, gegeben. Insbesondere gilt also

P(Xi=mp,.... X, =2,) = Py(X;=21) ... -Py(X,=m,)=p" - (1-p)"*

fiir zn:x, = k.
i=1

4.1 Das Schatzproblem

In diesem Kapitel sollen Mechanismen beschrieben werden, die uns eine moglichst gu-
te Schatzung von p erlauben. Eine solche Schétzung sollte natiirlich tunlichst von den
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gemachten Beobachtungen X; = xy,...,X,, = z, abhidngen. Wir definieren die Schétz-
funktion deshalb in folgender Weise:

Definition 4.1 FEine Schdtzfunktion bzw. ein Schditzer fir p ist eine Funktion

p:R* — R

(X1, ..y xn) = p(T1, ..., xp).

Bemerkung 4.2 1. Die Idee bei der obigen Definition ist die, dass die x4, ..., x, die
Ausginge der Zufallsvariablen X, ..., X, sind. p ist also ein zufdilliger Wert, wobei
der Zufall daher kommt, dass x1,...,x, zufdillige Werte sind.

2. Die einfachste Schdtzfunktion ist stets zu vermuten, dass die Miinze fair ist, d. h.
man wahlt

oon ) = 3
fir alle x4, ..., x, € {0,1}".

3. Die bekannteste Schitzfunktion fir p ist das arithmetische Mittel (das sicher beinahe
jeder nennen wird, den man nach einer Schatzung fir p fragt), also

1n
(42) Blara) =23 e

Der Rest dieses Abschnitts beschdftigt sich damit, den naiven Schdtzer in (4.2) zu
rechtfertigen.

Dies geschieht so, dass wir uns zunéchst fragen, was ein sinnvolles Prinzip wére, um einen
Schétzer zu konstruieren. Dieses Prinzip ist das sogenannte Maximum-Likelihood-Prinzip.
Ausgangspunkt dieses Prinzips ist die Haufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit.
Danach werden wir eher ein wahrscheinliches als ein unwahrscheinliches Ereignis beobach-
ten. Das Maximum-Likelihood-Prinzip ist es nun, einen Schétzer fiir p so zu konstruieren,
dass unter dem geschétzten Wert fiir p die Beobachtung, die wir gemacht haben, maximale
Wahrscheinlichkeit hat. Dieser Schétzer heiffit Maximum-Likelihood-Schétzer.

Definition 4.3 Fin Maximum-Likelihood-Schétzer fiir p ist jedes p mait

P, cey Ty) = P ey Tp).
p(xla » L ) prél[%?f] p(l’l Z )

Um dieses Konzept besser zu verstehen, berechnen wir einfach den Maximum-Likelihood-
Schétzer in unserer Situation.
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Satz 4.4 Ser 0 < p < 1. In der zu analysierenden Situation ist Mazimum-Likelihood-
Schatzer der naive Schdtzer
N
= — ZT;.

Beweis: Eine Beobachtung = = (x1,...,2,) mit k := >  z; len und (n — k) Oen hat
die Wahrscheinlichkeit

By({a}) = By({(@1,...an)}) = pH(1 = p)" ",

Diese wollen wir in p maximieren, d. h. wir suchen das Maximum der Funktion
pr Lo(p) =p* 1 —p)" ™, k=)
i=1

Diese Funktion ist nicht so einfach zu maximieren, jedenfalls ist

p+— log L,(p)

leichter zu maximieren. Das ist auch vollig ausreichend, denn der natiirliche Logarithmus
ist wie jeder andere Logarithmus eine monotone Funktion, d. h. ein Maximum von log L,(+)
ist auch ein Maximum von L,. Nun ist

L.(p) :=log L.(p) = klogp + (n — k) log(1 — p).

Weiter ist
d k n—k
—L.(p) = —— und
dp ®) p 1-p
d? k n—=k
T

Eine Nullstelle der ersten Ableitung wird also in der Tat ein lokales Maximum von £,(+)
sein. Nun ist

ﬁ_n—k_
p l1-p
& k—kp=mnp—kp
k
& p=-—.
n

Man vergewissert sich zudem, dass fiir 0 < k < n Py({z}) und Py({z}) echt kleiner sind

als P;({x}). Also ist (man erinnere sich, dass k = )" | x; war)

Z:‘L:l Li

n

D=

in der Tat ein Maximum-Likelihood-Schéatzer. |
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Die Maximum-Likelihood-Methode ist die Methode schlechthin, um gute Schétzer zu
konstruieren und dies gilt fiir eine sehr grofie Klasse von Problemen. Fiir den Fall der
Binomialverteilung haben wir gesehen, dass der naive Schétzer (das arithmetische Mittel)
der Maximum-Likelihood-Schétzer ist. Dies bedeutet, dass er aus einem uns verniinftig
erscheinenden Prinzip konstruiert werden kann, aber es bedeutet natiirlich nicht, dass es
auch per se ein guter Schétzer sein muss. Wir wollen hier noch zwei Qualitdtsmerkmale
fiir den Maximum-Likelihood-Schétzer iiberpriifen:

Das erste geht davon aus, dass wir vielleicht in jeder einzelnen Schétzung, d. h. bei jeder
einzelnen Beobachtung (z1,...,z,) einen Schéitzfehler haben, dass wir aber wenigstens
im Mittel den richtigen Wert fiir p schitzen wollen (im Durchschnitt iiber die (x1, ..., z,)
nicht iber p).

Definition 4.5 FEin Schitzer p = p(Xy,...,X,) fir p heifit erwartungstreu, wenn fir
alle p € [0, 1]

Epﬁ =Pp
gilt. Dabei besagt der untere Index p, dass wir den Erwartungswert bei zugrunde liegendem
p bilden.

Es stellt sich heraus, dass unser naiver Schétzer p = %ZZ;I x; erwartungstreu ist:

Satz 4.6 Der naive Schdtzer

p=

S|

>
i=1

ist erwartungstreu (wir schreiben groffe X; um zu zeigen, dass p eine Zufallsvariable ist).
Beweis: Aus den Eigenschaften des Erwartungswerts folgt
) 1 ¢ 1 ¢
Ep = Epg ;Xz = n ;pri
1 1
n 4 n
=1

p ist also in der Tat erwartungstreu. O

Das zweite Qualititsmerkmal geht von der Uberlegung aus, dass fiir endliches n jeder
Schétzer fehlerbehaftet sein mag, dass wir uns aber wiinschen, dass fiir immer groflere
Stichproben die Qualitdt unseres Schéitzers immer besser wird, und der Schétzer schliellich
gegen den zu schéitzenden Wert konvergiert.
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Definition 4.7 Ein Schitzer p = p(Xy, ..., X,) heifst konsistent, wenn fir alle e > 0 gilt

fir alle p € 10, 1].
Auch diese Eigenschaft hat unser naiver Schétzer:
Satz 4.8 Der naive Schitzer p = % Yo X; st fir die Minzwurf-Situation konsistent.

Beweis: Es gilt fiir alle ¢ > 0

Py(|p—p| > ¢) = \—ZX pl >¢)

und daher folgt die Behauptung aus dem schwachen Gesetz der groflen Zahlen fiir den
Miinzwurf. O

Der naive Schétzer wird fiir uns noch von grofiem Nutzen sein, wenn wir im néchsten
Abschnitt Hypothesen iiber das zugrunde liegende p testen wollen.

4.2 Testtheorie im Miinzwurf

Im vorhergehenden Abschnitt hatten wir gesehen, dass ein sehr guter Schétzer fiir das
unbekannte p der empirische Mittelwert, d. h. der naive Schétzer, ist. In der Klasse der
erwartungstreuen Schitzer ist er sogar in gewissem Sinne der beste (dies werden wir hier
aber weder spezifizieren noch beweisen). Ist nun aber unser p (der Erfolgsparameter)
eine irrationale Zahl, so werden wir p mit keiner Schétzung unseres naiven Schétzers
richtig schétzen: egal, wie grof3 n ist und welche Stichprobe zi,...,z, wir beobachten,
stets wird %Z?Zl x; ein Bruch sein und damit verschieden von p. Wir wollen in diesem
Abschnitt bescheidener sein und sehen, ob wir zumindest Aussagen iiber p mit grofier
Wahrscheinlichkeit als richtig oder falsch nachweisen kénnen.

Wir wollen dies zunéchst an einem Beispiel kennenlernen:

Beispiel 4.9 Wir wollen uns der Frage zuwenden, ob ein neugeborenes Kiiken Koérner
erkennen kann, oder ob es dies durch Erfahrung lernen muss. Hierzu fithren wir das fol-
gende Experiment durch: Sobald ein Kiiken geschliipft ist, werden ihm falsche Kérner aus
Papier vorgesetzt. Die Hélfte sind kleinere Kreise, die andere Hélfte kleine Dreiecke von
gleicher Fliche. Nun beobachten wir das Kiiken 16 mal beim Picken. Davon picke es X
Kreise. Wir haben nun zwei Hypothesen:
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Hy: Das Verhalten des Kiikens ist véllig indifferent gegeniiber der Form der Korner, d. h.
es pickt runde Korner und eckige Korner mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

H,: Das Kiiken bevorzugt runde Korner.

Dass das Kiiken dreieckige Korner lieber mag, scheint uns unwahrscheinlich. Man kann
dieses Experiment dadurch mathematisieren, dass man sich die gepickten Korner als eine
Folge von 16 Oen und len vorstellt. Dabei schreiben wir 1, falls das Kiiken ein rundes
Korn pickt und 0 fiir ein dreieckiges Korn. Wir nehmen an, dass diese 0en und len aus
stochastisch unabhéngigen Experimenten stammen (wir sind also nun in der Situation des
Miinzwurfs), und wir versuchen aufgrund der Stichprobe zwischen den beiden Hypothesen
. 1 . 1
Ho.p:§ und Hl.p>§
zu entscheiden. Egal, wie wir uns entscheiden und welche Entscheidungsregel wir ver-
wenden, kénnen wir zwei Fehler begehen: Den Fehler erster Art: Hy ist wahr und wird
verworfen. Den Fehler zweiter Art: Hj ist falsch und wird angenommen. Offensichtlich ist
es unmoglich, beide Fehler gleichzeitig in den Griff zu bekommen. Versucht man beispiels-
weise den Fehler erster Art zu eliminieren, so wird man Hj stets annehmen miissen. Dies
aber maximiert den Fehler zweiter Art.

In der statistischen Theorie und Praxis hat sich das folgende Verfahren eingebiirgert:
Man sucht nach einem Test, bei dem der Fehler 1. Art kleiner ist als ein vorgegebenes
Signifikanzniveau «. Typische Werte fiir o sind 5 %, 2,5 %, 1 %, 0,5 % oder 0,1 %. Wir
wollen unsere Hypothesen auf das Niveau a=5 % testen (weil wir es nicht so tragisch
finden, wenn wir uns irren — je gravierender ein Irrtum ist, desto kleiner miissen wir «
wiahlen). Das folgende Testverfahren liegt nahe: Wir schitzen p aus den Daten mit Hilfe
des naiven Schétzers p. Wenn p so aussieht, wie wir es unter Hy vermuten wiirden (also
z. B. nicht zu sehr von 1/2 entfernt liegt), so nehmen wir Hy an, sonst H;. Dabei miissen
wir, da wir den Fehler 1. Art klein halten wollen, Hy auch dann annehmen, wenn p sogar
grofer ist als 1/2, aber nicht zu grofl. Genauer sieht das Testverfahren so aus:

1. Schétze p durch p
2. Akzeptiere Hy, falls p < T =T'(«)
3. Verwerfe Hy, falls p > T' = I'(«).

Das Intervall |I'(«), 1] heifit dabei Ablehnungsbereich fiir diesen Test. Die Schranke fiir
I' = I'(«) berechnet sich dabei so, dass unter H

P(p>T) <a, also Pijp(p>T) <a
gilt. In unserem Fall wollen wir also

Pyjo(p >T) <0,05
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sicherstellen. Wegen p = % Yoy X ist dies gleichbedeutend mit
Pip() X;>nl) < 0,05, dh
i=1

u 1
Zb(k,16,§) < 0,05.

k=nT

Berechnet man die Werte der Binomialverteilung b(k, 16, %), sieht man, dass

16 1
> b(k, 16, 5) 10,0384 < 0,05,

k=12
wihrend Y, b(k, 16, ) > 0,05 gilt. Wir wihlen also

p0=12, dh D=12=2
16 4

Ist p < 0,75, werden wir Hy annehmen, ansonsten verwerfen.

Dieses Beispiel erlaubt es uns auch schon, die Regeln fiir sogenannte einseitige Test-
probleme aufzustellen: Zu testen sei

Hy:p<py gegen H;:p>Dpp bzw.
Hy:p<py gegen Hy:p>po oder
Ho:p=po gegen Hy:p>po

auf dem Niveau « (d. h. die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art darf héchstens o
sein). Dann befolge man folgendes Verfahren:
1. Schétze p durch p = %Z?:l X; aus den Daten.
2. Bestimme I' = I'(«) moglichst klein, so dass
Pp(@>T)<a
und dabei I' moéglichst klein.

3. Falls p <T', nehme H, an, ansonsten verwerfe H,.

Bemerkung 4.10 1. Dieses Testverfahren ist insofern optimal, dass es beispielsweise
fiir Hy : p = po gegen Hy : p = p1, p1 > po bei festgehaltenem Fehler 1. Art den
kleinsten Fehler 2. Art liefert. Dies ist der Inhalt des sogenannten Neyman-Pearson-
Lemmas, das wir hier nicht beweisen konnen.

69



2. Dass wir auch fir H : p < pg bzw. Hy : p < pg nur
Pp(p>T) <
kontrollieren miissen, liegt daran, dass
p—Py(p>T)
eine monotone Funktion ist.

3. Analog kann man Hy : p = po gegen Hy : p < po und dhnliche Hypothesen testen.
Das Verfahren ist dann:

1. Schitze p aus den Daten.
2. Finde I' = I'(a) mdglichst grofs, so dass P, (p <T') < av.

3. Akzeptiere Hy, falls p > T', ansonsten verwerfe Hy.

Beispiel 4.11 Zwei Spieler A und B wiirfeln. Dabei behauptet B, dass der Wiirfel gezinkt
sei und weniger 6en wirfelt als normalerweise. A hingegen behauptet, der Wiirfel sei fair.
Es werden 10 Probewiirfe gemacht, dabei fillt eine 6. Kann man die Hypothese

1
Hy : Der Wiirfel ist fair (p = 6)

1
gegen  Hy:p< 6
auf dem Niwveau o = 0,05 verwerfen? Hierbei ist p die unbekannte Wahrscheinlichkeit,
eine 6 zu wiirfeln. Wir tabellieren die Wahrscheinlichkeiten Py/6(X = k), die fir uns
relevant sind (X sei die Anzahl von 6Gen in 10 Wiirfen)

0] 0161 | 0161

Damit sehen wir bereits, dass wir mit 10 Wiirfen die Hypothese Hy nie verwerfen konnen.
Wir akzeptieren also Hy.

(Aufgabe: Wie grof$ muss die Anzahl der Wiirfe mindestens sein, damit man einen nicht
leeren Ablehnungsbereich hat?)

Neben den bisher behandelten einseitigen Tests gibt es auch zweiseitige Tests. Diese sind
von der Form

Hy:p=npo gegen Hy :p # po.

Es liegt auf der Hand, den Test folgendermaflen zu gestalten:

1. Schétze p durch p =+ 37" ;.
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2. Bestimme I' = I'(«) moglichst klein mit
Ppo(d ¢ [po—Tpo+ 1)) < a.

3. Akzeptiere Hy, falls p € [py — ', po + T'], ansonsten verwerfe H.

Wir wollen dies an einem Beispiel kennenlernen.

Beispiel 4.12 Sind Ratten farbenblind? Wir wollen kliren, ob Ratten eine der Farben
rot oder griin vorziehen. Hierfiir planen wir den folgenden Versuch: Ratten werden durch
einen Gang geschickt, der sich in zwei Gdnge verzweigt, die griin bzw. rot gestrichen sind.
Je nach dem Ausgang des Experiments entscheiden wir uns fir

Hy : Die Ratten entscheiden sich fir die beiden Gdnge mit gleicher Wahrscheinlichkeit
(p=13%) oder

H, : Die Ratten bevorzugen einen der Ginge, d. h. eine der Farben (p # %)

Hierbei steht p fiir die Wahrscheinlichkeit, z. B. den roten Gang zu betreten. Wir wenden
nun den oben beschriebenen Weg an: Es stehen uns 10 Ratten zur Verfigung, d. h. wir
konnen eine Stichprobe vom Umfang n = 10 erheben. Wir suchen nun unser I' und damit
das kritische Gebiet. Dazu miissen wir I' so wdhlen, dass

1 1 1 i
IP)1/2(5571 ¢ [5 - T, 5t ) <a, S,:= E Xi,
=1

und T dabei maoglichst klein. Wir fertigen die folgende Tabelle an:
k| P(S,=k)

0 1

10 :

1024

o v O ~
N
S

1024

Wir sehen also

22
P1yo(|Sn =5 = 4) = Toog < 00

und

P15(]S, — 5| > 3) > 0,05,
Wir gehen also folgendermaflen vor: Gehen die Ratten 9 oder 10 mal in denselben Gang,
so werden wir die Hypothese Hy, dass Ratten farbenblind sind, verwerfen, anderenfalls
werden wir sie auf dem Niveau o = 0,05 akzeptieren.
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Bemerkung 4.13 1. Bei einem einseitigen Test, beispielsweise der Form
Ho:p<po  gegen  Hi:p>pg

st prinzipiell auch ewn Vertauschen der Hypothesen Hy und Hy mdglich. Dabes
tauscht man auch die Fehler 1. Art und 2. Art, man sichert somit einen anderen
Fehler ab. Ein solches Vertauschen ist bei einem zweiseitigen Test

Hy:p=po  gegen  Hi:p+# po
nicht maoglich.

2. Man sollte beachten, dass die Verwerfungsbereiche von ein- und zweiseitigen Tests
verschieden sind. Eine einseitige Hypothese kann verworfen werden, wdhrend die
zweiseitige angenommen wird. Weif$ man z. B. in Beispiel 4.13, dass Ratten — wenn
tiberhaupt — rot bevorzugen, d. h. testet man einseitig

1

57

so sieht man, dass der Ablehnungsbereich fiir a=10 % so konstruiert wird, dass man

Hy bei 8, 9 oder 10 Entscheidungen fiir den grinen Gang Hy ablehnt, wihrend man

dies 1m Originalproblem nur bei 9 oder 10 Entscheidungen fiir “grin” tdate. Das

ist gewissermafen paradoz: Obwohl man eine stirkere Evidenz fir Hy hat (denn
1

p < 3 ist ja a priori ausgeschlossen im modifizierten Probem), lehnt man Hy im

modifizierten Problem eher ab (ndmlich schon bei 8 griinen Versuchen).

1
Hozp:§ gegen Hy:p>

Fiir grofle Versuchsumfinge n konnen wir wieder den Zentralen Grenzwertsatz verwenden,
den wir schon in Kapitel 3 kennengelernt haben.

Beispiel 4.14 Fine Miinze wird 1 000 mal geworfen. Es soll wieder

1 1
Hozpzé gegen H1:p7é§

getestet werden, also fragen wir, ob die Miinze fair ist. Das Testniveau betrage a=5 % und
wir beobachten 550 mal Kopf. Kénnen wir Hy bestdtigen oder verwerfen? Wir konstruieren
den Ablehnungsbereich. Gesucht ist T, so dass

Py /2(]S1000 — 500[ > T') <

und dabei I' mdglichst klein. Es ist nach dem Zentralen Grenzwertsatz:

2T 2T
51000 ~ 2 — 20

/1000 100 100

Dabei ist ®(z) = [~ \/%e*mg/zdx gesetzt. Es soll also

Py /2(]S1000 — 500] > T') = IPy /o] ).

:

2
v/1000
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2 — 20(

) =0,05



sein und deshalb
2r

q)(\/1000

Aus einer N(0,1)-Tafel entnehmen wir, dass dazu

) = 0,975.

2T
~ 1,96
v/1000

setn muss, also
I' = 31.

Wir werden Hy also annehmen, wenn wir zwischen 469 und 531 mal Kopf sehen und
ansonsten verwerfen. In diesem Fall (550 mal Kopf) wirden wir Hy also verwerfen. Ist
stattdessen o = 0,001 vorgegeben, so fiihrt dieselbe Rechnung zu
2T
2-20(———) = 0,001, d. h.
(\/ 1000)
2I

v/1000
2T

v/1000
r

O( ) = 0,9995, also

Q

33, dh
52.

I

In diesem Fualle wiirde man Hy annehmen.
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