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1 Extremwertverteilungen von iid-Beobachtungen

Rekorde sind ein Phédnomen, das uns im téglichen Leben interessiert. Wir sind auf der
Suche nach dem hochsten Berg, dem ldangsten Fluss, dem heiflesten Tag. Bei Sportveran-
staltungen kiiren wir die schnellste Frau oder den Mann, der am hochsten springt, einen
Speer am weitesten wirft.

Rekorde sind aber auch von groler Wichtigkeit fiir praktische Belange: In den Vorlesungen
iitber Wahrscheinlichkeitstheorie haben wir gelernt, wie sich Summen von Zufallsvariablen
verhalten. Dies hilft uns, etliche praktische Problemstellungen 16sen zu kénnen. Will man
aber zum Beispiel einen Deich bauen, so interessiert einen die durchschnittliche Hohe einer
Flut wenig. Ebenso ist man am Extremalverhalten interessiert, wenn man die notwendi-
ge Sicherheitsreserve einer Bank oder eines Versicherungsunternehmens festlegen mochte.
Auch hier hilft es einem wenig zu wissen, wie hoch die durchschnittlichen Forderungen an
eine Versicherung sind — wir wollen wissen, wie grof3 eine solche Forderung maximal sein
kann (und dies mit grofler Wahrscheinlichkeit). Nun sind Wasserstéande ebenso einem sto-
chastischen Einfluss unterworfen wie die Forderungen an ein Versicherungsunternehmen.
Es bleibt uns wenig anderes iibrig als sie als stochastischen Prozess zu modellieren. Wir
wollen daher in der Folge das Extremwertverhalten von stochastischen Prozessen unter-
suchen. Wir beginnen mit Folgen von iid Zufallsvariablen. Es sei also (X7, X3, ...) eine
Folge von iid Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunktion F'. Da wir uns fiir die Extrema
der (X;); interessieren, bezeichnen wir mit
M, = max X;

1<i<n
das Maximum der ersten n der X; und mit

m, = min X;
1<i<n
ihr Minimum. Es liegt nahe, dass wir — fragen wir nach einer Grenzwertverteilung von
M,, — das M,, skalieren miissen (auch im Zentralen Grenzwertsatz benttigen wir ja z. B.
eine Skalierung). Tatsdchlich ist das Grenzwertverhalten ohne eine solche Skala leicht
festzustellen: Mit Hilfe des Borel-Cantelli-Lemmas sieht man leicht, dass M,, P-f.s. gegen
den rechten Randpunkt der Verteilung, also gegen

TR = sgp{x : F(x) =1}

konvergiert. Wir fragen also, ob es Folgen (A,,) und (B,) bzw. (a,) und (b,) gibt, sowie
Grenzverteilungen G bzw. H gibt, so dass

A, (M, — B,) = G

bzw.
n (M — by) = H

gilt.

Die Frage ist natiirlich, wie wir iberhaupt an die Verteilung der Extrema kommen. Dazu
dient das folgende Lemma.



Lemma 1.1 Fiir allen € N und z € R g¢ilt

FM(z) = F™(z) wund
Fm(z) = 1—(1—F(x))™

Hierbei sind FM» und F™ die Verteilungsfunktionen von M, bzw. m,,.

Beweis: Es gilt

FM(z) = P(max X; <)

Hierbei haben wir die Unabhéngigkeit und die identische Verteilung der X; benutzt. Ana-
log folgt

Fm(z) = P(minX; <x)

= LJHOL&>$D

= 1-][P(Xi > x)

= 1-(1-F(z)"

Die eingangs gestellte Frage lasst sich also so umformulieren, dass wir Konstanten A,,, B,
bzw. a,,b, und Verteilungsfunktionen G bzw. H, so dass

P{%+m)ﬁm@

(1—F<a%+bn))n—>1—}[(x).

Dies soll jeweils fiir alle Stetigkeitspunkte x der Funktionen G bzw. H gelten. Man be-
zeichnet dies folgendermaflen:



Definition 1.2 Es seien F' und G Verteilungsfunktionen.

a) F liegt im Max-Anziehungsbereich von G, falls es Konstanten A, > 0, B,, gibt, so
dass

Fr (i + Bn) . G(2)

An n—00

fir alle x, in denen G stetig ist (Bezeichnung fiir diese Menge: C'(G) ). Wir schreiben:
F e D(G).

b) F liegt im Min-Anziehungsbereich von G, falls es Konstanten a, > 0 und b, gibt

(1r(2on)) ~1-a

Beispiel 1.3  a) (X,,) seien iid Ezp(\)-verteilt. Diese haben die Verteilungsfunktion

fir alle x € C(QG).

Az >
F(:c):{l e >0

0, r<0

Man kann sich z. B. vorstellen, dass die X; die Zerfallsdauer von radioaktiven Iso-
topen modellieren. Wir wdhlen A, = X\ und B,, = loin. Dann folgt fiir alle x € R:

1
FAMn—logn(l,) _ FMn (E i Ogn)

A A
x logn

e Fn —
()

logn

— 1 —x—logn n ~ z

(1 () B (5 + 57

= (1= (78" I tog o0 ()
e,

= (1= )" I tognoo) (2)

— e =: A(x),

n—o0

(&
(&

da —logn fir n — oo gegen —oo konvergiert. Man priift leicht nach, dass A(+)
monoton ist und dass

lim ¢ =0 und lime® =1

gilt. Also ist A(+) eine Verteilungsfunktion mit C'(A) = R.

b) Die Variablen Xy, Xo, ... seien nun iid normalverteilt, genauer X, ~ N (0,1). Wie-
der suchen wir A, > 0 und B,,, so dass F”(Ain + B,,) einen nicht-entarteten Limes
hat. Nun ist

P[A, (M, — By) <) =P [Mn < Ain+B”] - (cp <Ain+Bn>>n,



wobei ® die Verteilungsfunktion der N'(0,1)-Verteilung ist. Wenn wir

x
n:_+Bn
x ™

setzen, schreiben wir daher

(cp (Ain + Bn))n = (1— (1 — ®(z,))"

Dies konvergiert, wenn

(1~ () = 27 1 o1 /m)
und in diesem Fualle ist der Limes

lim (1 — (1 — ®(x,))" = e 9@,

n—oo

Somit miissen wir die Folgen A, und B,, so finden, dass
1 /mgwmy:am.
V2T Sz, n
Nun ldsst sich das Tail-Verhalten dieses Integrals recht gut abschdtzen: Es ist

1 o 2 <1 Yy 2 1 2
- e Y20y < / = T eV 2y = o n/2
V2T /xn v= zn V2T Tn Y V2T,

Ahnlich zeigt man

1 > 2 2
— | eV Ay > e~ /2(1 - =),
\ 2T /xn v= TpV 2T ( x%>

Somit geniigt es, x, so zu wdihlen, dass

1 e—w%/Q — M

TV 2T n

Setzen wir x,, ein, so erhalten wir

1/ x 2 B2 2 "‘Cz
—Q(Tn+Bvl) e n/ T242 A"

glz) e

n Ver(=+ By)  V2r(& + Ba) .

Setzen wir x = 0, sehen wir, dass
e B2 \2r B, = ¢(0)/n

gilt. Wir setzen
B, =+/2logn+ C,

und bekommen dann fir C,

e~VIIRTC=CR/2 — 4(0)\/2r(v/2logn + Ch).
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Wir normieren g, so dass g(0) = 1 gilt. Es lisst sich dann zeigen, dass die fiihrenden
Terme fiir C,, von der Gestalt

_loglogn + log(4)
2¢/2logn

sind. Die hoheren Ordnungsterme tragen nichts mehr bei. Damit uns der Faktor
von x in (1.1) nicht abhaut, muss A,, approrimativ so grofi wie B,, sein. Wir setzen

daher
A, = +/2logn.

Setzt man dies in (1.1), so erhdilt man

C, =

1
x)=¢e "+ o(—).
o) ()
Mit unserer Eingangsiiberlegung haben wir somit gezeigt, dass mit der Wahl

loglog n + log(4)
B, :=+/21 —
oen 2y/2logn

A, :=1+/2logn

lim P(A, (M, — B,) <z)=e¢°

n—oo

und

fiir alle x € R gqult

—x

Bemerkung 1.4 Wir werden den Sachverhalt aus Beispiel 1.3 b) spditer noch in leicht
modifizierter Form verwenden. Mit den gleichen Konstantenfolgen A, und B, sei

un(z) == B, + Ai

Dann gilt

lim P[M,, < u,(x)] =e"°

n—oo

Wir sehen hier, dass die Extreme einer Folge von Zufallsvariablen zwar wachsen, aber
relativ langsam, ndmlich wie y/logn. Fiir Gaufsche Zufallsvariablen lédsst sich mit relativ

guter Prézision behaupten, dass
M, ~ +/2logn

gilt. Dariiber hinaus haben wir gesehen, dass fiir zwei verschiedene Verteilungen, die
Exponential- und die Gaufiverteilung, die Extreme gegen die gleiche Limesverteilung kon-
vergieren. Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion A(x) = e=¢ " heiit auch die Gum-
belverteilung. Es erhebt sich die Frage, ob dies die einzige Limesverteilung unter geeigne-
ten Voraussetzungen ist (&hnlich wie die Normalverteilung im Zentralen Grenzwertsatz)
oder ob noch andere Verteilungen auftreten kénnen. Hierbei muss man die gleichen Un-
terscheidungen wie beim Zentralen Grenzwertsatz treffen. Sind die X; iid mit E(X;) = p
und 0 # E((X; — u)?) < +00, so besagt der Zentrale Grenzwertsatz, dass

Z?:l(Xi —4) D
Zaolo s 2. No,1)



aber auch

i (Xi—p)+2u o 1
= — N (2u, =).
Nonoe (20 3)
Natiirlich wiirde niemand sage, dass dies verschiedene Limiten fiir die Summe der X; sind.
Eine entsprechende Untersuchung trifft die folgende Definition.

Definition 1.5 Zwei Verteilungsfunktionen G und G heifien vom selben Typ, falls Kon-
stanten ¢ > 0 und d € R existieren mat

G(z) =G(cx+d) YzxeR

Ist also F' € D(G), dann gilt auch F € D(G).

Dariiber hinaus bemerken wir noch, dass wegen

M, := max (—X;) = — min X;
1<i<n 1<i<n
und
m,, = min (—X;) = — max X;

1<i<n 1<i<n

folgendes gilt:

e Gilt fiir A, > 0, B, € R und stetiges GG, dass

IP)An(Mn_Bn) i) G’

so folgt

mit H(z) :=1—-G(—z) VzeR.
o Gilt fiir a, > 0, b, € R und stetiges H, dass

pan(ma—b) 2. 1

so folgt
Ip)an(M';"an) i) G’

wobei G(z) :=1— H(—z) Vz € R. Will man dies begriinden, so berechnet man

P(A,(m, + B,) <z) = P(-A,(M, - B,) <)
1-P(A, (M, — B,) < —z) — 1 —G(—=x).

n—oo

Die zweite Tatsache beweist man analog. Wir kénnen uns also auf das Studium der Maxi-
ma eines Prozesses konzentrieren (oder, wenn dies praktischer sein sollte, auf die Minima).

Wir haben in Beispiel 1.3 schon die Gumbel-Verteilung A(z) = e " als mogliche Li-
mesverteilung kennengelernt. Wir sollen in der Folge sehen, welche Verteilungen noch
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mogliche Limes-Verteilungen sind. Denkt man an den CLT zuriick, so ist ein wesentlicher
Grund fiir das Auftreten der Normalverteilung dort, dass die Normalverteilung stabil ist
unter Faltung, d. h. sind die X; ~ N(0,1) und iid, so ist

Z?:l X; -~
= N

Wir wollen sehen, ob Ahnliches fiir die Gumbelverteilung gilt:

0,1).

Beispiel 1.6 Es gelte F*i = A(x) = e¢=¢ . Dann gilt fir M,, —logn, d. h. fir A, =1
und B, =logn

FMrlogn () = A™(x 4 logn)
_ (e—€7x710g7l)77/ _ (6_GT)n
= ¢ " =Al) VzeR VneN

A erhdlt man also auch als Verteilung des Maximums von richtig skalierten A-verteilten
itd Zufallsvariablen.

Wir nehmen dieses Beispiel zum Anlass fiir folgende Definition:

Definition 1.7 FEine nicht-entartete Verteilungsfunktion G heifst genau dann max-stabil,
wenn fir geeignete Konstanten a, > 0 und b, € R gilt

G"(a'z+b,)=G(xr) Yz eR VneN

Fine nicht-entartete Verteilung heifst max-stabil, wenn die zugehorige Verteilungsfunktion
mazx-stabil ist.

Definition 1.8 e Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion
Py(z) =™ g0y (z), a >0,
heifst Fréchet-Verteilung.

e Die Verteilung mit der Verteilungsfunktion

Va(2) = €T Doy (%) + Do ooy (2)
(fir « > 0) heifit Weibull-Verteilung.

Beispiel 1.9 (i) Es sei F*» = ®,. Fiir A, =n~"* und B,, = 0 gilt dann
anl/aMn(x) _ FM”(Inl/a) _ CI)Z(:cnl/a)
— (6_(:0”1/&)7(1) ]1(0700) (l’i/a)

@

= (eT>n L0,00) ()

= e ]1(0,00)(17)
= O,(z) YVzeRVneN.

Also ist die Fréchet-Verteilung maz-stabil.

7



(i) Es sei FXn =1),, a > 0. Sei A, =n"* und B,, = 0. Dann gilt:
FMant gy = pMe(gp=tey = g (zn= 1)
— (e—(—xnfl/a)a> ]1(_00’0) (xn—l/a) 4 ]1[0’00) (In—l/a)
—((—x anfl n
= (6 ((==) )> ]1(_0070) (CL’) + ]1[0700)($)

e~ (=2)° ]1(_00,0)(1') + ]1[0,00)(1')
Yo(z) Y2z eR, neN.

Somit ist auch die Weibull-Verteilung max-stabil.

Wir wollen nun die moéglichen Limesverteilungen fiir Maxima von iid Zufallsvariablen
charakterisieren. Ein erster Schritt in diese Richtung ist die Beschreibung der max-stabilen
Verteilungen. Wir beginnen mit dem folgenden Satz.

Satz 1.10 FEine nicht-entartete Verteilungsfunktion G ist genau dann max-stabil, wenn
es Folgen (F,) von Verteilungsfunktionen und (A,), (B,) von Konstanten mit A, > 0

gibt, so dass
Fu(Ajtz + Byy) — GY¥(x)

fir alle x € C(G) und alle k € N gilt.

Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir den Satz von Khintchin, der wiederum einiger
Vorbereitung bedarf.

Definition 1.11 Sei ¢ eine reellwertige, monoton nicht-fallende, rechtsseitig stetige Funk-
tion. Ferner set

inf(¢) = inf{p(z),z € dom(p)} und
sup(p) = sup{p(z),r € domp}.

Dann kann die Pseudo-Inverse o~ von ¢ durch

@~ : (inf(y),sup(p)) — dom(y)
¢~ (y) = inf{z € dom(p) : p(r) > y}

definiert werden. Dabei ist dom(p) der Definitionsbereich von ¢ und dom(p) sein Ab-
schluss.

Wir sammeln ein paar wichtige Eigenschaften der Pseudo-Inversen.

Lemma 1.12 ¢~ sei die Pseudo-Inverse einer rechtsseitig stetigen, monoton nicht-fallenden
Funktion. Dann gilt:



(i) ¢~ ist monoton nicht-fallend und linksseitig stetig.

(i1) Ist ¢ in o~ (y) stetig, so gilt (¢~ (y)) = y.

(11i) Ist o~ in p(x) € dom(p™) stetig, so gilt ¢~ (p(x)) = x.
(iv) Es gilt

* v(p (y) >y Vyedom(p).
e v (p(x) <z Va:p() edom(p).

Beweis:

(iv)

(i)

Die zweite Aussage folgt direkt aus der Definition von ¢~. Die erste Aussage folgt
mit Hilfe der rechtsseitigen Stetigkeit von ¢ aus der Definition von ¢~.

Die Monotonie von ¢~ folgt direkt aus der Monotonie von ¢. Es bleibt die linksseitige
Stetigkeit von ¢~. Dazu sei (y,), monoton nicht-fallend aus dom(¢~) und es gelte

lim y, =y € dom(p™).

Dann konvergiert auch die Folge (¢~ (yx))n, da sie monoton nicht-fallend und durch
¢~ (y) beschriankt ist. Der Grenzwert heifle z. Zu zeigen ist, dass

z:= lim ¢~ (yn) = ¢ (y)

n—oo

gilt. Zunéchst ist
<o (y), da @ (y) <0 (y)

fiir alle n € N gilt. Angenommen, dass z < ¢~ (y) gilt. Dann gélte nach Definition
bzw. mit Hilfe von (iv)

e(z) <y und (¢ (yn)) 2y VYnEN.

Daraus wiirde dann
liminf (¢~ (yn)) >y > (2)

n—oo

folgen, im Widerspruch zur Monotonie von ¢, da (¢~ (y,)) monoton nicht-fallend
ist. Also gilt z = ¢~ (y,) und ¢~ ist linksseitig stetig.

Sei y € dom(p~) und ¢~ (y) ein Stetigkeitspunkt von . (X,,), sei monoton nicht-
fallend mit
Xp<¢ (y) YVneN und lim z, =¢ (y).

n—oo

Dann gilt nach Definition ¢(z,) <y Vn € N und es folgt mit (iv)

lim o(z,) <y < (e~ (y) = p(lim z,) = lim p(z,),

n—oo n—oo

wobei die letzte Gleichheit gilt, da ¢~ (y) ein Stetigkeitspunkt von ¢ ist. Damit folgt

(e~ (y) =v.



(iii) Dies geht analog zu (ii). ¢(z) sei ein Stetigkeitspunkt von ¢~ und (y,) monoton
nicht-wachsend mit

Yo > p(x) YneN und lim y, = p(z).
Dann gilt nach Definition ¢~ (y,) > z fiir alle n € N, und es folgt

lim ¢~ (yn) 2 @ > ¢ (p(x)) = ¢~ (limy,) = lim o~ (y,),

n—oo

wobei die letzte Gleichung wieder wegen der Stetigkeit von ¢~ in ¢(z) gilt. Also
folgt
v (p(2) ==

Seinen Zweck erfiillt dieses Lemma durch Anwendung auf die Verteilungsfunktion von
Zufallsgroflen. Das folgende Lemma haben wir schon beim Kolmogorov-Smirnov-Test ken-
nengelernt.

Lemma 1.13 (i) Sei X eine Zufallsvariable mit stetiger Verteilungsfunktion F. Dann
gilt
F(X)~R(0,1)

(dabei ist R(a,b) die Rechteck-Verteilung auf dem Intervall [a,b]).
(ii) Sei F' eine Verteilungsfunktion und U ~ R(0,1). Dann gilt

F~(U) ~ F.
Beweis:

(i) Da F stetig ist, ist F'(X) messbar und daher eine Zufallsvariable. Aulerdem ist F'~
auf (0,1) definiert, da F' eine Verteilungsfunktion ist. Somit sind die Mengen

A, ={yeR: F(y) <z} und
B, i={yeR:y<F ()}

fiir 0 < z < 1 wohldefiniert. Zunéchst zeigen wir
A, =B, YzeC(F). (1.2)

“C":Esseixe C(F~)und y € A,.
1. Fall: F(y) = «. Dann gilt mit Lemma 1.12 (iii)

Fo(z) = F (F(y)) = v,
also y € B,.
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2. Fall: F(y) < x. Angenommen, es gélte y > F~(z). Dann folgt mit der schwachen
Monotonie von F' und Lemma 1.12 (iv)

Fly) 2 F(F (2)) >«
im Widerspruch zu F(y) < x. Also gilt

y< F (z), also y€ B,.

“O”: Essei0 <z <lundy € By, d. h.y < F~(x). Mit der Monotonie und der
Stetigkeit von F' folgt daraus

Fly) < F(F~(2)) = =,

also y € A,.

Somit ist (1.2) gezeigt. Da F'~ monoton nicht-fallend ist, ist die Menge der Unste-
tigkeitsstellen von F'~ und somit auch die Menge

M, ={zxe(0,1): A, # B,}
hochstens abzéihlbar. Fiir alle « € (0, 1)\ M gilt aber:
{weQ: F(X(w) <z} = {weQ:Xw)eA,}

= {we: X(w)e B,}
{weQ: X(w) < F ()}

D. h. fiir alle z € (0, 1)\ M, gilt
P(F(X) <) =P(X < F(z)) = F(F~ () = =,

wobei die letzte Gleichheit aus der Stetigkeit von F' folgt. Mit der Stetigkeit von
F folgt die Aussage aber schon fiir alle z € R, da die hochstens abzéhlbar vielen
Unstetigkeitsstellen von F'~ isoliert liegen miissen. Also gilt F'(X) ~ R(0,1).

(ii) Mit Lemma 1.12 (iv) und der Monotonie von F' und F~ gilt fiir alle 0 < F((z) < 1
{weQ: FrUw) <z} C{weQ:U(w) < F(F (Uw)) < F(x)}

und
{weN:U(w)<F(zx)} C{weQ: F (Uw)) <F (F(x)) <z}

Daraus folgt
P(F~(U) <z)=PU < F(x)) = F(x)

fir alle 0 < F(z) < 1, wobei die letzte Gleichheit gilt, da U R(0, 1)-verteilt ist. Also
besitzt F~(U) die Verteilungsfunktion F'.

Des weiteren wird es wichtig sein, den Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktionen
und Zufallsvariablen herzustellen. Dies leistet der Satz von Skohorod.
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Satz 1.14 (Ubertragungssatz von Skohorod)
FEs sei (F,), eine Folge von Verteilungsfunktionen und G eine Verteilungsfunktion, so dass

F.(x) — G(z) YzxeC(q).

n—oo

Dann existieren Zufallsvariablen (X,,), und Y, so dass X,, die Verteilungsfunktion F,, hat
fiir jedes n und Y die Verteilungsfunktion G besitzt und

X, — Y P-fs

n—oo

gilt.

Beweis: Es sei U R(0,1)-verteilt. Es wird nun gezeigt, dass die durch X,, = F, (U)

und Y = G~ (U) definierten Zufallsvariablen den gewiinschten Bedingungen geniigen.

Aus Lemma 1.13 folgt, dass F;, fiir jedes n die Verteilungsfunktion von X, ist und Y die
Verteilungsfunktion G besitzt. Es bleibt die behauptete fast-sichere Konvergenz zu zeigen,
also

P(lim X, =Y) = 1.

Nun ist aber
P(lim X, =Y) = P(lim F,(U)=G (U))
= PY(lim F, (z) = G (2)).

Da U auf (0,1) gleichverteilt ist und somit vom Lebesguemafl dominiert wird und jede
hochstens abzdahlbare Menge eine \-Nullmenge ist, geniigt es zu zeigen:

F (z) — G~ (x) fiir N-fast alle x € (0,1).

n
n—oo

Es sei daher zp € (0,1) N C(G~) und € > 0. Da G hochstens abzéhlbar viele Unstetig-
keitsstellen besitzt, liegt C(G) dicht in dom(G). Daher existieren y, z € C(G) mit

y<G (x9) <z und z—y<e. (1.3)
Wir zeigen nun
G(y) < xo < G(2). (1.4)

Angenommen, es gelte G(y) > xy, dann folgt aus Lemma 1.12 (iv) und der Monotonie
von G~

y>G (G(y)) > G (x0)

im Widerspruch zu y < G~ (x¢). Umgekehrt folgt aus G~ (z9) < z mit Lemma 1.12 (iv)
und der Monotonie von G

Angenommen, es gelte xy = G(z). Dann wire aber fiir alle 6 > 0 mit xy + d < sup(G)
G (xg+9) =inf{u: G(u) > z9+ 0} > 2.
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Da voraussetzungsgemiafl G~ (xy) < z gilt, wire das ein Widerspruch zur Stetigkeit von
G~ in zy. Damit ist (1.4) gezeigt. Da

F.(z) == G(z) Vzel(Q)
gilt und wegen G(y) < xp < G(z) und y, z € C(G) existiert ein u(e) € N mit
Fo.(y) <xy < Fo(2) Vn>u(e).

Daraus folgt
y < F (x0) <z Vn>u(e),

denn mit der Monotonie von F, und Lemma 1.12 (iv) gilt
Fy (o) < F (Fa(2)) < 2.

Fiir die andere Ungleichung fiihrt man die Annahme y > F, (z9) zum Widerspruch. Denn
aus dieser Annahme wiirde mit der Monotonie von F,, und Lemma 1.12 (iv)

Fo(y) = Fu(F, (20)) = 20
folgen. Es gilt somit
y< F (rg) und G (z9) <z Vn>n(e).
Mit (1.3) ergibt sich daher
|F (29) — G (x0)| < z—y<e Vn>u..

Da G~ hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt, folgt die Behauptung. O

Eine direkte Konsequenz ist

Lemma 1.15 FEs sei (F,), eine Folge von Verteilungsfunktionen und G eine Verteilungs-
funktion, so dass

F.(x) - G(z) VYzeC(G).

(an)n und (B,) seien Folgen reeller Zahlen mit oy, >0 Vn,
a, - a>0 und B, — R

Dann gilt
Fo(anz + 8,) — G(az + B)

n—oo

fir alle ax + 5 € C(G).

Beweis: Es seien U ~ R(0,1), Y := G~ (U) und X,, := F,; (U) fiir jedes n € N. Wieder
haben die X,, die Verteilungsfunktion F;, fiir jedes n und Y hat die Verteilungsfunktion
G. Mit Satz 1.14 folgt

X,—Y Pfos,
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daher auch ¥ v
n = Bn N b P-fs.
o, «

Da fast-sichere Konvergenz Verteilungskonvergenz impliziert, gilt auch

P(Mgz)—)lp(y_ﬂgl’)
Q, o

fir alle ax + 8 € C(G), d. h.

F.(a,x+ 6,) — Glax + ()

n—oo

fir alle ax + 8 € C(G). O

Damit kann man ein wichtiges Hilfsmittel zeigen, das auch eigenstdndige Bedeutung be-
sitzt.

Satz 1.16 (Khinchin)
Es sei G eine nicht-entartete Verteilungsfunktion und (F,), eine Folge von Verteilungs-
funktionen. Es seien (o) und (B,) Folgen reeller Zahlen mit o, > 0 und es gelte

F.(apz + 6,) — G(z) Yz e C(G).

n—oo

Dann gilt die folgende Aquivalenz: .
Fiir Folgen reeller Zahlen (&) und (B,) mit &, > 0 fir alle n und eine geeignete nicht-

entartete Verteilungsfunktion G gilt genau dann

Fo(dnz + 3,) — G(z) YzeCQ),

n—oo

wenn Konstanten a > 0 und 3 € R existieren mit

&n ﬂn - ﬂn
— — a und —
an n—oo an n—o0

In diesem Fall gilt )
G(z) = Glaz + B),

d. h. G und G sind vom selben Typ.

Neben seiner technischen Bedeutung beantwortet dieser Satz auch die Frage nach der
Eindeutigkeit der Grenzverteilung normierter Maxima. Existiert fiir geeignet normierte
Maxima A, (M, — B,) von iid Zufallsvariablen eine nicht-entartete Grenzverteilung, so
ist diese bis auf Typ-Gleichheit auch eindeutig bestimmt. Dariiber hinaus charakterisiert
dieser Satz sdmtliche Konstantenfolgen A,, > 0 und B,, fir die F"(A,z + B,,) gegen eine
nicht-entartete Verteilungsfunktion konvergiert in Abhéngigkeit von einem schon gefun-
denen Paar (a,), a,, > 0 und (5,).

14



Beweis: Wir setzen

o = —dn und (G = B = P
n
(7% Oy,

und  F)(z) = F(anx + 6,) VzeR

“<": Es gebe also Konstanten o > 0 und $ mit o), — o und 3} — [ fiir n — co. Wegen
Qn, 0, >0 Vn, gilt auch o >0 Vn € N. Nach Voraussetzung gilt

Fi(z) — G(zx) VazelG).
Damit sind die Voraussetzungen von Lemma 1.15 erfiillt. Nach diesem ergibt sich:

hmfﬂmﬂ+@ﬁz@@Fﬂ%x+@ﬂzG@m+ﬁﬁiém)Vaz+ﬁ€0@%

n—oo

Somit gilt die Konvergenz auch fiir alle z € C(G).

“=": Es gelte
Fr(z) — G(z) VYzeC(G)
und . .
FXaiz+ ) — G(z) YzelG) (1.5)

fiir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G.

Wir zeigen zungchst: (o) und (%) sind beschrinkt: Da G eine nicht entartete Vertei-
lungsfunktion ist, gibt es z,y € C(G) mit z # y und 0 < G(z),G(y) < 1. (Zunichst
ist nur die Existenz eines solchen x klar, aufgrund der rechtsseitigen Stetigkeit gibt es
aber ein weiteres y mit derselben Eigenschaft.) Dann folgt aber die Beschrinktheit von

(atx + B), und (afy + 5%), da sonst mit (1.5)

FXaix +3) — G(z) € (0,1) und

n—oo

Fi(ogy+B;) — G(y) € (0,1)

n—oo

nicht gelten kéonnte. Dann ist aber auch die Folge

(anz + 6, — (ony + 5,)) = (g (z — )

beschriankt. Dann ist auch die Folge (o) beschrinkt. Dann aber auch (5%), da (afx 4+ 35)
beschréankt ist.

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass gibt es also Teilfolgen (o, ); und (3,;); von (cv, )n
bzw. (3,), und Konstanten o > 0 und § € R mit

* *
o, —a und G — (.
j—oo j—oo

Mit (1.5) folgt daher
Fy (o x4+ 0,) — G(z) VYzel@).

J—0o0

Daher kann nicht o = 0 gelten, denn sonst wire G entartet oder konstant. Somit gilt
a > 0.
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Es bleibt zu zeigen: o — « und 3f — (. Dazu seien o > 0 und 3’ € R weitere
Konstanten und (o, ) und (8 ) weitere Teilfolgen von (o) und (3;) mit
oy k_)—;()o/ und G ]zoﬂ’.

Wir wollen zeigen: & = o/ und § = #'. Aus Lemma 1.15 folgt

Glax+0) =G(z) =Gz + ) Vzel).

Nun gilt diese Gleichheit aber schon fiir alle z € R, denn da C(G) dicht in R liegt, existiert

fiir jedes x aus dem Unstetigkeitsbereich von G' eine Folge (z,), aus C(G) mit =, | .
Mit der rechtsseitigen Stetigkeit von G und G folgt die Behauptung.

Da G nicht entartet ist, existieren xy < xo mit
0< Y = G(l’l) < Y9 = G(l’g) <1.

Es werde zunéchst y, < 1 angenommen. Dann gilt fiir ¢ € {1, 2}

G (y;) = inf{w: é(w) >y} =inf{w : Glaw + ) > y;}
= inf {é(w —0): Gw) > yi}

= (G ) -h)

und
G (y;) = inf{fw:Gw) >y} =inf{w: Gldw+F) >y}
= inf {é(w -3 :Gw) > yl}
= (G- ).
Also folgt
Gw) = (G () ~ ) = (G ()~ F) (1.6
G ) = (G ()~ ) = (G ()~ B
Durch Subtraktion folgt
1 1

E(G_(yl) — G (y2)) = J(G_(yﬁ — G (y2))-
Ist der Klammerausdruck verschieden von null, so folgt &« = o/ und dann wegen (1.6) auch
B = . Dies ist aber der Fall, da G~ (y1) < G~ (y2) gilt. Denn zunéchst folgt mithilfe von
Lemma 1.12 (iv) aus y; = G(21)
G () =G (G(x1)) < 1y
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und dann folgt mithilfe der Monotonie von G und der Definition von G~ aus G(x) =

Y1 < Y2
G (y2) > o1 > G~ ().

Somit ist in diesem Fall o/ = oo und ' = (. Nun sei y, = 1. Wegen G(z3) = yo ist
{z:G(z) > 1} #0.

Also kann die Pseudo-Inverse auf (0, 1] definiert werden und somit gilt auch in diesem
Fall analog o = o und ' = 3. Damit galt aber schon

a, —a und G, — f.

Dies zeigt den Satz. O
Unter Ausnutzung des Satzes von Khinchin lédsst sich nun auch Satz 1.10 zeigen.

Beweis von Satz 1.10: “=": (G sel max-stabil. Dann existieren nach Definition der
max-Stabilitat fir £, := G", n € N, Folgen reeller Zahlen (a,), und (b,) mit a, > 0 und

Fo(an + bor) = G™ (anp + b))% = (G(2))"/*
fiir alle k € N, fiir alle x € R und fiir alle n € N. Somit gilt insbesondere

n—oo

fir alle z € C(G), fiir alle k € N.

“<”: Mit G ist auch G'/* fiir alle k eine nicht-entartete Verteilungsfunktion. Nach Vor-
aussetzung gilt

fir alle k € N, fiir 2 € C(G). Es sei nun k£ € N und
Qp i= Gpk, Bn = bnk> G = Gl/k

Damit ergibt sich aus den Voraussetzungen

Fo(dnz+ B,) — G(x) YaelG) =C(G)
F.(a,z +b,) — G(x) Vze C(G),

wobei die zweite Zeile aus k = 1 folgt. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes von
Khinchin erfiillt. Daher folgt fiir geeignete Konstanten a; > 0 und 5, € R

G(z) = GY*(x) = Glagz + )
fiir alle x € R. D. h. fiir alle x € R und n € N gilt
G(x) = G"(anx + Br).
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Also ist G max-stabil. O

Wir kiimmern uns nun darum, die nicht-entarteten Extremwertverteilungen genauer zu
beschreiben. Der folgende Satz zeigt, dass wir mit der Gumbel-, der Fréchet- und der
Weibull-Verteilung schon alle méglichen Typen von Extremwertverteilungen kennenge-
lernt haben.

Satz 1.17 (Fisher-Tippett-Theorem)

Fine nicht-entartete Verteilung G ist genau dann eine Extremwertverteilung, wenn G zum
Typ der Weibull-, Gumbel- oder Fréchet-Verteilung gehort.

Dieser Satz wird in zwei groflen Schritten gezeigt. Zunéchst leitet man her, dass die nicht-
entarteten Verteilungen gerade die max-stabilen Verteilungen sind, dann beweist man,
dass diese gerade mit den im Satz erwdhnten Verteilungen iibereinstimmen.

Wir beginnen mit dem ersten Schritt.

Satz 1.18 Fiir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) D(G) # 0.

(i1) G ist maz-stabil.

Beweis: (ii) = (i): ist offensichtlich, denn wir wissen definitionsgema8, dass stets G €
D(G) gilt, wenn G eine max-stabile Verteilung ist.
(i) = (ii): Es sei F' € D(G), also gelte

F'(apz +b,) — G(z) VzxelC(Q)

n—~o0

fiir geeignete Folgen (a,,), a, > 0 fir alle n und (b,),b € R. Dann gilt aber schon

F™®(apx + by) — G(z) Yz e C(G) VYkeN

n—oo

und somit
F™(anp + bpp) — GY¥(x) Vz e C(G) VEkeN.
Mit Satz 1.10 folgt, dass G max-stabil ist. O

Dies ist der erste und einfachere Teil des Satzes. Alle uns bekannten Extremwertvertei-
lungen sind also zwingend max-stabil. Wir zeigen nun, dass die bekannten Extremwert-
verteilungen auch die einzigen sind. Wir beginnen mit
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Lemma 1.19 Sei G eine max-stabile, nicht-entartete Verteilungsfunktion. Dann existie-
ren messbare Funktionen

a:RT - RF
b:RT — R
mit  G°(a(s)z+0b(s)) =G(z) VzeR, Vs>0.

Beweis: Sei G max-stabil. Bezeichne mit [ | die obere Gaufi-Klammer. Dann gilt mit der
Definition der Max-Stabilitét
G (apps1z + brnay) = G(2)

fiir alle x € R, fiir alle s > 0 und fiir alle n € N. Da

1
— - Vs>0
[ns] n—oo s

konvergiert, ergibt sich

n n

" == [77/8] [ns] —

fiir alle x € R und alle s > 0. Wahlen wir insbesondere s = 1, so ergibt sich

(2) = G'*(x)

G"(apx +b,) — G(zr) VzeR.

n—oo

Wiéhlen wir in den letzten beiden Konvergenzen

Q1= G, By = by = gy und By = b,

so sind die Voraussetzungen des Satzes von Khinchin erfiillt. Somit existieren fiir jedes
s > 0 geeignete a(s) > 0 und b(s) € R mit

Alps b ns| — bn
sl a(s) und nsl b(s).
(Ln n—oo an n—oo

Dies ergibt Funktionen
a:RtY — RT
a ns
s — lim -2l
n—oo

und b:RT — R

bns
s — lim u.
n—oo (Ln

Diese sind als Grenzwerte messbarer Funktionen messbar und besitzen die Eigenschaft

GY3(z) = G(a(s)z +b(s)) VzeRVYs>0.

Nun wenden wir uns dem angekiindigten letzten Schritt zu:
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Satz 1.20 Fir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G gilt die folgende Aquivalenz:

(i) G ist maz-stabil.

(i) G gehort zum Typ der Gumbel-, Fréchet- oder Weibullverteilung.

Beweis: Der Beweis ist aufwéindig. Wir beginnen mit

(ii) = (i) (dem einfachen Teil): Wir haben bereits nachgerechnet, dass die Gumbel-,
Weibull- und Fréchet-Verteilungen max-stabil sind (siche Beispiel 1.6 und 1.9).

(i) = (ii): Die Idee in diesem Beweisschritt besteht darin, die Funktionalgleichung aus
Lemma 1.19 zu verwenden und zu zeigen, dass deren einzige Losung Verteilungsfunktionen
der gewiinschten Typen sind. Wir betrachten die Funktion

v:T — R
z = 1p(z) = —log(—log G(x)),
wobei
T={reR:0<G(x) <1}
ist.

Behauptung: ¢ besitzt eine Pseudo-Inverse 1~ auf R.

Beweis: Da G als Verteilungsfunktion monoton nicht-fallend ist und log(-) strikt monoton
steigt, ist ¢ monoton nicht-fallend. Auflerdem ist v rechtsseitig stetig. Somit bleibt noch

inf y(z) = —oo (1.7)
und

sup ¥(x) = +00 (1.8)

zeT

nachzuweisen. (1.7) ist gezeigt, wenn wir zeigen konnen, dass 1" kein kleinstes Element
enthilt, das unter G Masse hat, denn dann gilt

inf G(z) =0 und somit
zeT

f vl = oo

Angenommen, es gibt ein z; € R mit

G(zr) >0 und liTm G(z) = 0. (1.9)
zlxy,
Aus der Max-Stabilitdt von G folgt
G*(ar +b)=G(r) Yz eR

fiir geeignetes a > 0 und b € R. Gibt es nun ein x, das (1.9) erfiillt, so gilt:

(i) fiir ary +b < xp: 0= G?*(axy +b) = G(xg) > 0,
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(i) fir axy +b > xy: Wegen xy > ”T_b

SL’L—b

0< G2(2r) = G2(aL_b +b) = G(

=0
- —)=0

(iii) fir axp + b= xp:
G*(xp) = G*(axy +b) = G(xy) > 0.

In jedem dieser Fille ergibt sich ein Widerspruch. Dieser ist in (i) und (ii) evident. In (iii)
ergébe sich sofort, dass G(xy) = 1 ist und somit, dass G entartet ist. Also ist (1.9) zum
Widerspruch gefiihrt und es gilt (1.7).

Analog zeigt man, dass T kein grofites Element enthélt, das unter G Masse trégt, denn
dann gilt

supG(x) =1, also supv(z) = +o0.
z€eT zeT

Angenommen, es gidbe ein Element xg mit

G(zgr) =1 und liTm G(z) < 1.

zlxp

Dann folgte wie oben

(i) fir arg +b<xgr:1>G*azgr+b) = G(zg) =1,
(i) fiir azg +b >z 1 = G*(xg) = G*(a*2L +b) = G(*220) < 1,
(iii) fiir azg +b = xR : imgre, G*(x) = limgy,, G*(az 4+ b) = limy,, G.

Wie oben erhalten wir einen Widerspruch, womit auch (1.8) gezeigt ist. Daher ist gezeigt,
dass 1 eine Pseudo-Inverse ¢~ auf R besitzt.

Da G eine nicht-entartete max-stabile Verteilung ist, konnen wir Lemma 1.19 anwenden.
Dies liefert die Existenz messbarer Funktionen @ : RT — R* und b: R — R mit

Ge(a(s)r+b(s)) =G(x) YzxeR, Vs>0.
Daraus ergibt sich
P(r) = —log(—log G(x)) = —log(—1log(G*(a(s)z + b(s))))
= —log(—log(G(a(s)x +b(s))) - s) (1.10)
= (a(s)r + b(s)) — logs

fiir alle z € R und s > 0. Damit ergibt sich fiir ¢)~:

v (y) = inf{z () >y}
= inf{z : ¢Y(a(s)z +b(s)) —logs > y} (1.11)

i z=bs) x og(s
1nf{ ) ch(x) >y + log( )}
U (y +log(s)) — b(s)

afs)
21
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fiir alle y € R und fiir alle s > 0, wobei die zweite Gleichung aus (1.10) folgt. Setzen wir

y = 0, so ergibt sich ~
v (0) = ¥ (logéig mLIC RV (1.12)

Wir subtrahieren (1.12) von (1.11) und erhalten:
¥ (y +log(s)) — ¢~ (logs) = a(s)(¥~(y) — ¢ (0))

fiir alle y € R und s > 0. Setzen wir

z:=logs, a(z):=a(e?), g(y):=¢ (y) = ¢ (0).
Damit erhalten wir
9y +2) —g(2) = g(y)a(z) Vy,zeR. (1.13)
Wir bestimmen nun die Losungen von (1.13). Hierfiir nehmen wir zunéchst an, a(z) wére
identisch gleich 1. Dann ist

gy+2)=gly)+g(z) VyzeR (1.14)

zu losen. Die Losung dieser Funktionalgleichung ist eindeutig (bis auf Konstanten), d. h.,
setzen wir

c=yg(1),

so ist die einzige Losung dieser Funktionalgleichung die lineare Funktion

9(y) = cy.

Aus der Monotonie von ¥~ folgt nun
g9(1) =4~ (1) =¢7(0) = 0.

Dann muss aber schon g(1) > 0 gelten, denn sonst wire ¢ = 0 und somit 1)~ konstant und
G entartet im Widerspruch zu den Voraussetzungen. Daher kénnen wir a := % definieren
und es folgt

gly) == mit a>0.
a

Mit ¢ ist dann aber ¢~ stetig. Setzen wir

so erhalten wir

o= ¢ () = g(¥(x) +¢7(0)
= @—l—iﬁ_((])
= T@_g VeeT

Hierbei haben wir fiir die erste Gleichheit die Stetigkeit von ¢~ ausgenutzt, wihrend die
zweite Gleichheit aus der Definition von g folgt. Damit ergibt sich

Yr)=ax+p VaeT,
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also insbesondere
Gz)=e*"" VzeR.

Also ist G vom Typ der Gumbel-Verteilung.

Nun betrachten wir den Fall, dass a(z) # 1 gilt. Es gibt also mindestens ein zy € R mit
a(zo) # 1. Aus (1.13) folgt durch Vertauschen von y und z:

9(y+2) —g(y) = g(z)aly) Vy,zeR. (1.15)
Subtrahieren wir (1.15) von (1.13), so ergibt sich
—9(2) +9(y) = 9(y)a(z) — g(z)aly) Yy z€R,

also
9(z)(—a(y) +1) = g(y)(—a(z) +1) Vy,z€R.

Insbesondere ergibt sich fiir z = 2y und d :=

o) = 22— ) = d-(1-a() VyeR (110

Dabei ist d # 0, denn sonst wire wieder g = 0 und G entartet. Damit folgt aus (1.15)
dl—aly+2z)) —d(l—a(z) =d(1 —a(y))a(z) Yy,zeR.
Dividieren wir durch d, so erhalten wir
aly+z)=aly)-alz) Yuy,-z.

Diese Gleichung aber lésst sich auf bekannte Weise losen: Da a(y) = a(e¥) > 0 ist, diirfen
wir beide Seiten logarithmieren und erhalten

log(a(y + z)) = log(a(y)) + log(a(z))
fiir alle y, z € R. Die einzige Losung dieser Gleichung ist
log(a(y)) =cy VyeR
mit ¢ = loga(l) = loga(e). Also gilt
aly) =e¢¥ VyeR.

Nun ist aber ¢ # 0, denn sonst wire @ = 1 im Widerspruch zur Voraussetzung. Mit v = 1

erhalten wir also, dass die einzigen Losungen von der Form ’
a(y) =e?7 VyeR. (1.17)

Dabei ist auch v # 0. Setzen wir 3 := 1)~ (0), so ergibt sich
VT (y) = g(y) + ¢ (0) = d(1 —a(y)) + B = d(1 — ") + 8 (1.18)
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fiir alle y € R. Hierbei folgt die Giiltigkeit der zweiten Gleichung aus (1.16) und die der
dritten Gleichung aus (1.17). Wegen der Monotonie von ¢~ muss % < 0 gelten, denn fiir
z >y ist wegen dieser Monotonie

¢_(Z) - 7\p_(y) > 07
woraus wegen (1.18)

d(ey/”’ _ 62/7) >0
folgt. Fiir d > 0 muss also £ >
gilt. Nun gilt aber

% 3, also v < 0, gelten. Analog folgt aus d < 0, dass v > 0

v = YT(() = B+ d(1 - ¥

— G+d (1 e (— log(— lzg(G(fv)))))

= B4d(1—(=logGx))™) VzeT

Hierbei folgt die erste Identitdt aus (1.18), da dann ¢~ wieder stetig ist und die dritte
Gleichheit ergibt sich direkt aus der Definition von . Losen wir obige Gleichung nach

G(z), so folgt
G(z) = exp (— (1—:’3;5) V) VzeT. (1.19)

ergibt sich A
G(z) =exp(—(ax +b)77) Vz mit 0<G(z) <1,

also fiir alle  mit az + b > 0. Damit gilt

~ ~

G(z) = exp(—(az + b)) (o.00) (@ + b) = ®. (az + b).
Also ist G vom Fréchet-Typ.

Nun gelte v < 0 und es sei a := —y > 0. Dann folgt mit

1 ~
p und b::—l—g

a:=

aus (1.19) )
G(z) = exp(—(—(azx +b))*) Vz mit 0<G(z) <1,

also alle z mit ax + b < 0. Damit gilt
G(x) = exp(—(—(az + 0))*)L—oo0) (G + b) + L 0)(Ga + ) = 1ho(az + b).

Also ist G vom Typ der Weibull-Verteilung mit Parameter —v. Damit folgt (ii). O

Damit sind wir auch in der Lage, das Fisher-Tippett-Theorem endgiiltig zu beweisen.
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Beweis von Satz 1.17: G sei eine nicht-entartete Verteilungsfunktion. Dann ist der
Anziehungsbereich von G nach Satz 1.18 genau dann nicht-leer, wenn G max-stabil ist.
Das ist nach Satz 1.20 genau dann der Fall, wenn G vom Typ der Gumbel-, Fréchet- oder
Weibull-Verteilung ist. O

Wir haben somit die Klasse der nicht-entarteten Extremwertverteilungen vollstéandig be-
schrieben. Insbesondere sehen wir, dass alle in Frage kommenden Verteilungen stetig sind.
Durch den bekannten Rechentrick

max = — min —
lassen sich so auch die Verteilungen der Minima von iid Folgen beschreiben.

Es bleibt noch die Frage zu untersuchen, ob jede Verteilungsfunktion im Anziehungsbe-
reich einer der drei Extremwertverteilungen liegt. Diese ist zu verneinen, wie das folgende
Beispiel zeigt.

Beispiel 1.21 FEs sei F' eine Verteilungsfunktion mit
zp:=sup{r € R: F(zr) <1} < o0

und es gebe ein p < 1 mit

lim F(x) = p.

zTxR
Dann liegt F' nicht im Anziehungsbereich einer nicht-entarteten Extremwertverteilung,
denn angenommen, G sei eine nicht-entartete Extremwertverteilung und F' € D(G). Dann
gibe es Folgen (ay,), und (by,), mit a, > 0 fir allen € N und

F'(ayx +b,) — G(z) VzeR,
denn nach dem Fisher-Tippett-Theorem gilt fiir jede nicht-entartete Extremwertverteilung
G C(G) =R. Da aus der rechtsseitigen Stetigkeit F(xg) = 1 folgt, gdlte fir alle n € N

. . TR—bn
=1 firxz > ==z

F"(ay,x + by) )
<p" firx < —xRan n

Daraus wiirde aber wegen F' € D(G) fir alle x € R

F'(an® + by) — ]1[1imn%o L”’",oo)(x) = G(x)

n—00 an

folgen. Damit wire G aber entartet in Widerspruch zur Voraussetzung.

Aus dem letzten Beispiel sehen wir, dass jedes F' mit endlichem rechten Endpunkt und
positiver Masse in diesem nicht im Anziehungsbereich einer nicht-entarteten Extremwert-
funktion liegt. Wir haben also gesehen, dass es drei verschiedene Typen von Extremwert-
verteilungen gibt und dass es Verteilungen gibt, die nicht im Anziehungsbereich von einer
von diesen liegen. Umgekehrt stellt sich auch die Frage, ob wir im Fall der Konvergenz
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auch beschreiben konnen, welchen Typ von Limesverteilung wir erwarten sollen, d. h.
ob wir die Anziehungsbereiche der Extremwertverteilungen charakterisieren konnen. Wie
schon eingangs erwahnt, konvergiert das nicht-normierte M,, gegen xg, d. h. den rechten
Randpunkt der Verteilung F' der X, konvergiert. Es liegt daher nahe, dass die Frage,
gegen welche Verteilung M,, konvergiert, vom Verhalten von F' nahe xr abhéngt. Dies
wird auch durch das letzte Beispiel gestiitzt. Es stellt sich dabei heraus, dass die wichtige
Frage ist, “wie schnell” F' in xg hineingeht. Dies wird mit dem Begriff der Variation be-
schrieben. Genauer nennen wir eine Funktion reguldr variierend (in 4+00), wenn sie sich
asymptotisch wie eine Potenzfunktion verhélt.

Definition 1.22 FEine messbare Funktion f : (0,00) — (0,00) heifst regular variierend mit
Index o € R, falls
fl)

lim =
fiir alle x > 0 gilt. Die Klasse der requldr variierenden Funktionen zum Indexr o € R
bezeichnen wir in der Folge mit Ry .

Da fiir jede Verteilungsfunktion F' gilt F(z) — 1, wenn & — oo, ist diese immer in
oo langsam variierend, d. h. reguléar variierend mit Index 0. Allerdings ist dies nur eine
sehr grobe Beschreibung des Verhaltens von F' nahe zg. Um dies genauer zu analysieren,
definieren wir die Tailfunktion zu F' und analysieren deren Verhalten.

Definition 1.23  a) F sei eine Verteilungsfunktion. Die durch
F(z)=1-F(x) VxeR
definierte Funktion heifit Tailfunktion von F.

b) F heifst regulir variierend mit Index o in oo, wenn

F(tz)

tg?o F(t) =z% V>0

gilt.

c) Wir nennen
rg :=sup{z: F(z) < 1}
rechten Endpunkt der Verteilungsfunktion x.

Mit diesen Definitionen lassen sich die Anziehungsbereiche der Extremwertverteilungen
folgendermaflen charakterisieren:

Satz 1.24 FEs sei F' eine Verteilungsfunktion und v, sei fir n > 2 definiert durch

1
%L::F_<1——).
n
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1. F liegt genav dann im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®,, wenn F in 0o
requldr variierend mit Inder —a und xgr = +00 ist, d. h. wenn

F(t
Tp = +00 wund tlirgo F((tx)) =2 V>0 (1.20)

gilt. In diesem Fall kann man die Folgen (A,,) und (B,,) fir die schwache Konvergenz
von An(M,, — B,) als A, = ~v.' und B,, = 0 wihlen.
2. F liegt genau dann im Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung 1., wenn die zu
1
F*(z) :== F(zg — ;), x>0 (1.21)

gehorende Tailfunktion 1 — F*(x) = F*(z) in oo regulir variierend mit Index —o
ist und xr < 400 qilt, d. h. falls

< d lim — =z " VreR?'
Tr < +00 un tg?o F*(t) T T
gilt. Die Konstantenfolgen fiir die Konvergenz von A,(M, — B,) lassen sich in
diesem Fall als

1
A, = und B, :=xg
TR — Tn

wahlen.

3. F liegt genau dann im Anziehungsbereich der Gumbel- Verteilung, wenn eine positive,
messbare Funktion g existiert, so dass

F(t +g(t)) _

lim =e " VzekR (1.22)

tler  F(t))
gilt. In diesem Fall konnen die Folgen (A,) und (B,,) fir die schwache Konvergenz

von A,(M, — B,) als A, = ﬁ und B,, = 7, gewdhlt werden.

Es sei zunéchst darauf hingewiesen, dass fiir hinreichend grofes n stets A, > 0 gilt. Dies
ist im dritten Fall evident, da ¢ positiv ist. Fiir die anderen Fille betrachte (7,,),>2. Da

1
%::inf{t:F(t)zl——} Vn>2
n

und xp:=sup{t: F(t) <1}
gilt, folgt
Vo — xg fir n — oo.
Da im Fréchet-Fall xp = +o00 ist, folgt v, > 0 fiir hinreichend grofies n und somit ist auch
A, positiv. Im Weibullfall gilt natiirlich stets ~,, < xg. Es muss noch gezeigt werden, dass
nicht v, = zx gelten kann. Wére aber v, = x fiir ein n, so wire auch F(v,) = F(zg)

und daher besdfle xr unter F' Wahrscheinlichkeitsmasse. Beispiel 1.21 zeigt aber, dass
dann F nicht im Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung liegen kann.

Der Beweis ist relativ lang. Bevor wir ihn beginnen, wollen wir ein Beispiel betrachten:
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Beispiel 1.25 1. Die R(0,1)-Verteilung liegt im Anziehungsbereich der Weibullver-
teilung: Sei F' die Verteilungsfunktion der R(0,1)-Verteilung. Dann ist

rp=sup{z: F(z) <1} =sup{z:z <1} =1

Fiir die durch

definierte Funktion F* gilt:

_ Pe(tx) 1-F1-1)
lim — = —
e F*(1) oo 1— F(1—1)

Also liegt F' nach Satz 1.24 im Anziehungsbereich von 1. Die Konstanten fir die
schwache Konvergenz von A,(M, — B,) kinnen als

1 1
An: = =N und anl
TR—Vn 1—-F~(1-)

gewdhlt werden.
2. Die Pareto-Verteilung mit Verteilungsfunktion

0 r<l1
l—2z7* z>1

F@):{

fiir festes a > 0 liegt im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung ®.: Offenbar ist
1
— =sup{z: F(z) < 1} = +o0.
TR

Da mitt T oo auch tx T oo fiir alle x > 0 gilt, ergibt sich fir alle x > 0

F(t) 1 — Fta) (tz)®

L W) s TR () R —

oo F(f) e L—F(t) il to

Somit liegt F' nach Satz 1.24 im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung mit Index
a, . Fir die Konstanten (A,) und (B,) kann man folgende Wahl treffen:

= (inf {t S =) Dy (8) > 1 — l})_l _ Ve

n
und B,, = 0.

3. Die Ezxponentialverteilung mit Parameter X > 0 liegt im Anziehungsbereich der
Gumbelverteilung A: Sei also F die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung

F(z) =1 e Mg o) ().
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Zundchst gilt offenbar
xr =sup{z: F(z) <1} = +o0.

Aus der Form der Verteilungsfunktion lisst sich schon ablesen, dass F' schneller als
jede Potenzfunktion gegen 0 konvergiert. Dies lisst schon vermuten, dass F' € D(A)
gilt. Tatsdchlich gilt fiir die konstante Funktion g = X\~ (die natiirlich messbar ist)

F F(t+2 s
hmwzhmgz hmeize
tler  F(t) tloo (1) t—oo e~A

—T

Somit folgt aus Satz 1.24, dass F' € D(\) gilt und dass sich fir die schwache Kon-
vergenz der Folge A,(M, — B,) die Konstanten

A, = L =\ und Bn:%:F_<1—l):10gn
9(¥n) n n

wdahlen lassen.

Den sehr aufwéindigen Beweis von Satz 1.24 werden wir in mehreren Schritten fithren.
Wir beginnen mit hiufiger verwendeten Lemmata:

Lemma 1.26 FEs sei F' eine Verteilungsfunktion und es gelte (1.20), (1.21) oder (1.22).
Ferner sei

Yo =F;(1—=) Vn>2
n

Dann folgt B
lim nF(vy,) = 1.

n—oo

Beweis: Zunéchst folgern wir aus Lemma 1.12 (iv)

s (-n (- o-3))) oo (o (- 1)

somit folgt auch B
lim sup nF'(v,) < 1.

Bleibt )
liminf nF(y,) > 1 (1.23)

n—oo

zu zeigen. Zunéchst nehmen wir an, dass (1.20) gilt. Fiir z € (0,1) und n > 2 sei §,(z) :=
Yo < Yn. Vo ist fiir geniigend grofles n positiv, da v, — xr = +oo gilt. Somit gilt fiir
diese n (und alle ) F(d,(x)) < 1 — *. Somit auch

nF(5,(z)) > n (1 - (1 - %)) _1

o P Fw
MO TG @) T Pl

Damit ergibt sich
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fiir alle z € (0, 1). Dabei folgt die Konvergenz aus der Tatsache, dass F' regulir variierend
ist mit Index —a und 7,, — xp = 400 konvergiert. Lassen wir x T 1 gehen, so folgt (1.23).

Nun gelte (1.21). (h,), sei eine Folge positiver reeller Zahlen mit zp — h% =, fir alle
n > 2. Insbesondere folgt h,, — oo fiir n — oco. Fiir z € (0,1) und n > 2 gilt

1 1
on () =R g S TR T = T
daher folgt wie oben
nF(6,(7)) > 1

fir alle z € (0,1) und n > 2. Nutzt man zusétzlich (1.21), so folgt

_ nEF () ?(IR - h_ln) _ Fr(ha)

O > E @) Flan— ) F ()

—z% Vze(01).

Mit = T 1 folgt wieder (1.23).

SchlieBlich gelte (1.22). Fiir z < 0 und n > 2 sei

On() = Y + 29( ).

Dann gilt §,(7) < 7, fiir alle z < 0 und n > 2. Daher folgt wie oben mit nF'(,(r)) > 1
T, — T und somit

_ F F
nF(v,) > nblm) () — e V<.

nF(6n(z))  F(ym +29(70)) n—oo

Schicken wir x gegen 0, so folgt (1.23). O

Lemma 1.27 Fir(0 <1 < 400, eine Verteilungsfunktion F' und eine Folge reeller Zahlen
(u,) sind dquivalent:

(i) n(1 — F(u,)) — 7.

n—~o0

(i) P(M,, <u,) =F"(u,) — e 7.

n—oo

Beweis: Sei zunéchst 7 < +o00. Es gelte 1.27 (i). Dann folgt

F'(u,) = |1—- % n(1—F(u,))| —e .

Nun gelte 1.27 (ii). Als erstes zeigen wir, dass dann

1— Flu,) — 0 (1.24)

n—oo
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konvergiert, denn sonst gébe es eine Teilfolge (u,,) von (u,) und ein § € (0,1) mit
1 — F(uy,) > p fiir alle k. Dann gélte aber

Fnk(unk) < (1 _ﬁ)nk — 0,

k—oo

was einen Widerspruch zu 7 < +oco bildet. Durch logarithmieren folgt aus 1.27 (ii)
nlog(l — (1 — F(u,)) = nlog F(u,) — —,
was wegen 7 < 400 moglich ist. Entwickeln wir den Logarithmus um 1, so erhalten wir
log(1—h)=—-h+O(h*), h]O

und daher mit (1.24)
n(l—F(n,)) — 7.

n—oo

Nun sei 7 = +00.

(i) = (ii) zeigen wir mit Widerspruch. Angenommen, es gibe eine Verteilungsfunktion
F und eine Folge reeller Zahlen (uy),, fir die 1.27 (i) aber nicht 1.27 (ii) gilt. Nun
ist (F,(un))n € [0, 1] beschrénkt und wenn 1.27(ii) nicht gilt, so besitzt (F,(u,)) eine
konvergente Teilfolge, deren Limes wir e™# nennen wollen (u € [0,00)). Mit dem oben
Gezeigten folgt dann

lim ng(1 — F(up,)) = p < 400

k—oo

im Widerspruch zu 1.27(i).

SchlieBlich betrachten wir (ii) = (i). Wieder nehmen wir an, dass eine Verteilungsfunktion
F und eine Folge (u,), existieren, so dass

lim F"(u,) =0 und liminfn(l— F(u,)) =p < +oco

n—oo n—oo

gilt. Dann gibt es eine Teilfolge (u,,, )x mit

lim ng(1 — F(uy,)) = p-

k—o00

Da p < 400 ist, folgt (im Widerspruch zur Voraussetzung) aus dem oben Gezeigten

lim F™(u,, ) =e*>0.

h—o00

Wir widmen uns nun dem Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilungen.

Satz 1.28 Ist die Tailfunktion F einer Verteilungsfunktion F in oo requldr variierend mit
Index —a und gilt xg = +00, so gilt F' € D(®,). Man kann A,, = % und B, =0 Vn>2
wdhlen.
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1

Beweis: Sei A, = - und a, = -
n

A,

Vn. Wir zeigen, dass fiir alle x

™ x>0
n(l — F(a,x)) T:O{ o <0’ (1.25)

denn dann folgt mit Lemma 1.27

lim F™(apz) =e™®

n—0o0

]1(0700) (I) = (I)a (I)

fiir alle z, also die Behauptung. Sei zunéchst x < 0. Dann folgt aus xg = +o00, a, = v, —
o0 (n — o0). Da x < 0 ist, ergibt sich a,x — —o0, also 1 — F(a,z) — 1, d. h. (1.25)
fir < 0. Sei = 0. Dann ist (1 — F'(a,z)) konstant und ungleich 0. Damit folgt wieder
(1.25). SchlieBlich sei > 0. Dann gilt

lim (1 — Flays)) = Tim n(1 — F(a,)) @) _ o o w1 — Flay)),

wobei wir im letzten Schritt wieder die regulire Variation von F und vy, — 0o ausgenutzt
haben. Da mit Lemma 1.26
lim n(1 — F(a,)) =1

n—oo

gilt, folgt auch fir z > 0 (1.25). Also gilt die Behauptung. O

Nun wollen wir die Notwendigkeit (1.19) iiberpriifen.

Satz 1.29 Gilt F € D(®,) fiir ein «, so ist die Tailfuntion F requlir variierend mit
Inder —av und es gilt xg = 400.

Wir schieben zwei Lemmata voran, die aber in dieser Vorlesung nicht bewiesen werden
sollen. Thre Beweise finden sich in dem Buch von L. de Haan “On regular variation and
its applications”.

Lemma 1.30 Die Tailfunktion F einer Verteilungsfunktion F ist in oo requldr variie-
rend, falls fir jedes € > 0 Folgen (A,(€))nen und (a,(€))nen ezistieren, fir die folgende
Aussagen gelten:

An(€)
Ant1(e)

1. lim,, ., >1—¢.

2. lim,, o a,(g) = +00.
a

£)
8. limy, oo A (€) F(an(e)x) =: () emistiert und ist fir alle x > 0 positiv und endlich.

Lemma 1.31 (a,), (b,) seien Folgen reeller Zahlen mit

e a,>0 Vn;
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° lll’Iln_>oo flgzl =5 > 1,'

bn+1 —bn — 0

o lim, o =~

Dann gilt:

Nun sind alle Hilfsmittel bereit gestellt, um Satz 1.29 zu beweisen:

Beweis von Satz 1.29: Nach Voraussetzung gilt fiir geeignete a,, > 0, b, € R

lim F"(a,x + b,) = ®,(x) VaxeR.

n—oo
Wir zeigen zunéchst:

b [ns] — bn

an, n—0o00 a, mn—o0

Wegen (1.26) gilt fiir alle s > 1

lim £l (aqu + b[ns]) =d,(z) VxeR.

n—oo

Damit folgt wie im Beweis von Lemma 1.19

lim F™ (a2 + bras)) = Y Vo €R.

Der Satz von Khinchin liefert

ns bns_bn
m—>AS>0 und L—MBSE]R

Ay N0 Ap

ans
— 0 Vs>1 und L—u@l/o‘ Vs>1.

(1.26)

(1.27)

und ®5°(z) = ®u(Asz + B,) fiir alle z € R. Es folgt A, = s¥/* und B, = 0, also (1.27).

Durch

n(l) := [ i 1—‘ und n(k+1):=[n(k)-s], k>1

S —

ist eine Folge (n(k)); definiert. Fiir diese gilt

n(k+1)
n(l{:) k—>—o>o oo und W k:; S.

Mit dem ersten Grenziibergang und (1.27) folgt

07% . An(k)-s
Foee An(ky koo k)
und b b b b
i 2t ZOny e Bl Z O _ p
k—o00 a’n(k) k—oo an(k)
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Mit Lemma 1.31 folgt aus den letzten beiden Gleichungen

b (k)

— 0. 1.29
Qp(k) k—o0 ( )

Aus dem Satz von Khinchin folgt nun aber
lim F"®)(a,pz) = ®u(z) Yz €R, (1.30)

k—o0

da fiir k — oo trivialerweise —“*) = 1 mit (1.29) auch

@n(k)

bnky — 0

An(k)

— 0

und mit (1.26) wegen n(k) — oo auch

lim Fn(k)(an(k)l' + bn(k)) = @a(l’) (1.31)

k—o00

fiir alle x € R gilt. Nun soll gezeigt werden, dass F' regulir variierend mit Index —a ist.
Wegen (1.30) gilt mit Lemma 1.27

n(k)F(anmyz) — =% V> 0.

k—o0

Bleibt noch zu zeigen, dass die Voraussetzungen von Lemma 1.30 erfiillt sind:

An(k)+1 N Sl/a
An (k)

(i) Definitionsgemé$ folgt wegen , dass an ) — oo fiir k — oo gilt.

(ii) Man erinnere sich, dass die Folge (n(k)) von s abhéngt. Fiir s | 1 gilt 2 1 1, so dass
mit dem zweiten Grenziibergang in (1.28) fiir alle € > 0 ein s > 1 und somit eine
Folge (n(k)) existiert mit

, n(k) 1
lim —Y 25
kggon(kjtl) s~ ©

Also folgt mit (1.31) aus Lemma 1.30, dass F' reguldr variierend mit Index —a ist. Es
bleibt zu zeigen, dass xr = +o0 gilt. Gélte nun g < +00, so gibe es wegen a,) > 0 fiir
jedes k und a4y — oo fiir k — oo ein x > 0, so dass a,)r > rg gelten wiirden fiir alle
k. Fiir dieses x wére dann

1= lim F"®(a,pz) = ®u(2),

k—oo

was im Widerspruch zu 0 < ®,(z) < 1 V 2 > 0 stiinde. Damit ist die Behauptung
bewiesen. O

Wir wenden uns nun dem Anziehungsbereich der Weibull-Verteilung zu. Wieder zerfillt
die Behauptung in zwei Sétze.
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Satz 1.32 Ewne Verteilungsfunktion F liegt im Anziehungsbereich der Weibullverteilung
Yo, falls tgp < +oo0 und die Tailfunktion F* der durch F*(x) = F(xg — <) definierten
Funktion F* requldr variierend mit Index —av ist. Eine mégliche Wahl der Konstanten ist

Al=a,=x5—7, und B,=0b,=xp.
Beweis: Mit I ist auch F™* eine Verteilungsfunktion, x} bezeichne ihren rechten Rand-

punkt. Mit Satz 1.28 wissen wir, dass F* im Anziehungsbereich der Fréchet-Verteilung
®, liegt und dass fiir

1
ay =y, = F* (1——) und by =0
n

n—00 n—00 n—00 a,:r')j'

1
lim F**(a;xz + b)) = lim F™(a,z) = lim F" <xR — ) =d,(x) Ya>0
gilt. Mit a,, := al und b, := xg gilt daher
lim F" (bn - %) — &, (x) V>0

und somit )
lim F"(a,x +b,) = @, ( ) = o(r) Va<O.

n—o00 _E
Da b, = xg und a, > 0 gilt, ist F(a,z + b,) = 1 fiir x > 0. Deswegen gilt natiirlich
lim F"(a,z +0b,) =1 Va2 >0.

Somit ist gezeigt, dass F' € D(1,) gilt. Bleibt noch zu zeigen: a,, = xg — Vy-

1

1 1
= inf x>0:F<xR——)21——}
x n

)
: -
= (sup{a:R—u>O:F(u) > 1—1})_1

n
1
= (:cR—inf{u<xR:F(u) 21——})
n
= (zr—7)""
Also gilt: a,, = (aX)™' = 2r — Y. 0

Wieder bleibt noch zu zeigen, dass die Bedingungen auch notwendig sind, um im Anzie-
hungsbereich der Weibull-Verteilung zu liegen.
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Satz 1.33 Liegt F' in D(,), so gilt g < +oo und die Teilfunktion F* der durch
F*(z) := F(zg — 1) fir alle x > 0 definierten Funktion F* ist in oo regulir variierend
mat Index —a.

Wir beginnen auch diesen Beweis mit einem Lemma, fiir dessen Beweis wir auf das Buch
von de Haan verweisen.

Lemma 1.34 (a,) und (b,) seien zwei Folgen in R mit

(i) a, >0 fir alle n;

(1) limy, oo 2 =y mit 0 <y < 1 und

bn+1 —bn — 0

(173) lim,,_ =
Dann existiert b = lim,,_,o, b, und ist endlich und es gilt

lim b= bn

n—oo

=0.

Beweis von Satz 1.33: Der Beweis ist dem Beweis des Fréchet-Falls sehr dhnlich. Es
gebe also Folgen (a,), und (b,), mit a, > 0 fiir alle n € N und

lim F"(a,x + b,) = a(z) VzeR.

n—oo
Wie im Beweis von Satz 1.29 kann nun gezeigt werden:

brns) — b

lim 27— A = s7Y% und  lim "B, =0 (1.32)

n—oo an n—oo an

fiir alle s > 1. Wie im Beweis von Satz 1.29 wird dieselbe Folge (n(k)), in Abhéngigkeit
von s > 1 gewdhlt. Mit dieser Folge gilt wegen (1.32)

lim 20Dy sl -1/a (1.33)
k—o00 an(k) k—oo an(k)
und b b b b
lim —”("”;) nth) _ lim [n(k)m] — Pnh) _ ), (1.34)
— n(k) - Qn(k)
Mit Lemma 1.34 folgt daraus
b—b,
lim b,y =0 mit —oo<b<oo und lim Tk,
k—o0 k—o0 G (k)
Der Satz von Khinchin liefert wie im Beweis von Satz 1.29
lim F"®(a,gz +b) = Ya(z) Yz eR. (1.35)

k—oo
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Es soll nun gezeigt werden, dass zr < +oo gilt. Aus 1,(0) = 1 folgt direkt F'(b) = 1,
also rr < b < 400. Nun zeigen wir noch, dass F™* in 400 reguldr variierend mit Index
—o00 ist. Da 1o (—1) < 1 gilt, ist F'(—anu) + b) < 1 fiir hinreichend groe k. Da (anw))
nach (1.33) eine Nullfolge ist, kann nicht b > zp gelten, woraus mit xr < b trivialerweise
zr = b folgt. Damit folgt aus (1.35) mit a;, ) == :

An (k)

k—o00 k—o0 *

1
lim F*"(k)(a;(k)at) = lim F"® [ p—

1
= Jim £ (i (-3) +0)

k—o0 T

X

1
= Y, (——) fiir alle z > 0.

Da @Da(—%) = &, (x) fir alle z > 0 gilt, folgt aus der letzten Gleichung

;}1_{20 F*"(k)(a;(k):c) =d,(z) Va>D0.
Im Beweis von Satz 1.29 wurde bereits gezeigt, dass daraus folgt, dass F* regulir variie-
rend mit Parameter —a ist. O

Wir werden nun den Gumbel-Fall diskutieren.

Satz 1.35 Fine Verteilungsfunktion F liegt in D(A), falls eine positive, messbare Funk-

tion g existiert, so dass
1-F
L F(itag)
tlap 1-— F(t)
fiir alle x € R gilt. Die Konstanten kénnen dann als a, = g(v,) und b, = 7, gewdhlit
werden.

—T

Beweis: Der Beweis beruht auf Lemma 1.27. Da ,, T xg fiir n — oo gilt, ergibt sich mit
Lemma 1.26 und den Voraussetzungen des Satzes

n(l—Fly,+x9(v))

lim n(1 — F(v, +zg(v,)) = lim =e fiir alle z € R.
Tim n( ( (7)) = lim n(l— F())
Lemma 1.27 gibt dann die Behauptung des Satzes. O

Dass die genannten Bedingungen auch notwendig sind, ist wesentlich aufwendiger zu zei-
gen und soll hier nur skizziert werden.

Satz 1.36 Liegt die Verteilungsfunktion F in D(A), so existiert eine positive, messbare

Funktion g mit
lim 1—F(t+xzg(t)) .
tlzr 1-— F(t)

—T

fiir alle x € R.
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Als ersten Beweisschritt benotigt man eine allgemeinere Version des Satzes von Khinchin,
die im wesentlichen genauso bewiesen wird wie der Satz von Khinchin selbst.

Lemma 1.37 G sei eine nicht-entartete Verteilungsfunktion, to € RU {oo} und (F})i<t,
eine Familie von monoton nicht-fallenden, rechtsseitig stetigen Funktionen mit

lim Fy(z) =1 wund lim Fi(z)=¢>0

T—00 r——00

fiir alle t < ty. Auferdem seien a : R — RT und b : R — R Funktionen mit
Fila(t)z +b(t)) — G(z) (¢1 1)

fiir alle = € C(G). Dann gilt folgende Aquivalenz: Fiir Funktionen o : R — R* und
G : R — R und eine geeignete nicht-entartete Verteilungsfunktion G gilt genau dann

F(a(t)z + 6(t)) — G(z) (t1t) VaeC(q),

wenn es Konstanten A > 0 und B mit

a(t)

— —= A und

pit) — o(t)
a(t) a(t)

fiirt Tty gibt. Dann gilt

G(r) =G(Axr+B) VzekR

Auflerdem benétigen wir die folgenden Lemmata, fiir deren Beweis fiir wieder auf das
Buch von de Haan verweisen:

Lemma 1.38 Fliir eine Verteilungsfunktion F', die im Anziehungsbereich der Gumbel-
Verteilung liegt, gilt

(1
1

t) logz
t)  logy

F~(1—-t
lim ( 7)

— + +
I (1= ty) = F- VeeR"™ VyeR"\{1}.

Lemma 1.39 Flir Verteilungsfunktionen F, die im Anziehungsbereich der Gumbelvertei-
lung liegen, gilt
lim s(1 — F(a(s)z +b(s))) =e¢* VazeR.

S— 00

Hierbei sei a : RT — R™ durch

als) = F~ (1 = i) -

se s
und b: RT — R durch b(s) :== F~(1 — 1) definiert.
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Nun sind wir in der Lage, Satz 1.36 zu beweisen.

Beweis von Satz 1.36: Mithilfe der vorhergehenden drei Lemmata folgern wir die Be-
hauptung des Satzes. Wichtig ist vor allem die erweiterte Version des Satzes von Khinchin.
Sei I eine Verteilungsfunktion mit /' € D(A). Mit Lemma 1.39 wissen wir, dass

lim s(1 — F(a(s)z +b(s))) =€ *

mit den dort definierten Funktionen a(-) und b(-) gilt. Wir substituieren s durch die
Funktion

s:(—oc0,xg) — R*
1

t — s(t) = =

Da s(t) — oo fiir t T xg gilt, ergibt sich

lim 5(£)(1 — Fla(s(t)) + b(s(t)))) = lim 1= F(1) =e"

fiir alle x € R. Daraus folgt direkt

. 1 — F(a(s(t))x 4+ b(s(t))) Jp—
1 — =e ¢ 1.
fog P < 1— F(2) ¢ (1.36)
fiir alle z € R. Wir definieren fiir alle t < xi die Funktion F}; vermdoge
1—-F(x
E(ZI}') = exp (—1_7}7’((15))) , I € R.
Fiir t < xp ist die Funktion rechtsseitig stetig, monoton nicht-fallend und es gilt
1
xh—{go Fi(z)=1 und xEr_nooFt(:B) = exp (—m) > 0.
(1.36) impliziert fiir diese Funktion
tlTlm Fi(a(s(t)z +b(s(t)) =e* " VazecR.
TR
Es bleibt also zu zeigen, dass
t—b(s(t
t=bs) (1.37)

a(s(t))

gilt, denn dann folgt mit der Erweiterung des Satzes von Khinchin

lim Fy(a(s(t)z +t) =e " VacR

tTer
Dies ist aber dquivalent zu

. 1—=F(a(s(t)z+t)  _,
tlTlglz 1—F(t) =e” VzeR,
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also zur Behauptung mit einer Funktion g, die auf (—oo, zg) durch g(t) :=

a(s(t)) definiert

ist und auf ganz R messbar und positiv fortgesetzt werden kann. Also zeigen wir (1.37).

Nach Definition von b und s gilt:

b(s(t)) =
da

Fit)y=1—(1-F(t)) <1—

vV e > 0. Somit folgt

F(F(t) <t <b(s(t)(1+¢)),

1— F(t)
1+e¢

t —b(s(t)) b(s(t)(1+¢€)) —
'S T6w)

b(s(t))
a(s(t)) '

Nach Lemma 1.38 konvergiert die rechte Seite dieser Ungleichung fiir ¢ T xr gegen

log(1 + ¢), denn:

bs)(L+e) —b(s(t)) b= F#)""(L+e))—b((L—F(t)™)
a(s(t)) a((1 = F(t))~1)
O -0-F®))(d+e) ) FA-(0-F@®))
Fr(1-(1=F@)et) = F- (1= (1= F()))
log((14+¢)")
(1—%10) W - log(l ' E)‘
Also gilt (1.37) und die Behauptung des Satzes. O
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2 Das Pickands-Balkema-de Haan-Theorem

In diesem Kapitel werden wir eine Charakterisierung der Verteilungen geben, die in ir-
gendeinem der erwihnten Anziehungsbereiche liegen. Die zentrale Aussage ist das soge-
nannte Pickands-Balkema-de Haan (PBdH)-Theorem, das besagt, dass genau die Vertei-
lungen im Anziehungsbereich einer nicht-entarteten Extremwertverteilung liegen, wenn
die sogenannte Exzessfunktion durch eine Pareto-Verteilung angendhert werden kann.
Dabei ist vor allem die Richtung interessant, bei der wir wissen, dass eine Verteilung im
Anziehungsbereich einer nicht-entarteten Extremwertverteilung liegt und daraus auf die
Exzess-Verteilung schliefien.

Wir beginnen damit, die moglichen Extremwertverteilungen in einer Verteilungsklasse
zusammenzufassen.

Definition 2.1 Die fiir alle & und x mit 1 4+ Ex > 0 durch

lﬂ@):{emm—a+fm+%x §#0

e ", £E=0

definierte Verteilungsfunktion H¢ heifit verallgemeinerte Extremwertverteilung. Die zugehdri-
ge skalierte Familie He,,.,, erhdlt man fir p € R und ¢ > 0 aus der verallgemeinerten

Extremwertverteilung durch Substitution von x durch x;—” Der Definitionsbereich besteht

in diesem Fall aus allen x mit 1+ 555 > 0.

Offensichtlich ist die verallgemeinerte Extremwertverteilung fiir
§ < 0 vom Typ der Weibull-Verteilung ¢_¢—

¢ =0 vom Typ der Gumbel-Verteilung A

¢ > 0 vom Typ der Fréchet-Verteilung @571.

Genauer gilt fiir

£<0:He(z) =9 _¢1(—(14+&x)) V14+E&x>0
£ =0: He(z) = A(z)
£>0: He(x) =P (14+&x) V1+E&x>0.

Wir bereiten den angestrebten Satz durch ein erstes Resultat vor:

Satz 2.2 Fs seien & € R und F' eine Verteiungsfunktion. F' liegt im Anziehungsbereich
von He, wenn eine positive, messbare Funktion (3 existiert, so dass fiir alle 1 +&x > 0

lim

ulzg F(u) (2'1)

Fw+xmm>_{<1+awﬂﬁ,s%o
3 e, E=0

gilt.
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Bewelis:

(i) ¢ = 0: Das haben wir schon im Fisher-Tippett-Theorem gezeigt (genauer: Satz 1.24).

(ii) & > 0: Dann ist Hy vom Typ ®¢-:. Nach dem Fisher-Tippett-Theorem (genauer:
Satz 1.24) gilt:

F .
FeD(H) & zp=+o00 und tlggo F(ff)) =g ¢

fiir alle = > 0. Sei zunéchst F' € D(H¢), (3 sei eine positive, messbare Funktion mit

lim pla)

rT—00 I

= ¢

Aus _
F(t 1
Tpr = +oo und lim 7( ?) =z ¢ V>0

folgt mit der Definition von (3 fiir alle 1 + Sz > 0

Flutefw) o Flud+a®) e
BT T R e

Nun gebe es ein positives, messbares # mit (2.1). Fiir die durch v, := F~(1 — 1) =
inf{z € R: F(x) > 1 — 1} definierte Folge (yn)n gilt 7 T 2g fiir n — oo und nach
Lemma 1.26 F(v,) ~ £. Damit ergibt sich fiir alle 1 + &z > 0

(140" = tim L0280 s e+ 28(0)).

Mithilfe von Lemma 1.27 folgt daraus

lim F"(8(70)a + 1) = Pe1(1 + Ex)

n—oo

fir alle 1+ &x > 0 Da 3 eine positive Funktion ist, gilt also F' € D(®¢-1) = D(Hy).

(iii) & < 0: He ist jetzt vom Typ ¢)_¢-1. Nach Satz 1.24 gilt

F e D(He) & xp < d lim — =2 2.2
(H¢) ©@ zp <00 un Jlim () x (2.2)

fir alle x > 0. Sei zunéchst F' € D(H,) und 3 eine positive messbare Funktion mit
. 1 "
tp*(t) = tB(xr — ?) — =& fir t— oo.
Es gilt

lim F(u) = lim F(zp — %) = lim F*(t)

ulxzp t—o00 t—00
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und

lim F(u+2B(u)) = lim F(xg — % +zB(zr — %))

ulxzp t—00
i 1—t —1
= lim F (xR — IﬁixR t))

Mit (2.2) folgt daraus schliefllich

o FlutaB(u) o Fr(t(—teB(t) )

_ ¢!
ater Flw) oo e (t) =1+

fiir alle 1 4+ &x > 0.

Nun gebe es eine Funktion § (positiv und messbar) mit (2.1). (v,,) sei definiert wie

unter (ii). Dann folgt analog zu dort

F(yn + 26(m))

(—(=€x—1)"¢ " =(1+&)¢ = lim _ = lim nF (v, + 28(7))

fiir alle 1 4+ €x > 0. Mit Lemma 1.27 folgt daraus

lim F™(B() + 1) = €D =y (—gr 1)

n—oo

fir alle —£x — 1 < 0. Da §8 positiv ist, gilt also F' € D(¢_¢-1) = D(H).

Somit haben wir den Anziehungsbereich einer nicht-entarteten Verteilung charakterisiert.
Die Grenzfunktion dieses Satzes stellen auf einem eingeschrinkten Bereich Teilfunktionen

von Verteilungsfunktionen dar. Die zugehorige Verteiung ist die Pareto-Verteilung.

Definition 2.3 FEs seien £ € R und 3 > 0. Die durch

1— (14€2)7Ve 0
Ge(z) == { - i_x/ﬁfﬁ) gio
fiir
- . [0,00), £>0
YIS (5)/6) T [O’_g]’ §<0

definierte Verteilung heifit verallgemeinerte Pareto-Verteilung. G¢ 3 bezeichnet die zugehdri-
gen Verteilungsfunktionen. Somit ist Ge g auch aufSerhalb von D(€, B) definiert und nimmt

dort die Werte 0 bzw. 1 an.

Als néchstes definieren wir die Exzessfunktion einer Verteilung.

43



Definition 2.4 Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Fiir festes u < xpg
heifst
Fz) =P(X —u<z|X>u), >0

Exzess-Funktion (genauer: Exzess-Verteilungsfunktion) von X bzw. F oberhalb des Schwell-
wertes w. Existiert EX, so heifit die auf (—oo,xr) durch

e(u) = E[X —u|X > u]

definierte Funktion mittlere Exzess-Funktion von X.

Bemerkung: Nach Definition von e(u) und mit partieller Integration folgt

1 [ 1 o
() = 7 / (@~ u)dF () = s / Fla).

Man berechnet auch

F(z) = e0) — f; ey
e(z)
fiir alle Stetigkeitspunkte von F'. Also ist ein stetiges F' eindeutig durch seine Exzess-
Funktion bestimmt.

Diese Verteilung ist vor allem in der Finanz- und Versicherungswirtschaft von Interesse.
Anders als der dort verwendete Value at Risk nahelegt, interessiert einen dort nédmlich
nicht nur die Wahrscheinlichkeit eines Verlustes einer bestimmten Hohe, sondern auch die
Verteilung, zumindest der Erwartungswert, falls diese Grenze iiberschritten wird.

Wir benotigen noch ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 2.5 Es sei F' eine Verteilungsfunktion, (a,) und (b,) seien reelle Folgen, ebenso

wie (a,) und (by). Es gelte ay, d, > 0 fiir alle n € N. Weiter sei J C R ein Intervall und
S, S seien stetige, streng monoton-fallende Funktionen, deren Werte fiir Argumente aus

J in (0,00) liegen. Es gelte
lim nF(a,x+b,) = S(x) Vel

n—oo

und lim nF(a,z+b,) = S(z) Vel

n—oo

Dann ezistieren Konstanten A > 0 und B € R mit

a by — b
a,=— — A b="—" B
an n—oo a,n n—oo

und

S(x)=S(Axz+B) Vrel.

Beweis: Der Beweis dhnelt dem des Satzes von Khinchin und soll hier nicht gegeben
werden. O

Wir sind nun in der Lage, das zentrale Resultat dieses Kapitels zu formulieren:
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Satz 2.6 (Pickands-Balkema-de Haan)

1. X sei eine Zufallsvariable, die allgemein Pareto-verteilt mit Parametern & € R und
B > 0 ist. Dann ist EX genau dann endlich, wenn & < 1 gilt. In diesem Fall gilt

(i) EQ+5X)7" =z VEAO0, 7> —4;
(ii) E(log(1+ 5X))kF = ¢Fk! Vk e N;
(7,7,7,) E(X(Gg’ﬁ( ))T) m fUT’ aller +1 > |£|

(iv) EX" = é‘rﬁ;l

lr I fiir alle r € N, T<E

-
ING 1+
2. Fir alle £ € R liegt eine in xg stetige Verteilungsfunktion F' in D(H¢) genau dann,
wenn

lim sup |Fu(z) — Gepw(z)] =0

ulzr O<z<zrR—u
fiir eine geeignete positive, messbare Funktion (5 gilt.
3. Fir alle 1,79 € D(E, 3) gilt
Gg,ﬁ (xl + ZL’Q) =
W = G pien (22).

4. Sei N eine Poi(\)-verteilte Zufallsvariable, die stochastisch unabhdngig von der iid-
Folge (X)), sei, welche der verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit Parametern £
und 3 > 0 geniigen mdge. Es sei

My := max X,.
1<i<N
Dann gilt
P(My < @) = He yy(),
wobes
p=0E N 1) und =X
gilt.

5. X geniige der verallgemeinerten Pareto-Verteilung zu den Parametern & < 1 und (3.
Dann gilt fir jedes u < xg

e(u) =E[X —u|X >u] =

Bemerkung: Teil 2 des obigen Satzes ist das eigentliche Pickands-Bolkema-de Haan-
Theorem. Es legt nahe, die Verallgemeinerte Pareto-Varteilung als Approximation der
Exzessfunktion zu verwenden. Hierfiir muss u groff genug sein. 5 gibt eine schone graphi-
sche Methode, um die geeigneten u zu finden. Fiir eine iid Folge X;,..., X, die geméf
F verteilt ist, konstruiert man die empirische mittlere Exzessfunktion e, (u)
1 n
eu(u) = =Y (X — u)lly,50

n <
=1
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5 sagt nun, dass e(u) fiir X ~ G¢g linear ist in w. AuBerdem schétzt e,(u) die mittlere
Exzessfunktion konsistent und erwartungstreu. Also sucht man ein Gebiet, bei dem e, (u)
anndhernd linear ist.

Wir beginnen damit, den zweiten Teil der Aussage zu beweisen, da nur hier Lemma 2.5
benotigt wird.

Beweis von Satz 2.6.2: Sei X eine Zufallsvariable mit Verteiungsfunktion F'. Zunéchst
gelte F' € D(H¢). Nach Satz 2.2 ist dies dquivalent zur Existenz einer positiven messbaren
Funktion (§ mit

ulzr F(u) e, £=0
fiir alle 1 4+ £x > 0. Daher gilt

iy (0 2B(w)) :{ (1+&x)"VE, €40

Fu(B(u)z) = 1 — P(X < u+ 2f(u)[X > u) = 1 — Lt ob@) Ge(z)
F(u) ulzr
fiir alle x > 0 mit 1 + £&x > 0. Dann folgt insbesondere
lim [ () = Ge(o(8(u) ™) = lim [Ful) = G (a)] = 0 (2.3)

fiir alle z > 0 mit 1 +§ﬁ > 0. Fiir £ < 0 gilt (2.3) zunéchst fiir alle z € [0, _T(“)] Da F,
monoton wachsend ist, F,(x) <1 fiir jedes x gilt, die verallgemeinerte Pareto-Verteilung
stetig ist und bei Parametern G(u) > 0 und ¢ fiir alle z > %(u) den Wert 1 annimt, gilt
(2.3) auch fir £ < 0 fiir alle z > 0. Aufgrund der Stetigkeit der Pareto-Verteilung gilt
sogar gleichméflige Konvergenz, also

lim sup |F,(x) — Gegw)(z)| = 0.

ulZR 0<z<oo

Dann gilt insbesondere

lim  sup |Fu(z) — Gepu(z)] = 0.

ulZR 0<z<zp—u

Der Beweis der Riickrichtung ist wesentlich aufwendiger. (3 sei also eine positive, messbare
Funktion mit
lim  sup |Fu(z) — Gepu(z)] = 0.

ulTR O<z<zp—u

Da F,(0) = G¢ @) = 0 gilt, konnen wir das sup auch iiber 0 < o < xz — v ausdehnen.
Da F,(z) =1 fiir alle x > g —u gilt, F' in xp stetig ist und die verallgemeinerte Pareto-
Verteilung sowohl stetig als auch monoton wachsend ist, konnen wir das Supremum iiber
alle Werte x > 0 ausdehnen. Also gilt auch

lim sup |F,(x) — Gegw)(z)| = 0.

ulZR 0<z<oo
Damit folgt insbesondere auch

i Flu+28(w) :{ (1+&x)"Ve, €40

ulzr F(u) e, =0 (2:4)
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fiir alle x > 0 mit 14 &z > 0. Allerdings wollen wir die Aussage fiir alle x mit 14+ &x > 0
zeigen. Wir zeigen die Aussage exemplarisch fiir £ < 0. Dann gilt (2.4) zunéchst fiir alle
z € [0, —%) Nun seien (7v,), und (ay,), folgendermafien definiert:

Y = F~ (1 — %) =inf{z: F(x) > 1— %}
an = B(v) VneN

Damit gilt nun

F n n —
lim M = (1 + &) 1/€
n—oo  F(7n)
fiir alle z € [0, —%) Dann kann man wie im Beweis von Satz 2.2, dass
lim nF(anx + n) = (1 + &) ¢ (2.5)

fir alle z € [0, —%) gilt. Sei nun ¢ minimal mit der Eigenschaft, dass (2.5) fiir alle z €
(c, —%) =: I, gilt. Dann folgt

lim 2nF(a,x +7,) = 2(1 + €x) 7Y =: S(), (2.6)
lim 2nF (ag,2 + yan) = (1 + Ex) 76 .= S(x), (2.7)

jeweils fiir alle z € I.. Nun sind die Voraussetzungen von Lemma 2.5 erfiillt. Dies ergibt:

fn L Asp 2T p

a, n—o0 (7%

und
S(z) = S(Az + B) fiir alle z € I.

Dann ist aber

lim 2nF(agne + Yan) = lim 2nF (a,(Az + B) +7,) = 2(1 + £(Az + B))"Y¢ (2.8)

n—~o0 n—~o0o

fiir alle Az + B € I,. Da S(x) = S(Az + B) gilt, folgt A = 2¢ und B = 222, Mit
21+ &(Az + B)) V8 = 2(62% + 25) 70 = (14 &) 7'/°

ergibt sich daher B
lim 2nF (agn + Yon) = (1 + &x) 76
fiir alle Az + B € I, also fiir alle 2 € (27%¢ — 1=2° 1) —: I,. Daher gilt (2.5) fiir die

3 £
Teilfolgen der geraden Folgenglieder schon fiir alle z € .. Aus 222

— 1 fiir n — oo folgt

lim (2n + 1) F(agnt 4 y2n) = (1 + €2)7Y¢ Ve L.
Fiir die durch a3, , = a3, = as, und 3, = 73, = Y2 definierten Folgen (a)) und (7))
folgt daher B )
lim nF(aiz + ) = (1+ &) V¢ Vel (2.9)

n—oo
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Nun kann Lemma 2.5 auf (2.9) angewandt werden. Wie oben kann man zeigen, dass (2.5)
fiir alle z € I, gilt. Da ¢ gerade als Minimum gewéhlt wurde, so dass (2.5) fiir alle z € I,
gilt, muss I. = I.. sein und somit ¢ = —oo, da fiir ¢ < 0 und £ < 0 stets

1—27¢
§

gilt. Also gilt (2.5) fiir alle 1 + £z > 0 und aus Lemma 1.27 folgt dann

27 —

<c

lim F"(an® + ) = ¢~ (—(1 + £2))

n—oo

fir alle 14 &z > 0 und somit F' € D(H,). Der Beweis fiir £ = 0 und £ > 0 geht analog. O

Beweis von Satz 2.6.1: X sei gemafl der verallgemeinerten Pareto-Verteilung mit Pa-
rametern £ und [ verteilt. Wir zeigen zunéchst EX < 400 & £ < 1. Fiir £ = 0 ist die
verallgemeinerte Pareto-Verteilung eine Exponentialverteilung, hat also einen endlichen
Erwartungswert. Fiir £ < 0 erhélt man mittels partieller Integration

—B/¢ -5
EX = / f(1+§x) dz
0 B

Fiir € > 0 gilt analog

_ [ Sy ¢
EX = /0 x/6<1+/63:) dzx

Daher gilt EX < 400 genau dann, wenn der Limes des Klammerausdrucks endlich ist.
Da aber der erste Summand in der Klammer fiir z — oo gegen0 konvergiert, ist die
Summe genau dann endlich, wenn der Limes des zweiten Summanden endlich ist. Da
¢ > 0 ist, ist dies der Fall, wenn die zu potenzierende Summe fr z — oo nicht gegen 0
konvergiert. Da x1—¢ fiir x — oo gegen 0 geht, muss 2'7¢ gegen einen Wert verschieden
von 0 konvergieren. Das ist genau dann der Fall, wenn 1 — ¢ > 0, also £ < 0, gilt. Wir
zeigen nun
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() EQ+5X)" = g5 fir § <1, £ 40, r > —4.

(i)

1+&r
Sei zunéchst £ < 0. dann gilt

3

Sy [ LS s S S
E(1+ﬂ )= /OO (1—|—ﬂx) (1—|—ﬂx) € 6dm

B 1 ¢ & e 3 —8/¢

- [_Blwé(HEI) 5 EL

1

- 14+ 7€

Fiir 1 > € > 0 gilt
v [T § yozerrwre o f ] 3 L |1

E(1+BX) —/0 5(1+5x) € d:v—{ 1+Tf(1+ﬁx) € L =T
da—1+—g£<0gilt.

Da fiir § < 0 P-fs. X < —% gilt, ist in diesem Fall log(1 + %X) P-f.s. definiert. Fiir
¢ < 1 kann man
§

E(log(1 + BX))’“ =& VEeN

per induktion nach k zeigen: Fiir £ = 1 kann man im Falle £ < 1 den Induktionsan-
fang per partieller Integration ableiten:

—B/e B
Elog(1 + %X) = %/0 log(1 + %x)(l + %:B)_Eédx
= [—log(l~|—%:€)(1+%:E)_l/6 —§(1+%a:)_1/5]55/£
, £ £ \- £ -
= xlTH?’[_ log(1 + Bm)(l + B:c) Ve _¢(1+ Bm) Ve 4 ¢

= ¢

Dabei folgt der letzte Schritt nach der ’'Hospitalschen Regel. Fiir 1 > ¢ > 0 folgert
man analog:
§

Ellog(1 + 5X)] = £,

Den Induktionsschritt k£ +— k41 zeigen wir nur exemplarisch fiir & < 0. Per partieller
Integration folgt

-/ e
E[log(1 + é){)]’”1 = l/ ’ 5(1og(1 + é))k“(l + é:c)éde
B Jo

B B B
+(k + 1)¢E(log(1 + %x))k.
Per Induktionsvoraussetzung erhélt man:
Eflog(1 + %X)]k“ = - xlTig}g[(log(l + %))“1(1 + %x)—l/f] + (k+ 1)l

= (k+ 1)1,
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(iii)

(iv)

wobei wir fiir die letzte Gleichheit wieder die Regel von I’Hospital verwendet haben.
Fiir £ = 0 ist die Behauptung trivial.

Fir € < 1 ist zu zeigen:

E[X (Ge (X)) = (r+1 _i)(r +1)

fir r+1 > [£].

Fiir £ < 0 erhélt man mit partieller Integration

~ 1 [P —raédl
E[X (Ges(X))] = 5/0 x(l—i—%x) e dr

S B &€\ ==t, e
B A R vy e s Lo R
g

(r+1)(r+1-¢)°
Fiir € > 0 ergibt sich analog

E[X (Gep(X))]
. . . é —r+1 1 _ ﬁ § —r+1-¢
= Jim | e+ 5e) r1 £r+1)(r+1—§)(1+ﬂx) 5
T T,
B
O +1=9
B

(Y +D(r+1-¢)
Denn fiir (r + 1) > & konvergiert Ty fiir x — oo gegen 0 und es gilt

5 rpl—€ . rgl 1

3
T, = —(x~ ™1 2 v ) € . .
1 (x + ﬂa? ) ]

Fiir r+1 > £ konvergiert dann der zweite Summand gegen oo, der erste gegen 0 und
somit die potenzierte Summe gegen 0. Fiir ¢ = 0 ergibt sich wieder mit partieller
Integration

BX(GealX))) = 5 [ 2

1 a4 6] —a(r41) |
= — e B8 — e B
v+1 (r+1)2 0
_ g
(r+1)%
Fiir alle £ < 1 ist zu zeigen:
_ BT TE =)

rl

EX”

T ORI
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fir r € N und % > r. Zunéchst berechnet man
1 [ & _en1
EX" = —/ (14 22) € dx
J, Tty
= {—xr(l + é:E)_l/g} + 7’/ 2" N1+ é:)3)_1/5al517
G 0 0 B
= 7“/ (1 + é:B)_l/galzv,
0 &)

da

[—z"(1+ %x)_l/ﬁ]go - [_(I—ﬁr + %x—5r+1)—1/§]80

gilt und —&r + 1 wegen r < % positiv ist. Ferner gilt:
® § 1 14 /G(T_j)/oo —(j+1 § —14j
21+ 22)  dy = ———2~ 27U (1 4+ 2p) e g
[ e g =¢ J, (1+57
fiir alle 1 < j <r — 1. Rekursiv berechnen wir:

Ez" = r/ SL’T_l(l—FESL’)_l/EdSL’
0 G

Blr—1)B8(r—2) B /°° £ o1
= r 1+ 2z) Ve
¢ 1-2 T-(-Defy 5"
67!
ngjgr(l - ]5)
Wir wollen nun die rechte Seite der nachzuweisenden Gleichung in derselben Weise

umformen. Da % > r vorausgesetzt ist, gilt insbesondere % — 7> 0mit j € N und
j < r. Daher gilt

(o=t -0

Damit folgt

67" F(%—’f’ T' _ 67" ol 1
FHT(+1) & Tz =)
_ 8 1 _ prrt
e () Ma0-8)

Das zeigt die Behauptung.

Beweis von Satz 2.6.3: Es seien z,, 29 € D(£, 3) mit G 5(x1) # 0. Dann gilt z; + x5 €
D(€, ) genan dann, wenn auch z, € D(E, § + 11€) gilt. Fiir 2, + 25 ¢ D(E, ) sind beide
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Seiten der zu zeigenden Gleichung 0. Daher sei in der Folge x1 4+ 25 € D(&, 3). Zunéchst
sei £ # 0. Dann gilt

Gep(a1) - Gepren (12) = (14 i)_1/5 (1 + < xQ) o
s s 1 /6:(:1 ﬁ+§xl
(1+ %xl + %xg)—l/ﬁ

= (1+ %(ml + 24)) Y8

= G@g(l’l + 1’2).
Fiir £ = 0 und z1, 29 € D(&, B) ergibt sich direkt

_zitmo —

Goplz1) Goplwe) =e Fe P =e 0 =Goplan +2).

Beweis von Satz 2.6.4: N sei P(\)-verteilt und stochastisch unabhéngig von der Folge
(Xn)n. Ferner sei
My := max X;.

1<i<N

Dann gilt

P(My <z) = Y P{My<a}n{N=n})

- i P(My < n)P(N = n)

n=0

2 GE ()N
A §.8
- ° ;_0 n!

= P exp(AGe (@)
= exp(—AGgg(x)),

wobei wir die stochastische Unabhéngigkeit von N und (X,,), sowie der (X,,), unterein-
ander und deren identische Verteilung ausgenutzt haben. Fiir £ # 0 ergibt sich daher

P(My <xz) = exp(—A(1+ %x)‘w)

xr — 6_1/6()‘5 B 1))—1/5)

= exp(—(1+¢-

BAS
= Hi;u;df(x’)
mit g = %/8()\5 — 1) und ¢ = BAS.
Fiir £ = 0 gilt
P(My<z) = e
_z—Blog
= exp(—e 7 )
= Hf;u;w(f)
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mit ¢ = B und g = limg_o 3 (%) — Blog \. O

Beweis von Satz 2.4.5: X sei eine Zufallsvariable, die geméfl der verallgemeinerten
Pareto-Verteilung mit Parameter £ < 1 und [ verteilt ist. Fiir u < xpr ergibt sich mittels
partieller Integration:

1
W) = BIX —uX>u= oo )/{X>u}(X—u)dIP’

_ 1 o Ges()
B Gfﬂ(u)/u ( @ ¢

- o [Cestala = [ Gealoi]

_ Gﬁ;( U 1d:c—/ Ges(x )dx}
- G&ﬁ / Gele

wobei die vorletzte Gleichheit wegen G¢ g(xr) = 1 folgt. Also folgt fiir £ # 0

e(u) = §u1/5 gx G
) = 0+ 50 G+ S|
N
R
_ Bgu
1—¢

Fiir £ = 0 ergibt sich fiir alle u < i und fiir alle § 4+ u& > 0

e(u) = e“m/ e /Bde = 6.

Damit haben wir das PBdH-Theorem bewiesen.

Bemerkung 2.7  a) Das BPdH-Theorem besagt insbesondere, dass die verallgemeiner-
te Pareto-Verteilung fiir groffe n eine gute Approximation der Exzess-Funktion F,
darstellt, wenn F im Anziehungsbereich einer Extremwertverteilung liegt. Dies ist
fiir viele Verteilungen bekannt.

b) Im PBdH-Theorem stellt die Voraussetzung, dass F' in xg stetig sein muss, fir die
Hinrichung keine Einschrinkung dar, denn eine Verteilung, die in xp nicht stetig
ist, besitzt dort positive Masse und solche Verteilungen liegen nie im Einzugsbereich
einer nicht-entarteten Verteilung.
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c) Aussage 8 im PBdH-Theorem stellt eine Abschluss-FEigenschaft der verallgemeiner-
ten Pareto-Verteilung dar. Sie besagt, dass die Wahrscheilichkeit, dass die zugrunde
liegende Zufallsvariable eine Grenze x1 + xo tberschreitet, gegeben, sie tiiberschreitet
eine Grenze x1, wieder gemdfs einer verallgemeinerten Pareto-Verteilung verteilt ist.

d) Ist F € D(H) fir eine verallgemeinerte Extremwertverteilung H, so gilt gemdf
Aussage 4: Die Verteilung des Mazimums einer Poisson-verteilten Anzahl von iid
Exzessen von oberhalb einer groffen Grenze ist eine verallgemeinerte Extremwert-
verteilung.
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3 Konvergenzgeschwindigkeit normalisierter
Extrema unabhingiger Zufallsvariablen

Das Fisher-Tippett-Theorem gibt die méglichen Extremwertverteilungen fiir richtig nor-
mierte Maxima von Folgen von iid Zufallsvariablen an. Um diesen Satz auch praktisch
brauchbar zu machen, miissen wir wissen, wie schnell diese Konvergenz ist. d. h. wir

miissen .

punktweise oder gleichméfig in = abschéitzen. Als Voriiberlegung verwenden wir

Lemma 3.1 Fir 0 <7 <min(2,y/2n —1) = ¢, gilt

2 -7

<eT - (1—1>". (3.1)

n

Ferner gilt fiir alle 7 > 0

_ T\ " 72T 0.6
e T — <1 — —) < < .
n 2n —1 2n —1

Beweis: Sei h,(7) =" (1 —I)" fiir 0 < 7 < ¢,,. Die ersten beiden Ungleichungen in (3.1)
sind dann dquivalent zu

-2 -2
1l——>h,(r)>1-— 2
2n — () 2 2n —1 (3:2)
bzw. ) )
T T T
log (1-2-) > 1 (1——>>1 1- . .
og( 2n)_7‘+nog - _og( 2n—1) (3.3)
Sei )
gn(7) =7+ nlog(l — %) —log(1 — ;_n)
fir 0 <7< ¢, Esist
1 -2
gh(r)=1— ——+ 772 _ T = <0, (3.4)
-3 n-% m-1)n-%)
also ist g,(7) schwach monoton fallend in 7 mit
g,(0) =0, d. h.oesgilt g,(7)<0 (3.5)
fir alle 0 < 7 < ¢,.
Setzt man analog
G(r) = 7+ nlog(1 — 1) — log(1 — ——) (3.6)
m T '
fir 0 < 7 < ¢,, so folgt
1 T T (1 —1)?
G (r)=1- — + = - >0 (3.7)
=2 w-D-% 2m-nn-3-3)



mit G,(0) = 0, also
Gn(t) >0 firalle 0<7<ec,. (3.8)

Damit ist (3.3), also auch die linke Seite von (3.1) bewiesen. Die Funktion
h(t)=71%", 7>0

ist aber maximal fiir 7 = 2 mit h(2) = 4e? < 0,6, so dass hiermit auch die rechte Seite
von (3.1) folgt. O

Satz 3.2 Es sei wieder v, = F~(1 — %), n > 2. Wir definieren die Funktion r,(z)
folgendermaflen:

e Fir F € D(A)
ro(z) =n(l — F(y, + zg(7,))) —e ", z € R

o Fir I e (®,)
ro(x) =n(l — F(yx)) —2~% (x> 0).

o Fiir F € (1,)

ro(x) =n(l — F(ag + x(zr —W))) — (=) fir = <0.
Dann gilt fir hinreichend grofes n

e Fiir '€ D())

0.6 —o
B < g+ 3) ~ A@)| € 500 pejenlo 1) (39)
1
= (’)(max(ﬁ, T (2)]))  (z € R,n — o0).
o Fir F e D(®,) gilt:
0.6 —o | —r(2)
IP(M,, < z7v,) — Po(z)] < 51T ¢ le™"™ 1 (3.10)

o [ir ' € D(,) gilt

0.6
2n—1

@

+ e~ (@)

[P(My, < (2R — )7 + 2r) — Ya(z)| < e @ —1] (3.1

= Ofmax( [ra(s)l) 7 < 0,n — oo
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Beweis: Sei
Y+ 29(Tn), F € D(A)

un () =< M, F eD(®,) , (3.12)
(xR - 7n)x + TR, Fe D(d}a>

d. h. u,(z) = 4 +Bn fiir die A,, und B,, aus Kapitel 1. Es ist dann (in den entsprechenden
Bereichen fiir z) und mit G als A, ®, oder v,

ro(z) = n(l — F(uy(x))) + log G(x). (3.13)

Sei nun
To(z) = n(l — F(u,(x)) = rp(x) — log G(x). (3.14)

Wegen r,(z) — 0 und —log G(x)) > 0 ist fiir hinreichend grofies n 7,,(x) > 0 mit

lim 7,(z) = —log G(x),

n—~o0

so dass fiir diese n mit Lemma 3.1 folgt

0.6
<e @ _ pn < 1
0<e (1n(2)) < 5 2 (3.15)
also
[F™(un(2)) = G(z)| < [e7™@G(@)] + e — Fy(un(2))] (3.16)
0.6
< —rp(z) ]
< 2n_1—|—G(:c)|e 1
O
Wegen G(z) < 1 kann {ibrigens auch global
" 0.6
P n()) — G(a)] < 52+ 2ra0) (317)

fiir gentigend grofie n abgeschétzt werden (so dass 0 < r,(z)—log G(x) < min(2, v/2n — 1)
und z. B. |r,(2)] <1 gilt).

Beispiel 3.3 (Ezponentialverteilung)
Es sei
Fx)=1—e  fir >0 und \>0.

Bekanntlich gilt F' € D(A) mit

*° 1
g(t) = / e My = X (3.18)
¢
und .
ro(z) =n(l — F(y, + X)) — e =pe”WmtT) _ 7T — (3.19)
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fiir x > —logn. Also folgt

x logn 0.6
< —
[P(My < A A 2n—1

fiir x > —logn. Man beachte, dass fir x > 0 mit (3.1) auch gilt

)—e | < (3.20)

_ _p— T
e ree r logn

<|P(M, <=
2n < IP( _)\+ n

) - 6_67z|>

wir also die Konvergenzordnung mit O(+) exakt festgestellt haben.

Beispiel 3.4 (Normalverteilung)
Es sei F die Verteilungsfunktion der N(0,1)-Verteilung. Wir wissen schon, dass F €
D(A) und dass wir

72 = 2logn — loglogn — log 4w
wihlen kénnen. Weiter wdihlen wir g(t) = 1. Damit ergibt sich:

flom + - 2 —a? log1
cn(z) =n ( :;“) = 27" exp ( Lo ( °8 ogn)) e . (3.21)
Yo+ oo Vh T 2 logn

Nun gilt nach Abramowitz-Stegun (1984), Formel 26.2.12

11 1
(E - E) f(z) 1= F(2) < —f(a)
fiir
flx) = \/%e‘“"j”, z €R
Daher folgt

1 —x — e T
1-— m) cn() — e <rp(z) < cu(x) (3.22)

und damit fiir hinreichend grofie n

. 2 loglogn
ol = e (L (o (B )
( n

< e”

Damit erhalten wir

log 1
P, < 2 9,) - M) = 0 (CE ") (3.24)
n logn
fiirn — oo. Diese Konvergenzordnung ldsst sich noch zu 0(%) = 0(@) verbessern, wenn

man vy, so wdhlt, dass

Y 1
?" + log~y, = logn — §log27r
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wdhlt, wie man aus (3.23) schlieffen kann. Allerdings kann man auch zeigen, dass eine wei-
tergehende Verbesserung der Konvergenzordnung nicht erreicht werden kann, unabhdngig
davon, welche normalisierenden Konstanten man wdhlt.

Wie man sieht, kann die Konvergenzordnung fiir normalisierte Extrema sehr schlecht

werden (man vergleiche die Ordnung von @ einfach mit der Berey-Esseen-Schranke im

CLT von O(ﬁ)) Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir richtig skalierte Minima.
Eine andere Variante von Satz 3.2 werden wir spéater noch kennenlernen.

Bislang haben wir die Differenz

P(M, < -+ B.) - G(z)

n

lediglich punktweise abgeschétzt. Tatsédchlich liegt aber gleichméfiige Konvergenz gegen
die nicht-entartete Extremwertverteilung GG vor, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 3.5 Sei G eine beliebige stetige Verteilungsfunktion und (F),), eine Folge von Ver-
teilungsfunktionen, mit

lim F,(z) =G(z) VzeR.
Dann konvergiert (F,,) auch gleichmdfig gegen G, d. h. es gilt
sup |F,(x) — G(z)| = 0 fir n— oo. (3.25)
zeR

Beweis: Da G monoton ist und lim, ., G(z) = 0 und lim,_,., G(z) = 1 gilt, existiert
fiir jedes € > 0 ein M. > 0 mit

G(zr)<e und 1—-G(z)<e V|z|> M.. (3.26)
Auf [-M,, M,] ist G nun aber gleichméBig stetig, d. h. es existiert d., so dass
G(z) - Gy)| <e fir |z—y| <o

Wahle N, € N, so dass N, > Qé‘fg und partitioniere [—M., M,| in Intervale der Lénge N,
d. h. setzt man

2M.
r,=—-M.+— fir 0<kE<N,

N
sowie
(=00, —M.] k=0
A =1 [Th-1, 28] 1<k<N. ,
[M., 00) k=N.+1
so gilt

|IG(z) —G(y)|<e Vz,ye Ay Yk=0,1,...,N.+ 1.
Fir k=1,2,..., N sei nun NN; so gewahlt, dass

|F () — Gag)| < e und  |F,(vg—1) — G(zg—1)| < € (3.27)
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fiir n > nf, was moglich ist, da F,(x) — G(z) fir alle x € R. (3.27) gilt dann fiir
n > n. = max{ng, k < N.}
fiir alle k. Dies impliziert dann
|F.(z) — G(z)] < 2¢

firx € A,und k =0,1,..., N.+1. Dies ist aber die behauptete gleichméfige Konvergenz.
O

Ein Beispiel fiir eine solche gleichméfiige Konvergenz liefert Beispiel 3.3 (die Exponen-
tialverteilung). Etwa folgt aus (3.20), wobei nur noch das Konvergenzverhalten fiir 2 <
—logn zu untersuchen ist. In diesem Fall gilt aber

x logn

[P(M, < 5+ =) = e =t T < e =, (3.28)
so dass insgesamt folgt
x logn g 0.6
P(M, < — —e ¢ | < 2
itelgl( Syt Is5— (3.29)
fiir alle n € N.
Beispiel 3.6 (Gleichverteilung)
Es sei
0, =<0
Flz)y=¢ z, 0<z<1 .
1, x>1

Dies bedeutet insbesondere, dass xp =1 ist. Wir haben schon festgestellt dass F' € D (1)
mita =1 und%:l—%, so dass A, = n und B,, =1 und

ro(z) =n(l — F(eg + x(xr — 1)) +2 =0 (3.30)
fiir —m < x < 0 ist. Wegen

P(Mngngl):l:w(x) fir x>0

bleibt nur noch der Bereich x < —n zu untersuchen. Dort gilt

x
[P(Mn < — +1) —u(@)] = du(z) =" <™, (3.31)
so dass insgesamt analog zum Beispiel der Exponentialverteilung wieder folgt
x 0.6
P(M, < =+1)— < 3.32
iﬁﬁ‘ My < —+1) (@) < 53— (3.32)

fiir alle n € N.

Stellt man an die Verteilungsfunktion geniigende Glattheitsvoraussetzungen, so lassen
sich die Abschéatzungen verbessern. Darauf soll hier allerdings nicht weiter eingegangen
werden.
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4 Strukturelle Eigenschaften von Extrema
unabhingiger Zufallsvariablen: Rekorde

Dieses Kapitel soll sich mit Struktureigenschaften von Maxima (und Minima) befassen.
Darunter wollen wir die Fragestellung verstehen, wie die Teilfolgen der monoton wach-
senden Maxima (bzw. monoton falenden Minima) aussieht, bzw. zu welchen Zeitpunkten
sich die Werte der aktuellen Extrema &ndern.

Definition 4.1 Sei (X,,), eine Folge von iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Vertei-
lungsfunktion F'. Ferner sei xgr = +00 oder xgr ein Stetigkeitspunkt von F'. Die durch

UO = 1, Un+1 = ll’lf{]{? : Xk > XUn} (41)
Ly = ]_, Ln+1 = lIlf{k‘ X < XLn}

definierten Zufallsvariablen heiffen obere bzw. untere Rekordzeiten fiir die Mazxima (Mini-
ma) von (x,). Die durch

Ao=1, A,=U,—Uy_, (bzw. Ly~ Ly_)) (4.2)

definierten Zufallsvariablen heifsen Zwischenrekordzeiten. Die Zufallsvariablen (X,,) bzw.
(X1, heifien obere bzw. untere Rekorde von (X,).

Zunéchst iiberlegen wir, dass unter unseren Annahmen U, = 400 bzw. A, = 400 nur
mit Wahrscheinlichkeit 0 eintritt.

Lemma 4.2 Unter den Voraussetzungen von Definition 4.1 gilt

fiir alle n > 0.

Beweis: Wir fithren den Beweis per vollstdndiger Induktion. Fiir n = 0 ist nichts zu
zeigen. Es gelte also (4.3) fiir ein n > 0. Dann folgt

P(Upsy = +00) = P(U, = +00) + ip =kH)n [ {X; <X} (44)

< 3 P( ﬂ {X; < X)) =0,
da -
P(({X; < X1}) =0 (45)

j=2

gilt. Letzteres sieht man so: Sei € > 0, dann existiert ein z. < xg, so dass

0<P(X;>z.)=0<e. (4.6)
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Es folgt fiir jedes m > 2:

PN < X)) < P(X > o)+ B()(X, < 2.)) (@)
: < e+ Pl a,) i
< e+ (1—6)" 1,

da entweder X; > x. ist oder alle X; < z. sein miissen. Somit folgt
P(({X; < Xi}) = lim P(({X; < Xi}) <e. (4.8)
j=2 T =
Da ¢ > 0 beliebig gewahlt war, folgt
P(Un+1 = +OO) = 0

Die Behauptung fiir {L, } und {A,} zeigt man analog. O

Die {U,} bzw. {L,} stellen also die Zeitpunkte dar, zu denen sich der Wert des aktuel-
len Maximums bzw. Minimums der Folge (X}) dndert, die { Xy, } bzw. {X } sind die
zugehorigen Werte der Extrema. Offensichtlich besteht der folgende Zusammenhang;:

Mk:XUn fir U, <k<U,

bzw.
mg = XLn fiir L,<k< Ln+1.

Wir kénnen also aus den Folgen (U, Xy, ) bzw. (L, X1, ) die Folgen der (M,,) bzw. (m,,)
eindeutig rekonstruieren (und umgekehrt). Wir kiitmmern uns zunéchst um die Struktur
der (U,) und (L,). Zunéchst sind diese Folgen strukturell identisch. Dariiber hinaus sind
die Folgen strukturell unabhéngig von F', solange F' nur stetig ist. Ist ndmlich F' z. B.
streng monoton zwischen zp (= sup,{z : F/(z) = 0}) und z, so bleiben die Folgen der
(U,) und (L) die gleichen, wenn wir statt (X,), die Folge der Extrema der (F(X,)),
betrachten, welche nach vorhergehenden Uberlegungen R(0, 1)-verteilt ist.

Entsprechendes gilt (in Verteilung) auch fiir den allgemeinen stetigen Fall, da bei Stetigkeit
von F' sogenannte Bindungen, d. h. Paare j # k£ mit X; = X}, nur mit Wahrscheinlich-
keit 0 auftreten und damit die Werte von (X,,) und daher auch von (F(X,)) fast sicher
verschieden sind.

Die folgenden Resultate zeigen die Markovsche Struktur der Rekordzeiten:

Satz 4.3 Sei (X,,) eine Folge von iid Zufallsvariablen mit stetiger Verteilungsfunktion F.
Dann sind (U,) und (L,) homogene Markovketten mit
4 . J 4
PU,1 =klU,=7)=P(Lps1=k|L,=j)=——— 1< k 4.9
(Uns1 = K| J) =P(Lpt1 =K 7) =) j< (4.9)
und ]
PU, =k)=P(ly1=k)= —— 4.10
fir alle k > 2.
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Beweis: Nach den Eingangsiiberlegungen kénnen wir (X,,) als iid R(0, 1)-verteilt anneh-
men. Wir zeigen zunéchst (4.10). Fiir & > 2 gilt

P(Ul :]{3) = P(XQ,...’Xk_l < Xi <Xk) (411)
= ]P)({XQ, e >Xk—1} € Bk—l(Xl) N {Xl < Xk})

Hierbei ist

Bj(l'1> = {(QEQ, P ,.C(fj) - [O, 1]j_1 L X9, ... ,ZL’j S ZL’l} = [O,l’l]j_l.

1 T
k—1(T1
= / / deldmk

1
a /Ok:—ld P k(- 1)

Sei nun 1 < k; < ... < k,. Dann zeigt man per Induktion analog (mit ky = 1):

Also

= P((){Ui = k}) (4.13)

n—1

= P({(X2v s 7Xk1—1) S Bkl—l(Xl)} N m{(inH? s 7in+1—1)

=1

€ By ki1 (Xi,) N { Xk, < Xy }),

Tkn
= / / / . / dzy . ..dzrg _1dxy ... dxg, —1dog,
Brp—ky_1-1(Tky,) By, —1(z1)
kn—1 Thq
kn—k7 1 k —k —
_ / / -1 / g1 b / M2y day, . oy, day
0 0
ko—2
T T 2
o k?n kn =1 n—1 2 [I,’kl d d
= 2 1 Tk—1 - Loy,
0 0 1=

xkn k‘ 1
= ...= ~ dzy, ,dzy,
/0 o (ki = D(ks—1) .. (kp_y — 1) T 70F

i=1 0
1 = 1
- k_nil:[lki—l
koo 1 1
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Damit ist

n—1
k,_
P =kl (0= ) = i
i=1 niAtn

nur von Uy, , und Uy, abhéngig. Die (U,) bilden daher eine (homogene) Markovkette.
Die Ubergangswahrscheinlichkeiten haben wir berechnet. O

Der folgende Satz liefert eine zweite anschauliche Vorstellung fiir die Folgen {U,} und

{Ln}-

Satz 4.4 Unter den Voraussetzungen von Satz 4.2 definieren wir die Folge (1,,) durch

1, falls X, > M,_
In:{  Jalls ! (4.14)

0, sonst

(also I, =1 < Uy = n fir ein k) und I; = 1. Dann gilt: (I,), ist eine unabhdingige Folge
mat

(4.15)

fiir alle n € N.

Beweis: Fir 1 < ky < ... <k, sei

T =1, ko P \{k1, - R )
Dann ist

ﬁ{Ui =k} = m{Ikz =1}n m {1; =0} (4.16)

Jj€JIn

sowie

nﬁ{U,. =k} N {U, > ko) = {1, =0} ﬂﬁ{[ki — 130 () {L; =0} (4.17)

j€Jn

und daher mit (4.13)

P(l, =11, _,=...=L) =1,[; =0Yj € J,} (4.18)
= P(H{UZ = ki})
=1
1 = 1
Tk, 11 ki — 1
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sowie

P(Ikn :O,Ikn71 ::]kl :1,[]:OVJ - Jn} (419>
n—1
= P(({U; = ki} N {Uy > kn})
i=1
n—1
1 1
B H i — 1 Z m(m — 1)
i= m>kn
B ﬁ 1 3 < 11 )
kil \m—1)  m
I =
I
Also erhalten wir
Ply, =...=1y,.1=1,1;=0Vj€J,) (4.20)
n n—1 n
1 1 1 1
E(Hkl—ﬁgh—ﬁ 1175
Somit
Ly 1
_ ko lli=t T i
L= kil—l ki
unabhéngig von kq,...,k,_1. Da die kq, ..., k, aufsteigend aber beliebig waren, folgt die
Behauptung. O

Ein entsprechender Satz gilt natiirlich auch fiir Minima — man muss nur die I; anders
definieren.

Satz 4.4 erlaubt natiirlich sofort, Aussagen iiber die Anzahl S,, = _, Iy von Rekorden

in einer Folge von n iid Beobachtungen X, ..., X,,. Es ist namlich
1
ES, = —=logn+ C + o1 4.22
>~ los 1) (422)

fiir n — oo und
2

1
:logn+0—%+o(1). (4.23)

1
V=231

k=1

Dabei ist C' die Euler-Mascheroni-Konstante. Das Gesetz der grofien Zahlen und der
Zentrale Grenzwertsatz implizieren sofort:
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Satz 4.5 (Rényi) Unter den Voraussetzungen von Satz 4.3 gilt

, Sp, —logn /w 1 _p

lim P —— <z = ——e 2t 4.24

e ( Viogn ) oo V21 (424)
fiir x € R und

.S
lim
n—oo logn

=1 P-fs. (4.25)

Beweis: Dies sind Varianten des Zentralen Grenzwertsatzes bzw. des Gesetzes der grofien
Zahlen, bei dem man auf die identische Verteilung verzichtet. Entsprechende Varianten
finden sich beispielsweise in dem Buch von Bauer. Es ist eine Ubung nachzuweisen, dass
die Voraussetzungen fiir diese Sétze in unserer Situation erfiillt sind. O

Bemerkung 4.6 Die durch (4.24) gegebene Normalapproximation von S, kann asym-
ptotisch durch eine geeignete Poissonapproximation verbesert werden. Genauer gilt

a
inf P(S, < z) — ®(cx + u)| ~ ,
yeiih o SUP IP(Sh < @) = (07w + p)| ~ s

wenn n — oo geht. Dabei ist wieder ® die Verteilungsfunktion der N'(0,1)-Verteilung und
a=0,2784 ... die positive Losung der Gleichung

(4.26)

1+a+loga=0. (4.27)

Dagegen erhdlt man mit A, = p_; 1

Ak w2
sup |P(S, <x) — eI N 4.28
xeg‘ ( ) 0<;m k! 1242777 logn (4.28)
fiir n — oo. In (4.26) kann man dabei i = p,, 0® = o> mit
9 _ 2
fn = A+ 3“, o2 = )\n—%, neN (4.29)

wdhlen ohne die Asymptotik zu verletzen, d. h. die Konstanten sind asymptotisch optimal.

Man sieht also, dass die Geschwindigkeit der Normalapprozimation etwa O(\ﬂ;@) ist,

wdhrend man mit einer Poissonapprozimation O(@) erreichen kann (was auch noch
nicht furchtbar schnell ist).

Insgesamt sehen wir in Satz 4.5, dass bei iid Verteilung der Zufallsvariablen X; die Anzahl
der Rekorde nur wie logn wdchst, was im Widerspruch zu der Beobachtung zu stehen
scheint, dass Rekorde etwa im Sport hiufig gebrochen werden. Hierauf kommen wir noch
emnmal zuriick.

Durch kombinatorische Uberlequngen lisst sich auch die exakte Verteilung von S, berech-
nen (dies geht auf Arbeiten von Rényi (1966) und Knuth (1973) zuriick. Es gilt namlich

(S, = k) = B (1< k<), (4.30)



wobei (] die sogenannten Stirling-Zahlen sind. Diese sind definiert durch

n! <Z“;) - ﬁ(m )= i(—w—k m o 1 €R. (4.31)

1=0 k=1

Satz 4.4 kann auch zur Losung des sogenannten Sekretdrinnen-Problems herangezogen
werden. Hierbei hat ein Personalchef eine neue Sekretérin einzustellen. Unter den n Kan-
didatinnen will er natiirlich eine moglichst gute finden, hat aber das Problem, dass er jeder
Sekretéarin nach dem Gesprach mit ihr sagen muss, ob sie angenommen oder abgelehnt
ist. Aquivalent mochte man in einer Folge X, . .., X,, von iid Zufallsvariablen mit stetiger
Verteilungsfunktion F' ohne Riickgriffmoglichkeit den letzten Rekord bzw. dquivalent das
letzte der Iy,...,I, das 1 ist finden. Es hat sich gezeigt (und ldsst sich mit dem hier
gewihlten Zugang auch gut einsehen), dass die optimale Strategie fiir dieses Problem in
der Wahl eines Index ¢ € {1,...,n} besteht, derart, dass

=P Li=1|= sup [P Li=1]]=s 4.32
eor (L) (F(S51)) o

gilt und erst ab diesem Folgeglied eine Entscheidung zu treffen, d. h. ab diesem Index den
ersten neu auftretenden Rekord zu wihlen (bzw. das letzte Glied, falls ein solcher nicht
existiert). p. gibt auch die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass der so ausgewihlte Rekord
der einzig verbleibende ist und somit das Maximum der Folge liefert. Wegen

pi = P (Z I = 1) = SUP({I = 1} 1 (){L; = 0}) (4.33)

ik
"1 1
= EH(l_E)
k=d = i#k
j=d
B l—i_d_ln—ll
n n k:dk‘
(d— D3] = (n—1)4]
= = 1<d<
n nl(d—2)! sasn

lésst sich fiir kleine n das optimale n und die zugehorige Erfolgswahrscheinlichkeit leicht
berechnen.

n |1 2 3 4 5 6
c|1l loder2 2 2 3 3
pe | 1 1/2 4/9 5/112 13/330 77/180

Fiir grofle n gilt ndherungsweise

1
pd:glogﬁ—l—O(Ogn)
n d n
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gleichméBig in d € {1,2,...,n} mit

1 1 1
log — = =1 == 4.34
OIE;E{II ng e oge e’ ( 3 )
so dass fiir das optimale ¢ = ¢, gilt
n 1 . 1
im & => und  lim Pe, = —- (4.35)
n—oo M, (& n—oo (&

Also ¢, = | %] fiir grofie n mit einer asymptotischen Erfolgswahrscheinlichkeit von %

Gehen wir noch einmal zuriick auf Satz 4.5. Aus (4.25) dort ldsst sich direkt auf die
fast sichere Konvergenz von logU,, ableiten. Da ndmlich (U,,) streng monoton ist mit
lim,, .., U, = 400, ergibt eine Teilfolgeniiberlegung

lim +1
im
n—oo log U,

=1 Pfs, (4.36)
da stets Sy, = n + 1 P-f.s. gilt. In anderer Schreibweise

1
lim —loglU, =1 P-fs. (4.37)

n—oo M

Wir wollen in der Folge untersuchen, ob diese Teilfolgeniibertragung auch in (4.24) moglich

wére. Dies wiirde wegen
lim T\/log U,=1 P-ts.

nach (4.36) und der Symmetrie der Normalverteilung (formal) zu

. logU, — n 1 /x 2
lmP | =" —<z)=—0 e V2t 4.38
noo ( Voo ) Vor J oo (439

fithren. Wir werden sogar ein stiarkeres Resultat zeigen:

Satz 4.7 Es existiert eine Folge von iid exponentialverteilten Zufallsvariablen (Y,,) mit
Erwartungswert 1 sowie Zufallsvariablen Z, > 0 mit sup EZ, <1, so dass

logUp = Zy+ Y Yi+o(l) P-fs. (4.39)
k=1
logA, =logU, — Y, +0(1) P-fs., (4.40)
wobei
Y= —log(l —exp(—Y,)) (4.41)

wieder eine Folge von iid FExp(1)-verteilten Zufallsvariablen spendiert. Ferner gilt mit
|z|=—|—=x], z € R:

J UTL—l—l

Un

d. h. die Folge | = Uil | st unabhingig und identisch verteilt wie Uy (vgl. (4.11)). Dies alles

ist natirlich nur moglzch wenn die (Y;) auf dem gleichen Raum definiert sind wie die
(Xi).

|=Je™ | fiir alle n >0, (4.42)
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Beweis: Sei (V,,), eine Folge unabhingiger R (0, 1)-verteilter Zufallsvariablen, die auf
dem gleichen Raum definiert sind wie die (X,) und unabhéngig von diesen sind. Nach
(4.10) folgt

[e.9]

J J

( +1 > | ]) Z Z(Z — 1) Lk ( )
i=k+1
fir 1 < j < k. Dann lésst sich zeigen, dass die durch
Viri =1 —=Wyp)— + W, = 1+ — f 11 >0
1= +1)Un+1 + AT =1 T < + Uy — ) ur alle n

(4.44)
gegebene Folge wieder aus unabhéngigen R(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen besteht. Dies
ist die Ubung. Damit ergibt aber

Y,=—logV, firalle neN (4.45)
die gewiinschte Folge. Es ist ndmlich nach (4.44)
Wy
Y1 = log Upyq — log U, —log (1 4+ —2F1— (4.46)
Un+1 -1
fiir alle n > 0, so dass sich nach Summation wegen log Uy = 0 ergibt
> Vi=loglU, —» log |1+ =logU, — Zn, n € N. (4.47)
U, —1
k=1 k=1
Hierbei ist
0< Zy= log (14— ) <2) —E <2 WS, (4.48)
k=1 Up =1 k=1 F k=1

nach (4.46) P-f.s., wobei

k
Sk = exp (— ZY,) , kel (4.49)
i=1

Fur

[e’¢) Wk
Z::supZn:Zlog<1+ )
n i1 Uk - 1

ergibt sich nun nach dem Satz von der monotonen Konvergenz

EZ = lim E[Z,)] (4.50)

n—oo

< 2 g E[W,]E {ULJ

> E(SK)

k=1

= i EeYi

IA

=
Il
—_
<.
I
—_



wegen Ee™¥ = EV; =1 Vi€ N (man beachte, dass nach Voraussetzung W, und (X,,),
also auch Wy und Uy, unabhéngig sind). Wegen lim,, .. Z, = Z P-f.s. ergibt sich (4.39).
Zum Beweis von (4.40) benotigen wir noch

lim n*(1—V,) =occ P-fs. (4.51)

Dies erhalten wir mittels einer Anwendung des Borel-Cantelli-Lemmas, denn es gilt fiir
allec>1
o0 o c
Y P(1-V,) <)<y —5 <00, (4.52)
n=1 n=1
also P(limsupn?(1 —V,,) < ¢) = 0 fiir alle ¢ > 0. Aus (4.37) folgt schlieSlich noch
.Uy
nh—>r20 5 = P-f.s. (4.53)
und damit auch
lim (1 -V,)U, =00 P-fs. (4.54)
Aus (4.44) erhédlt man nun
AV Uni1 Y, Whi
Un Un ‘ - Un—l—l -1 ( )
w,
= eYnH 1— e_Yn+1 <1 + n+1 )
( ) (1 - Vn—i—l)(Un—i-l - 1)
= (1 —e ) (1+0(1) P-fs.
fiir n — oo nach (4.52). Durch Logarithmieren ergibt sich
-Y ., +o(l) P-fs. (4.56)

log Apy = log Uy, + Yoy — Yy +0(1) =log Unya

fiir n — oo mit
P(Y)>z)=P(1l—e M <e ™) =¢"

fir x > 0. Damit sind (4.39) und (4.40) bewiesen. Die Giiltigkeit von (4.42) ergibt sich

nun aus (4.45) vermoge
Un WoriUnia fir n >0, (4.57)

Upir — Upe¥ntt = U,y — =
i i Vartr Wit +Upqr — 1

was wegen U, > 2 zu
Y, Un "
Ups1 =] Upe’ ™t [ =] | fir n>0 (4.58)
Vn—i—l

fithrt. Dies impliziert (4.43).

Eine Konsequenz aus Satz 4.7 ist:
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Satz 4.8 FEs qilt

1 1 1
lim —logU, = lim —log L, = lim —logA, =1 P-fs. (4.59)
n—oo N n—oo 1, n—oo 1,
und
lim P log Un = § x| = lim P log L —n <z (4.60)
Nn—00 \/ﬁ n—00 \/ﬁ

| /\

)
[

Beweis: Mit den Bezeichnungen von Satz 4.7 gilt

§

— lmP (k’g Bn — x)
1

ebenso wie

=0 P-fs., (4.61)

da wieder mit dem Borel-Cantelli-Lemma folgt

Y PY;>evn) =) eV < +oo (4.62)
n=1 n=1

fir jedes € > 0, also P(limsup{Y,” > ey/n}) = 0 fiir alle € > 0. Die Aussagen des Satzes

ergeben sich somit aus dem Gesetz der groflen Zahlen und dem Zentralen Grenzwertsatz
fiir die Folge (Y;,). O

Bemerkenswert an der Aussage des letzten Satzes ist, dass sich das Wachstumsverhalten
von (log A,,) praktisch nicht von der Folge (log U,,) (bzw. (log L,)) unterscheidet, obwohl
nach (4.2) U, mit > ;_, A identisch ist. Dies wird auch noch einmal im folgenden Satz
anders beleuchtet.

Satz 4.9 FEs qilt
ElogU, =n+1—-C+o(1)

ir m — 00 4.63
VlogUn:n+1—%2+o(1) fi -~ (4.63)

Elog A, =n—C+o0(1)

5 n — 00. 4.64
V(log A,) =n+ % +o(1) (4.64)

Einen Beweis dieses Satzes geben wir nicht. Wir werden zunéchst weitere strukturelle
Eigenschaften von Rekorden bereitstellen. Wir beginnen mit
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Satz 4.10 Unter den Voraussetzungen von Definition 4.1 gilt

a) (Un, Xy,) und (Xy,) sind homogene Markovketten mit den Ubergangswahrschein-
lichkeiten

P(Upi1 = k, Xv,., > y|Un = j, Xy, = x) = F*77H(2)(1 - F(y)) (4.65)

Jirn>0,1<j<k, xp <z <y,

1—-F(y)
P(X, Xy =12) = ——~ 4.
( U7L+1 > y| Un .:C) 1 _ F(:C) ( 66)
firn>0, <y, v<xp.
b) Die Folge (A,,) ist bedingt unabhingig unter (X, ); es gilt
P(({A; = kHXv, ., = 21, ., Xuy = 20) (4.67)
j=1
= H]P)(A] = kj|XUj,1 = l’j_l)
j=1
= JIF ) (1= F(z;0))]
j=1
firneN, zp <zog<x1...<2Hh_1 < TR, k1,...,k, €N, d. h. die A; sind bedingt
geometrisch verteilt unter XUj,l-
Beweis: Die (U,) sind Stoppzeiten bzgl. der (X,,); es ist namlich
{Ul = n} = {Xg, . 7Xn—1 <X < Xn} fir n>2 (468)
und
{Uk—l—l = n} = {XUk+17 . 7XUk+n—1 < XUk < XUk—I—TL}’ (469)

woraus die Markov-Vertréglichkeit folgt.

Die Markov-Eigenschaft folgt nun aus allgemeinen Satzen iiber Markov-Ketten, z. B. Satz
Al.4 und Lemma A1.5 in Pfeifer “Einfiithrung in die Extremwertstatistik”. Man berechnet

P(Up1 =k, Xu,,,, > y|U, = j, Xv, = z) (4.70)
= P(X;11,..., Xp1 <2y < Xp) = FF974a) (1 — F(y))

firn>0 1<j<k, ry <z <y. AuBerdem

]P)(XUnH > y|XUn = [L’) = Z ]P)(Un-i-l = k’ XUn+1 > y|Un = ja XUn = [L’) (471)
k=j+1
- _1-F(y)

= Y F i (x)(1-F(y) = 1= F(z)

i=1
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fir x <y, © < xp,
B(Ani1 = k[ Xp, = 7) = P(Unar = k+ j|U = j, X, = 2) = F*1(a)(1 = F(z) (4.72)

fir xp <z < xg, k€N, O

Satz 4.10 zeigt also, dass es sich bei ((U,, Xy,)) um ein bedingtes Wartezeitproblem
handelt.

Es lassen sich noch viele weitergehende Eigenschaften von Rekorden untersuchen. Wir
wollen dies hier nicht tun und verweisen auf das Buch von Pfeifer.

Es hat auch nicht an Versuchen gefehlt, die obige Modellbildung mathematischer Rekro-
de auf den Bereich des Sports zu iibertragen. Das in den Sétzen 4.4 und 4.5 angedeutete
Phénomen der relativen Seltenheit neuer Rekorde schein im Widerspruch zu unserer Er-
fahrung mit Rekorden im Sport zu stehen. Man hat daher versucht, das relativ hiufige
Brechen alter Rekorde im Sport durch andere Phénomene zu erklédren. Ein Erklarungsver-
such stammt von Yang (1975), der dieses Phdnomen auf das geometrische Anwachsen der
Weltbevolkerung zuriickfithren mochte. Statt iid Zufallsvariablen betrachtet er die Folge
(X,), die durch

(X)) 2 (max(Zo1, . ., Zyay),
wobei die {Z,; : 1 < j < a,} stochastisch unabhéngige, identisch verteilte Zufallsva-
riablen sind, die eine stetige Verteilungsfunktion F' besitzen und «, geometrisch wéchst,
d. h.

Qp = P‘n_l]

fiir eine Wachstumsrate A > 1. Definiert man (U,,) und (A,,) wie oben, so ergibt sich

Satz 4.11 (Yang)
Unter den obigen Annahmen gilt

lim P(A, =k) = (A — 1))\—k = p(1 _p)k—l

n—oo
mat

Da sich die Weltbevélkerung seit dem Jahr 1900 etwa alle 36 Jahre verdoppelt hat, ein
olympischer Zyklus 4 Jahre betrdgt, muss, wenn wir nur olympische Spiele betrachten,

MN=2 dh AX=1,08

gelten. Somit

1
lim EA, = - = L = 13,5 Jahre.
n—oo p A—1

Tatséchlich gilt aber eher EA,, & 1 fiir den 100-Meter-Lauf, EA,, ~ 2,4 fiir den Marathon
und EA,, =~ 2,6 fiir den Weitsprung.
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5 Extrema stationirer Prozesse

Die natiirliche Verallgemeinerung von iid Folgen von Zufallsvariablen sind stationére Fol-
gen, wie wir die beim Birkhoffschen Ergodensatz kennengelernt haben. Wir erinnern:

Definition 5.1 (X,,) heifit eine stationdre Folge von Zufallsvariablen, wenn

P(Xlr"’Xk) 2 IP(X”7"'7Xn+k)

fiir jedes n € N und k € N gilt.

Es ist klar, dass Stationaritdt nicht die einzige Bedingung darstellen kann, um das Extre-
malverhalten einer zufélligen Folge zu studieren. Beispielsweise ist ja auch jede konstante
Folge X; = X fiir alle i« € N stationédr und deren Extremalverhalten hingt allein von dem
Verhalten von X ab (fiir das man alles wahlen kann). Die Frage soll sein, welchen Einfluss
die nun moglichen Korrelationen auf das Extremalverhalten der Folge hat und eine nahe-
liegende Vermutung ist, dass eine sehr schwache Abhéngigkeit das Extremwertverhalten
iiberhaupt nicht d&ndert. Die meisten Arbeiten iiber die Extremwerttheorie abhéngiger Se-
quenzen beschéftigen sich mit einem solchen Ansatz. Der praktische Zweck dieser Ubung
liegt darin, dass es oftmals sehr miithsam sein kann, die echte Abhéngigkeitsstruktur einer
Folge zu ermitteln. Wenn man also ein Resultat zeigen kann, dass diese Struktur auch
unwichtig ist, solange sie nur nicht zu stark ist, ist man aus dem Schneider.

Um beispielsweise konstante Folgen etc. auszuschliefen, klassifiziert man die Abhéngig-
keitsstruktur mittels sogenannter Mischungseigenschaften.

Definition 5.2 FEine stationdre Folge erfiillt die Mischungsbedingung D, falls es eine fal-
lende Folge g(1) | 0 gibt, so dass fiir alle p,q € N, i < ... <, und j; < ... < j,, so dass
J1 —iq > U ist und fir alle w € R gilt

‘]P)[le §u,...,XZ-p SU,XJ'I SU,...,X]‘q S u] (51)
- PIX;, <wu,... X, <ul-PX;, <w,..., X <l <g(l).

Eine etwas schwichere Bedingung richtet sich nur an ein gegebenes extremes Niveau.
Definition 5.3 Eine stationdre Folge von Zufallsvariablen (X;) erfillt die Mischungs-
bedingung D(uy,) fir eine Folge uy,, falls es eine Folge () gibt, die fir ein l,, = o(n),

ang, 10 n— o0,

erfillt, so dass fir alle p,q € N, 11 < ... <1, und j; < ... < j, gibt, so dass j1 —iq > 1
und fir alle n € N

PIXG, S tnyo o, Xy < Uy Xy S Uy, X, < Uy (5.2)

Jg —
— P[le S un,...,XZ-p S Un] 'P[le S un,...,qu S un]| S Qn g
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Wichtig ist, dass sowohl bei D als auch D(u,) der Abfall der Differenz nur von [, dem
Abstand von j, zu ¢, abhéngt, aber nicht von der Anzahl der beteiligten Variablen. Das ist
wichtig, weil eine zentrale Idee sein wird, einen kleinen Anteil der Variablen wegzulassen
und zu hoffen, dass diese “hinreichend unabhéngig” sind. Eine dhnliche Idee benutzt man,
wenn man fiir hinreichend stark mischende Folgen eine CLT zeigen mochte. Diese Strategie
wird durch das folgende Lemma vorbereitet.

Lemma 5.4 FEine stationdre Folge von Zufallsvariablen erfille Bedingung D(u,). Es sei
Ey, ..., E, eine endliche Familie disjunkter Teilmengen von {1,... n}. Sei

M(FE) := max X;.
i€E

Falls

fur alle 1 <4,5 <r, i# j, gilt, so folgt

P (ﬂ M(E;) < un> HIP ) < )| < (r = D (5.3)

Beweis: Wir beweisen das Lemma per Induktion. Nach Voraussetzung gilt (5.3) fiir r = 2.
Nun schliefen wir von r — 1 auf r: Es ist namlich

[ﬂ{M ) <upy N {M(E, <un}] [ﬂ{M <un}] PU{M(E,) < un}]| < ang

und nach Induktionsvoraussetzung

Also mit Hilfe der Dreiecksungleichung:

P ﬂ{M ) Sunt| — [[PIM(E) < un)

IN
=

+ P ﬂ{M ) <un}l| -

< amk —i— (7“ —2)an i = (r — 1), k.

Als erste Konsequenz erhalten wir:
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Satz 5.5 Sei (X, ), eine stationdre Folge von Zufallsvariablen. Wenn es Folgen (A,), A, >
0 und (B,,) gibt, so dass fir M, = maxi<;<, X; gilt,

PlA, (M, — B,) < z] — G(z)
fir alle x € C(QG) fiir eine nicht-entartete Verteilungsfunktion G, und die Folge die Be-

dingung D(A 'z + B,,) fiir alle x € R erfillt, dann ist G vom Typ der Gumbel-, Weibull-
oder Fréchet-Verteilung.

Beweis: Die Hauptidee ist es zu zeigen, dass G max-stabil ist. Dazu zeigen wir, dass fiir
jedes k € N gilt:

P[A,, (M, — B,,) < 2] — GY*(x) (5.4)
fir alle z € C(G). Dies aber heifit, dass wir
P(My, < — + Bok) — (B[M, < - — B)* — 0
Ank Ank

zeigen miissen. Dies bringt Lemma 5.4 in Anschlag. Der naive Ansatz wére es, die k-n X;’s
in k Stiicke der Lénge n zu unterteilen. Das Problem ist, dass dann der notwendige
Abstand, der in den Voraussetzungen von Lemma 5.4 gefordert wird, zwischen den Indizes
nicht vorhanden ist. Der Trick ist, dass wir aus jedem Stiick ein Ende der Lénge fortlassen,
so dass wir die k Blocke

IL:={nl+1,....,nl+ (n—m)},
[ =1,...,k erhalten. Die restlichen Intervalle berechnen wir mit I;:
II'={nl+n—m+1,...,nl+n—1}.
Dann gilt mit

X
- Bn = Up
A + Dpk =: Unk

- P < unk] .
Nun gilt
P | (ML) < un} N ﬂ{M ) < unk] —P [ﬂ M(I;) < unk] (5.6)
:2:1 i=1
= P ﬂ{M( < Upp} N ﬂ{M ) > unk}]




Wir erwarten, dass dies klar wird, denn in diesem Falle wire das Maximum der iid Zu-
fallsvariablen iiber die grofie Menge I; kleiner als das iiber die kleine Menge I;. Wir wollen
dies mit Hilfe der Bedingung D(u,,) nachweisen. Wir stellen zunéchst fest, dass wir fiir
jedes r € N mit
n—2m
2

Intervalle Ey, ..., E, < I;,so dass |E;| = mund d.st (E;, E;) > m sowie d ist (E;, I]) > m.
Der Punkt ist, dass jedes der E; so grof ist wie I] und wir daher auf jedem E! die gleiche
Wahrscheinlichkeit haben wie auf 17, die Schwelle w,,;, zu iibertreffen. Mithilfe von Lemma
5.4 bekommen wir:

r <

PIM(L) < upe < M(I})] <P [h{M(Ej) < unr} N {M(I7) > unk}] (5.7)

P [ﬂ M(E)) < uk] ~P [ﬁ{M(Ej) < un} N{M(L) < unk}]

PIM(E)) < upi]” — P[M(E}) < tni] ™ + 70k

IN

S -+ TOnk,m-
r
Hierbei haben wir in der letzten Zeile die Ungleichung

1
0<p'(l-p)<— Vpe[0]]

verwendet. Um den ersten Term in (5.5) zu verarzten, benutzen wir abermals Lemma 5.4:

k
P [ﬂ M(I) < uk] — P[My (1) < tni]¥] < ktgm.
=1

Mit dem gleichen Argument wie in (5.2) erhalten wir
IPIM(I; U L) < upg] — PIM (1) < upg)] < % + T m-
Dies ergibt (nach ein wenig rechnen)
P{Min < ) = (P{Ma < )] < 260 + Dotk + )

Wahlen wir nun
rdm<n mit r— oo

und
TOknm — 0.

Dies ist moglich, da gy, ,, — 0 geht. O

Wenn wir nun die vollstéindige Ubertragung der iid Sitze auf den abhéngigen Fall angehen,
stellt sich heraus, dass die Bedingung D(u,) nicht ausreicht. Wir definieren:
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Definition 5.6 Sei (X,,) eine stationdre Folge von Zufallsvariablen und (u,) eine Folge
in R. Wir sagen, dass (X,,) der Bedingung D'(u,) geniigt, falls

[n/k]
]}Lrgo li;r:solipn z; PIXy > uy, X; > u,| = 0. (5.8)
]:

Satz 5.7 Es sei (X,,) eine stationdre Folge von Zufallsvariablen und (u,) eine Folge, so
dass (X,,) die Bedingung D(u,,) und D'(u,,) erfillt. Dann gilt fiir jedes endliche 0 < T < 00

lim P[M,, <u,)=¢e" (5.9)
genau dann, wenn
lim n-PX; > u,) =7 (5.10)

gilt.

Beweis: Sei n/ = [#]. Wir beginnen mit (5.10) = (5.9): Im Beweis von Satz 5.5 haben
wir gesehen, dass bei Giiltigkeit von D(u,,)

P[M, < up] ~ [P(M, < uy)]*. (5.11)
Somit folgt (5.9), wenn wir
P[M,y < uy] ~ (1 — %)

zeigen konnen. Dies folgt, da
PM,y <up| =1—P[My > u,]

und
!
/

PIM,y > u,] < ZIP’[Xi > u,] = QnIP’[X,- > u,] — %
n
i=1

wenn n — 00,

einerseits. Umgekehrt bekommt man mit dem Einschluss-Ausschluss-Prinzip auch

’ /

P[My > ] > PIX; > ] = > PIX; >, X > ).

i=1 i<j
Wir zeigen, dass der 2. Summand vernachldssigbar ist. Hierfiir benotigen wir D'(u,,):

’ ’

S PIXG >, X > u] <0 Y O PXG > u, X > u,).

i<j =2

Dies konvergiert gegen 0, wenn wir erst n — oo und dann &k — oo schicken. Somit folgt
(5.9).

Fiir die andere Richtung bemerken wir, dass aus (5.9) zusammen mit (5.11)

1 —P[My <up)~1—e/k
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folgt. Nun haben wir im vorhergehenden Schritt gerade gesehen, dass unter der Giiltigkeit

von D'(uy,)
1 =P[My <uy] ~n'(1— F(uy,))

gilt und somit
n'(1— F(up)) ~ k™ 'n(l — Flu,)) ~ 1 —e /",

Schicken wir £ gegen oo, so erhalten wir

n(l — F(u,)) — 7.

Wir bereiten nun unsere niachsten Resultate vor:

Lemma 5.8 FEs sei (X,,) eine stationdre Folge von Zufallsvariablen und F sei Vertei-
lungsfunktion von X,. Weiter seien (uy), und (v,) Folgen reeller Zahlen mit. Falls

lim n(F(u,) — F(v,)) =0

qgilt, so folgt
(i) Falls fiir jedes n I, Intervalle der Lange v, = O(n) sind, so gilt

P[M(L,) < un] — P(M(I,)) < v,] — 0.

(i1) Die Bedingungen D(u,) und D(v,) sind dquivalent.

Beweis: Wir setzen

Wiéhlt man fir m = v,, so folgt (i) sofort.
Fiir (ii) nehmen wir an, dass D(u,,) gilt. Setze
U="1,...,% und J=71,...,7,
mit
i1 <ig<...<ip<Jp...<j, und |51 —i, > L
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Dann folgt
| oy (un) — Fr (un) Fy (un)| < vy

Aber

| Fr7 (vn) — Fr (vn) 5 (vn)]
< |Fiy(ve) = Foy(un)| + F (un)[F5 (vn) — F (u)]
+F5 (0n) | Fi (un) — Fr (0n)| + [Fr(un) — Fr (un) Fy (un)|.

Alle diese Terme konvergieren voraussetzungsgemafl gegen 0, wenn n — oo und dann
[ — oo konvergieren. Also folgt D(v,,). O

Lemma 5.9 Sei u,, eine Folge, so dass
n(l— F(u,)) =7

gilt. Sei vy, := un) fir ein ¥ > 0. Dann gilt:

(i) n(1 — F(v,)) — O7.
(i1) Falls 9 <1 gilt, dann impliziert D(u,) auch D(v,).
(111) Falls ¥ <1 gilt, dann impliziert D'(u,) auch D'(v,).

() Falls fir w, gilt
n(l—Flw,)) =7 <7,

dann folgt aus D(u,) auch D(w,,).

Beweis:

(i) Es gilt
n o
n(l—F(v,)) = n(l — F(upz)) = ] [5] (1 = F(uz)) — 7.
9
(ii) Mit 7 und 7 wie im letzten Beweis folgt
[Fig (wn) = e (on) Fy ()] = ey (uy)) = Fr (uy)) B () 1 < e
Also folgt D(vy,).

(iii) Falls 9 <1 gilt, folgt

[n/k] [12]/%)
n n
ng P[X1 > vy, Xi > v,] < @] [5} ; P[X1 > wz), Xi > upz] — 0.
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(iv) Sei 7" = 9¥7. Nach (ii) gilt D(v,) und nach (i)
n(l— F(v,)) — 97 =7

Nach (ii) aus Lemma 5.8 folgt D(w,,).

Nun folgt unmittelbar:

Satz 5.10 FEs seien (u,) und (v,) Folgen reeller Zahlen, so dass
n(l— F(u,)) =7 und n(l—F(v,)) — 07

fiir ein ¥ > 0 gilt. Es gelte D(v,) und D'(v,). Dann folgt fiir Intervalle I,, mit |I,| =[]

lim P[M(1,) < up] =e™". (5.15)
Beweis: Der Beweis ist eine Ubung. O

Da wir im Teil iiber iid Variablen gesehen haben, dass sich das Verhalten von M,, eindeutig
durch das Verhalten von n(1 — F'(u,)) beschreiben lédsst, besagen die letzten Sétze also,
dass wir unter geeigneten Bedingungen (nédmlich der Giltigkeit von D(u,) und D’(u,))
die Extrema stationérer Folgen so verhalten wie die Extrema unabhéngiger, identisch ver-
teilter Folgen. Natiirlich stellt sich sofort die Frage, was geschieht, wenn diese Bedingung
nicht erfiillt ist. Der folgende Satz beschreibt zumindest, was wir allein aus D(u,) folgern
kénnen.

Satz 5.11 Angenommen, fir alle T > 0 gibt es u,(7), dergestalt, dass

n(l — F(u,(r)) — 7

und dass die stationdre Folge (X,,) fir alle 7 > 0 D(un(T)) gentigt. Dann gibt es 0 < 9 <
¥ <1, so dass

limsup P[M,, < u,(7)]) = e™V7 (5.16)
und
lim inf P[M,, < u,(7)] = e, (5.17)

Falls fiir ein 7 die Folge P[M,, < u,(7)] konvergiert, dann gilt ' = 9.

Beweis: Wir haben gesehen, dass unter D(u,,)
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gilt. Somit folgt aus
lim sup P[M,, < u,(7)] = £(7),
dass auch
lim sup P[M, /i) < un(7)] = kE (7)-

Natiirlich gilt auch

) T T
Lim sup P[Min/a < tpnm ()] = £(2)-
Koénnen wir also zeigen, dass
. T .
lim sup P[ M k) < u[n/k}(%)] = lim sup P[Mp, /) < un(7)], (5.18)

n—oo

so folgt
K*(7/k) = k(7) firalle 7 und k.

Dies wird eindeutig durch (k(7) = e~?" fiir ein ¥ > 0 geldst. Um nun (5.18) zu zeigen sei
o.B.d.A.

/b (T/K) 2 Un(7)-
Dann gilt

P Mpsmy < iy (7/5)] — P[Mppjn) < un(7)]]
< | 1P o (7/8)) = F ()

_ [/E| n
= Sl [n/K)(1 = F (g (T/k)) — n(1 = F(un(7)))
_ [Hnﬂ\k(r//ﬁ) 74 o(1)) — 0.

Somit folgt die Behauptung fiir den limsup. Fiir liminf beweist man die Behauptung
analog, wobei der Wert fiir ¢ moglicherweise verschieden ist von dem Wert ). Natiirlich
stimmen 9 und ¢ {iberein, wenn fiir ein 7 der limsup und der liminf der betrachteten
Folge die gleichen sind. O

Definition 5.12 Fualls fiir eine stationdre Folge von Zufallsvariablen (X,,) und alle T > 0
eine Folge u, () existiert, so dass

u(l = F(u,(r))) — 7 und
P(M, < un(1)) — e 97 firen 0<9<1

gilt, sagen wir, dass die Folge (X,,) den extremalen Index 9 hat.

Der extremale Index kann als ein Maf§ fiir den Grad der Abhéngigkeit beim Maximum
gesehen werden. Man kann eine etwas andere Version von Satz 5.10 beweisen, bei dem der
Aspekt eines Vergleichs mit iid Zufallsvariablen starker zum tragen kommt. Dafiir sei (X,)
eine stationdre Folge von Zufallsvariablen und F' sei die Verteilungsfunktion von X;. Mit
(X,) bezeichnen wir eine iid-Folge mit (Marginal-) Verteiungsfunktion F. Die Maxima
von (X,,) bzw. (X,,) nennen wir M, bzw. (M,). Dann gilt
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Satz 5.13 Sei (X,,) eine stationdre Folge mit extremalem Index ¥ < 1. Weiter sei (u,)
eine Folge und 0 < p < 1. Dann gilt:

(i) Falls 9 > 0 ist und P[M, < v,] — p, so folgt

P[M, < v,] — p’.

(i1) Falls 9 =0 ist, so gilt:

a) Falls liminf, IP’[Mn < wy,) >0 ist, so gilt
P[M, <wv,] — L
b) Falls limsup,,_,.. P[M, <v,] <1, so folgt

P(M, < v,) — 0.

n—oo

Bewelis:

(i)

Sei 7 > 0, so dass e™7 < p gilt. Dann gilt
P[M, < u,(7)] — e ™ und P[M, <wv,] — p
und p > e~7. Daher gilt fiir hinreichend grofies n w,(7) < vn und daher folgt

liminf P[M,, <wv,] > lim P[M, < u,(7)]

n—oo n—oo

N 6—797"

Da dies fiir alle e > p gilt, folgt

liminf P[M,, < v,] > 0.

n—~o0

Ahnlich zeigt man
lim sup P[M,, < v,] < p”,

n—oo
was zusammen (i) ergibt.

Da ¢ = 0 ist, folgt
P[M, < up(1)] — 1 furalle 7>0.

Falls )
liminf P[M,, <wv,]=p>0

n—oo

und p > e 7, dann iglt v, > u,(7) fiir alle hinreichend grofie n und daher

liminf P[M,, < v,| > liminf P[M,, < u,(7)] = 1.

n—oo n—oo

Damit folgt a).
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Andererseits gilt
limsup P[M,, <v,] < 1,

n—oo

wahrend fiir alle 7 < 0o
PM,, < u,(1)] — 1

gilt. Dann gilt fir alle 7 > 0 und fiir schlieBlich alle n v,, < u,(7), und somit

lim sup P[M,, < v,] < lim P[M, < u,(7)] = e .

n—oo n—oo

Schickt man 7 — o0, so ergibt sich b).

Aus den vorhergehenden Sétzen folgt:

e Falls der extremale Index 9 der Folge (X,,) echt grofler ist als 0, so hat M, ecine
nicht-entartete Limesverteilung genau dann, wenn M, eine solche hat. Die Limesver-
teilungen sind in diesem Fall dieselben und man kann die gleichen Konstantenfolgen
benutzen, um M, bzw. Mn ZUu normieren.

e Falls der extremale Index ¥ = 0 ist, so kénnen M, und Mn nicht mit denselben
Konstantenfolgen gegen einen nicht-entarteten Limes konvergieren.

Ein Beispiel fiir eine stationdre Folge (X)) mit extremalem Index kleiner als 1 ist die
autoregressive Folge &,, die wir als

Snt | En (5.20)
T T

gn:

definieren. Hierbei ist » > 2, r € N und die ¢, sind iid-Variablen, die auf {0,...,r — 1}
Laplace-verteilt sind und unabhéngig von den {¢,} sind, insbesondere sind ¢,, und &, ;
unabhéngig.

Falls &, gleichmiBig auf [0, 1] verteilt ist, dann auch &, (das ist eine Ubung) fiir alle n > 0.
Also gilt mit u,(7) =17
nlP&, > u, (7)) = 7.

Es gilt

Satz 5.14 Fiir die oben definierte Folge der (&) gilt fir jedes x € R

r—1

P[M, <1-— %] s exp(— ). (5.21)

Der Beweis beruht auf dem folgenden technischen Lemma:
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Lemma 5.15 In der Situation von Satz 5.1/ sei m so, dass 1 > me Dann gilt

1)y —
p[Mmgl_f]zl_wx.
n n

(5.22)

Beweis: Der Beweis benutzt die rekursive Definition der Zufallsvariablen &,. Es gilt:

n n n
= P[Mp 1oL I
n r r n
= IP)[]\4m—1 Sl_gugm—l Sr—gm—ﬁ]
n n

PM,—1 <1-— £7§m—1 <r—e-— ﬁ]
n n

N

I
o

Nun sei * < 1. Dann gilt fir allee <r —2

rT rT
r—e——2>2—-—>1
n n

und daher, da

i
gm—l S Mm—l S 1— Ev

gilt fiir all diese ¢ trivialerweise

gm—l S r—e— ﬁ
n
Also gilt fiir diese x
—1 1
P[My <1-2)="""P[My1 <1— 2]+ -P[Mp1 <1— = &nr <1— 2] (5.24)
n r n T n n

Ebenso sehen wir, dass fiir ¢ > 1 mit % < 1 folgt

r'x

P[My <16 <1 7] (5.25)
n n
-1 1 i+1
= L PM, < 1= PM,, <126, <12,
r nooor n n
Setzen wir also ,
Ami =P[M, <1-2 ¢, <1-"1],
n n
bekommen wir die Rekursion
-1 1
Api = L " Ap_10+ ;Am—l,i+1- (5.26)

Wenn wir diese Rekursion k-mal iterien, bekommen wir fiir A,, ¢ eine Losung der Gestalt

k
Amo =Y ChiAmi, (5.27)

=0
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mit Konstanten Cjj, die wir nun berechnen wollen.

Mit (5.26) konnen wir die rechte Seite von (5.27) ausdriicken mittels

: r—1 1
Z Ch [ . Ap—k-10+ ;Am—k—l,l+1:| (5.28)

k41
r—1

= ZCklAm h— 10+1ZCkl 1Ak 1,1

k+1

= ch—l-l,lAm—k—l,la
1=0
wobel
r—1 k

C = C 5.29
E+1,0 . ; k,l ( )

und 1
Ck+17l = —CkJ fir [ Z 1 (530)

T

gilt. Diese Rekursion ldsst sich in der Tat 16sen: Setzen wir ndmlich x = 0, so sind alle
Aj; = 1 und daher auch Zf:o C—kI1=1. Also

r—1

Cro = fiir alle k> 1.

Ebenso gilt offensichtlich Cpo = 1. Iteriert man (5.30), so ergibt sich

r~ = (r —1), fallsk >1

1
C = —C _ = .
A { r falls & = I

Dies setzen wir in (5.27) ein und erhalten

l

P[Mmgl—%] - ZCMPMO 1——50 1—%] (5.31)
1=0
m !
= ZC’mlP 0 <1-— E]
n
- rlx
= D Cuill =]
1=0 "
s rla x
— -1 —l—ll__ —mf] _ pmZ
D A
1 —pm 1
= (r—1) LA Lypm_ 2
r—1 ron
_ 4 (m+1)
N rn
Dies ist die Behauptung des Lemmas. O
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Wir sind nun in der Lage, Satz 5.14 zu beweisen.

r’x

(wie in Lemma

Beweis von Satz
5.15) gilt

P[M, <1—~] ~P[M,, <1— ~]"/m (5.32)
n n

Die rechte Seite konvergiert nach Lemma 5.15 gegen exp(—"=tz). Um (5.32) zu zeigen,
beweisen wir, dass Bedingung D(1 — £) erfiillt ist. Was wir tatséchlich sehen werden, ist,
dass die Korrelationen der Zufallsvariablen &; exponentiell schnell fallen. Konstuktions-
gemif besteht ja fiir j > ¢ die Zufallsvariable ¢; aus einem grofilen Anteil, der unabhéngig
ist von & plus 7~U=9¢;. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 5.8 und seinem Beweis ist

Fg(un) — Fr (un) Fy (uy) (5.33)

= Fy(un) (P& < tnyo o, &, Sl Sty &, < ]
—IP)[€]1 S Upy - ’gjq S Un])

Nun ist aber 1

1 -1 0]
ir = ;fjk—l o == Ei—t + W5,

wobei Wj(:) unabhéngig ist von allen & mit ¢ < jp — [. Daher folgt

Pl¢, < Uns -5 &Gy S U |&iy < U, - 8y < Up]
= I[D[W(Jl W) 4 (- Zp€ < Up,..., V[/](qﬁq ) | p=(a— Zp€ < Upl&iy < U, &y < Uy

< P <y W <)

]P)[gjl < un?“"gj < Un|€“ < unw"a&p < un]

Z ]P)[V[/j(lﬁl Zp) +r —(j1—ip) < Up, .. M/’j(jq—ip) + T—(jq—ip) S Un]

Nun zeigt man ganz dhnlich

]P)[gjl S Uny -y gjq S Un] S P[ngfl_ip) S Unp, - W](q]q_zp) < Un]

und

Pl&, <ty &y < ] = PIVIT pGimi) <y WO o Gein) < )
Daher folgern wir
P& < tny s &Gy S unl&y Stn, o &y S up) = P& S up, ., &, < Uy
ROV < o W <

SR YT e < gy, WO i) <)

IN

q
< Y Plu, —r O < WY <),

k=1
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Aber diese Wahrscheinlichkeiten lassen sich kontrollieren:

Plu,, — r~ V=) < Wj(lfk_ip) < ]

P[un — 9y~ Ur—ip) < gjk < u, + T_(jk—ip)]
3~ Ur=ip),

IAINA

Daher folgt

‘P[gjl S Upy - - - 7£jq S un|£21 S Upy - - - 7£ip S Un] - P[&]& S Unp,

q
k=1

T_l

< 3 .
- r—-1

Daher gilt D(1 — £) und die Behauptung folgt.

"'7£jq Sun]

Bemerkung 5.16 Im Gegensatz dazu gilt die Bedingung D'(1 — %) nicht:

(/K]
n Z ]P)[gl > Unp, gj > un]
=2
(/K]
nY Pl >uye;=r—1 V2<j<i
=2
[/

= Z r > Q.

1=2

A%

Das Auftreten eines nicht-trivialen extremalen Index stammt ndmlich vor allem von der
starken Korrelation benachbarter Zufallsvariablen, was die Bedingung D' genau ausschliefst.
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6 Extrema nicht-stationidrer Zufallsvariablen

Wir wollen nun auch die Bedingung der Stationaritét fallen lassen. Wenn wir uns an
unsere Analyse der iid Beobachtungen erinnern, so war dort die Beziechung

n(l— F(u,)) = 17 PM, <u,] —e " (6.1)
zentral. Diese wird motiviert durch die Rechnung

n(l — F(un))

P[M, < u,| = F"(u,) = (1—- "

)n

(wobei die rechte Seite gegen e~ 7 konvergiert, wenn die linke Seite von (6.1) wahr ist).
Diese Berechnungen sind natiirlich nicht wahr, wenn die Bedingung der Unabhéngigkeit
und identische Verteilung nicht war sind. Allerdings ist (6.1) auch nicht notwendig. Wir
entwickeln in der Folge ein anderes Kriterium.

Lemma 6.1 Die Folge (A,) erfille fiir alle s € N

A, < a(n) (6.2)
1=0 ’
und
2541 I
-1
423 S, (6.3)
1=0 ’
wobei fiir alle l € N
lim a;(n) =a (6.4)
gelte. Dann folgt
lim A, =e™“ (6.5)

Beweis: Offensichtlich folgt aus (6.2) und (6.3)

2s (—a,)l
limsup A4,, < Z 0 (6.6)
1=0 )
und
2s+1 (—a)'
lim inf 4, > > 0 (6.7)
1=0 ’

Die Reihen rechts in (6.6) und (6.7) konvergieren diskret gegen e, also folgt (6.5). O

Wir verbinden dieses Lemma mit dem Maximum M, einer nicht-stationéren Folge (X,)
mittels des Einschluss- Ausschluss-Prinzips.
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Satz 6.2 Sei (B;)ien eine Folge von Ereignissen und lg, der Indikator eines solchen
Ereignisses B;. Dann gilt fiir alle s € N

2s
l
LD D C D DR
1=0 {1t FCA L}
2541
!
LD DIC D D
1=0 {1t} AL}
Dabei werden Terme mit | > n 0 gesetzt und die Summe tber {iy, ..., i} wird stets als

die Summe tber die geordneten Teilmengen 1 < iy ... <1 < n verstanden.

Beweis: Der Beweis ist eine Ubung. O

Korollar 6.3 Sei (X,,) eine beliebige Folge von Zufallsvariablen, dann gilt:

2s
PM,<u] < > (1)) Y PX;,>0 Vr=1..10) und
1=0 {71t }S{1,n}
2s+1
P[M, <u] > Y (-1)f > P[X;, >0 Vr=1,...,1.
1=0 {1t} S{1L,n}
Beweis: Der Bewelis ist eine Ubung und ergibt sich unmittelbar aus Satz 6.2. O

Durch eine Kombination von Lemma 6.1 und Korollar 6.3 bekommt man ein allgemeines
Kriterium fiir Deiecksschemata von Zufallsvariablen.

Satz 6.4 Sei (X), i < n, n € N ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen. Fir jedes
[ € N gelte

. n T
lim > PIXG >, Yr=1,...0=q. (6.8)
{715 g1} C{L,...n}
Dann folgt
lim P[M,, <u,|=e" (6.9)
Beweis: Der Beweis ist nicht schwierig und wiederum eine Ubung. O

Bemerkung 6.5 (6.8) stimmt fiir Folgen von iid Zufallsvariablen. Der Nachweis ist eine
Ubung.
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Korollar 6.6 Sei (X[") ein Dreiecksschema von Zufallsvariablen (i < n,n € N), so

dass fiir jedes n € N die gemeinsame Verteilung von X7, ..., X invariant ist unter
Permutationen der Indizes i =1,... ,n. Falls fiir jedes | € N
lim n'P[X" >u, Vr=1,...,0]=1, (6.10)
so gilt
lim P[M,, <u,|=e". (6.11)
Beweis: Der Beweis ist eine einfache Ubung. O

Satz 6.4 und Korollar 6.6 ergeben zusammen einfach

Satz 6.7 Es seiul >u? > ...>u", und sei (X), n €N, i € {1,...,n} ein Dreiecks-

schema von Zufallsvariablen. Fir jedes | € N und jedes 1 < j < r gelte

» e~

im Y PXE > ‘v’rzl,...,l]:% (6.12)

mat
0<m<m...<T < 0,
dann gilt
lim P[S} =k, 8% — S} =ky,..., S8 — S = k] (6.13)
_on(e-n) (n-n)v
k! ko! o k,!
Hierbei ist
Sp(u) :=#{i <n:X;>u} (6.14)
die Anzahl der Uberquerungen von Level u bis zur Zeit n und
Beweis: Offensichtlich. O

Wir werden diese Resultate nun auf ein klassisches Problem anwenden, das sogenannte
Zerlegungsproblem. Seien N Zahlen Xi,..., Xy gegeben. Die Aufgabe ist es, eine Un-
terteilung der Indizes in 2 Mengen zu finden, so dass die Summe der Zahlen aus beiden
Gruppen ungefiahr gleich grof ist. Diese Aufgabe kann auf vielfédltige Weise iibersetzt wer-
den, etwa so, dass man eine Anzahl von Jobs auf zwei Prozessoren iibertragen mochte und
zwar so, dass beide beinahe die gleiche Arbeitszeit benttigen. Einige dieser Probleme ha-
ben interessante Ubersetzungen in die Extremwerttheorie, insbesondere lassen sie sich als
Anwendungsbeispiele fiir Satz 6.4 auffassen. Hierzu fassen wir die Gewichte als zufillige
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Variablen auf. Des weiteren assoziieren wir mit jeder Zerlegung der Menge {1,..., N} in
zwei Teilmengen A; und Ay, A; N Ay = () mit einer Abbildung

o:{1l,...,N} - {-1,1}
dergestalt, dass
A ={i:0;, =1} und Ay :={i:0;, =—-1}

gilt. Dann wollen wir

= <. (6.15)

2 X=X,

€N 1€A2

N
g X0y
i=1

minimieren. Offenbar gilt
XM = x™

Da uns nicht interessiert, welche der beiden Mengen wir A; und welche wir A, nennen,
kénnen wir alles modulo dieser Symmetrie betrachten. Wir spezialisieren nun den Zufalls-
mechanismus fiir die X; und wihlen diese als iid A (0, 1)-verteilt. Wir setzen

Yy(0) := \/% Z e (6.16)

und
XM = —|vy(o)|. (6.17)

Dann erhalten wir:

Satz 6.8 Fualls die X; 7id N(0,1)-verteilt sind, so gilt

P[ max XY <Cyz]—e™, (6.18)

oce{-1,+1}V

wobei Cy = 27 N=1/27 ist.
Wir beginnen den Beweis mit der folgenden

Proposition 6.9 Sei Ky = & =2V /v/2m. Schreibe 3,1 icqyw (+) fir die Summe
iiber alle geordneten Folgen in {+1}N. Dann gilt fir alle | € N und alle Konstanten
Cj >0,7=0,...,1,

l
lim Y PExYN(o) <¢ Vi=1,...0=]]e/l (6.19)
j=1

N—o0
ol,..ole{£1}N
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Tatséchlich ist mithilfe von Satz 6.4 klar, dass wir Satz 6.8 bewiesen haben, wenn wir
Proposition 6.9 zeigen konnen. Wir skizzieren zunéchst, warum Proposition 6.9 wahr
sein sollte. Zunéchst sind die Yy (o) fiir jedes o Gaufische Zufallsvariablen (als Summe
von Gaufvariablen) mit Erwartungswert 0 und Kovarianzmatrix By(o!,... o!), deren
Eintrage durch

N
1
b = cov(Yyy(0™), Yir(0") = > ooy (6.20)
i=1

gegeben sind (1 < m,n <1). Die rechte Seite wird fiir zufillig ausgewéhlte Spinkonfigura-
tionen ungefiahr 0 sein (also o(1)). Die Wahrscheinlichkeit, dabei einen Wert zu erhalten,
der wesentlich von 0 verschieden ist (also > ¢ > 0 im Betrag) ist exponentiell klein
in n. Fiir die Konfigurationen mit einer Kovarianz ungefdhr 0 erhalten wir ein Verhal-
ten wie bei unabhéngigen Zufallsvariablen, die A/(0,1)-verteilt sind (denn V(Y3) = 1)
und fiir Gauf3-Variablen legt die Kovarianz die komplette Abhéngigkeitsstruktur fest. Die
Wahrscheinlichkeit aus (6.19) ist dann die gleiche wie die Wahrscheinlichkeit, dass diese
GauB-Variablen in die (exponentiell kleinen) Intervalle

[—c;27N"W2m, ¢ 27N 2r]

fallen. Da die GauBdichte bei 0 von der Groéfe \/%? ist und wir sie auf kleinen Inter-
vallen durch Konstanten approximieren koénnen, kommen wir dazu, dass die gesuch-
te Wahrscheinlichkeit durch H§:1 2¢; /2N approximiert werden kann. Bislang ist dies
allerdings nur eine heuristische Losung, da wir sowohl alle Approximationen ohne
Fehlerterme benutzt als auch den (exponentiell kleinen) Anteil von Spinpaaren mit nicht-
verschwindenden + Zf\il o}'o’ ignoriert haben. Um die Konfigurationen aus ({—1, +1}")’

o', ..., o' zu betrachten, fiir die

bij — 0 fiir mindestens ein Paar 1<i#£5<I (6.21)

fiir N — oo. Man konnte vermuten, dass diese Terme unproblematisch sein sollen, denn
diese Terme bilden nur einen exponentiell kleinen Bruchteil aller Terme. Tatséchlich kann
dies hochstens dadurch aufgewogen werden, dass die Wahrscheinlichkeiten exponentiell
grofer sind als die anderen. Wir werden sehen, dass dies nur im Falle degenerierter Kova-
rianzmatrizen geschehen kann. Ist ndmlich By(c',. .., o') nicht degeneriert, so ist die in
Frage stehende Wahrscheinlichkeit (durch Approximation der exp-Funktion um 0 durch
1) von der Ordnung
1 L2
et Bl o) ]1:[1 \/%C‘]/KN- (6.22)
1

By (o1,...,02)
Polynom wachsen kann, also ist die in Frage stehende Wahrscheinlichkeit bis auf einen
polynomiellen Faktor K;,l, wohingegen die Anzahl von Summanden in (6.19), die iiber-
haupt hier betrachtet wird (die, wo es nicht-verschwindende Kovarianzen gibt), exponen-
tiell kleiner ist als K. Somit ist der Beitrag, der von solchen o, ..., ¢! zur Gesamtsumme
in (6.19) geliefert wird, exponentiell klein.

Betrachtet man die Definition der b;;, so ist klar, dass hochstens wie ein

Wenn die Kovarianzmatrix, die von den o', ..., 0! erzeugt wird, By(c?,. .., '), degene-
riert ist, kénnen die (Yy(o?))!_, linear abhiingig sein und daher auch die Wahrscheinlich-
keiten in (6.19) exponentiell viel grofer als Ky’ sein. Wir werden trotzdem in der Lage
sein zu zeigen, dass diese Terme einen verschwindenden Beitrag liefern.
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Wir beginnen nun mit dem Beweis von Proposition 6.9.

Beweis von Proposition 6.9: Sei C(¢) die | x N Matrix, die aus den Elementen o7,
1=1,....,N, r=1,...,1, besteht. Es gilt

B() := B(o*,...,0") =

Wir unterteilen die Summe in (6.19) um:

> [ = > B+ Y Pl (6.23)

ol,..ole{-1,+1}V ol ole{-1,+1}NV: ol ole{x1}N
rank (c(&))=l rank c(3)<l

wobei [-] natiirlich fiir das Ereignis steht, iiber dessen Wahrscheinlichkeit summiert wird.
Der erste Term sollte natiirlich fiir die rechte Seite in (6.19) verantwortlich sein, wéhrend
der zweite gegen 0 gehen sollte.

Lemma 6.10 Die Matriz C (&) enthalte alle 2' mdéglich verschiedenen Spalten und an-
genommen & € {£1}V ist dergestalt, dass sie eine Linearkombination der Spalten der
Matriz C(&) ist. Dann gibt es 1 < i,j <1, so dass entweder ¢ = o7 oder 6 = —o’ gilt.

Beweis: Wir wissen also, dass ¢ die Darstellung

l

Gi =Y z0] (6.24)

=1

besitzt. O.B.d.A. sei o} = 1. Da alle verschiedenen Vorzeichenkombinationen in der Reihe

vorkommen, gibt es ein ¢, so dass o] = —o7 fiir alle » > 2. Somit gilt insbesondere
! !
o1 =21 + Z 2.0 und 0, = 2 — Z 2.07. (6.25)
r=2 r=2

Addiert man diese Gleichungen, sieht man, dass
21 € {—1, 0, 1}

gelten muss. Ist z; = 0, so sind wir fiir den Fall [ = 2 fertig. Anderenfalls konnen wir [
um eins reduzieren und induktiv fortfahren.

Ist z; # 0, so ist 6; = 67 = 2; und wir erhalten

l
E zioy = 0.
r=2

In der Tat gilt ja er=2 z.0; = 0 fiir alle j, so dass ; = z; ist. Angenommen, es gibt ein

k, so dass 6, = —z; gilt, dann muss es auch ein &’ geben mit

O = —0y, fiir alle 7 > 2.
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Also erhalten wir

! !
E 20, = —221 und - E 2p0), = Ok — 21.

r=2

[|
¥

T

Dann haben wir aber 22; = ), — 2; und das ist unmoglich. Also bleibt der Fall 6; = #
fiir alle 5. Also

l
Z 207 =0 fiir alle .
r=2

2

i

Nun betrachten wir ¢, so dass o
29 = 0 und daher

0]2- und of = a;-” fiir alle » > 3. Dann folgt wie zuvor

!
Z zra;- =0 fiir alle 5.

r=

w

Wir schlieflen daher, dass fiir z; # 0 gilt:
z1 = 0; furalle 4 und zr =0 firalle r>2.

Ist z; = 0, fiihren wir das Argument weiter, bis wir ein k gefunden haben, so dass z, = 7;
fiir alle gilt und alle anderen z, sind wieder gleich 0. Dies beweist das Lemma. O

Aus diesem Lemma koénnen wir schon folgendes schliefen: Es seien r < [ linear un-
abhiingige Vektoren o', ..., o unter den | Vektoren o', ..., ¢! gibt (und es gibt hochs-

tens (2" — 1)" solcher Vektoren). Wenn die Matrix C'(c%,...,0") alle 2" verschiedenen
Zeiten enthiilt, so sind nach Lemma 6.10 alle iibrigen o7, j # 4y,...,1,, gleich einem
der o™, ..., o', Dies ist aber unméglich, da wir iiber verschiedene o', ..., o' summieren.

Also gibt es hochstens O((2" — 1)Y) verschiedene Arten, diese Reihen zu konstruieren.
Auflerdem gibt es nur eine von N unabhéngige Anzahl, um die [ — r Konfigurationen

zuC(o?, ..., o') zu ergéinzen. Wir schiitzen nun die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten
ab:

Lemma 6.11 FEs gibt eine Konstante C' > 0 unabhdingig von N, so dass fiir alle festen
ol,.. .ot € {—1,+1}Y und jeden Rang r = rank(C(ct,...,0')) <1 und alle N > 1

P[|Y (69| < Iz—ﬂ Vji=1,...,]<C -KyN/2 (6.26)
N

Beweis: Wir entfernen linear abhéngige Spalten und verbleiben mit r linear unabhéngigen
Spalten. Diese entsprechen r Konfiguarionen o/, j € A, := {j1,...,r;} C{1,...,l}. Wir
bezeichnen mit C"(#) die (N x r)-Matrix, die aus diesen Konfigurationen konstruiert
wird und mit B"(¢) die zugehorige Kovarianzmatrix. Dann ist die Wahrscheinlichkeit
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P[|Y (07)| < ¢j/KnyVj=1,...,1] nicht grofer als wenn wir nur iiber die j € A, gehen:
P[Y (o)) < 2 Vj=1,...,] (6.27)
Ky

< P[\Y(aj)\<;—j VjeA]

¢ /KN cjr/Kn r _) B
= (27)7/2\/det(BT (G / / (= 3wl B @)L 1] v
1

iy /Ky Y —Cir/ KN s,8'=1 JEA,

K2" Ci
(27)7/2/det(B' (G H -

SchlieBlich beobachtet man, dass jeder Matrixeintrag von B"(G) von der Form Rz fiir ein
z € Z ist. Daher ist det(B"(d)) von der Form N™" und der Determinante einer Matrix
mit nur ganzzahligen Eintrdgen. Aber die Determinante einer Matrix mit ausschliellich
ganzzahligen Eintrigen ist eine ganze Zahl. Da wir vorausgesetzt haben, dass B"() vollen
Rang hat, ist diese Zahl nicht 0. Somit ist

| det (B"(7))| = N™".

Setzen wir dies ein, folgt die Behauptung des Lemmas. O

Lemma 6.11 impliziert, dass jeder Term der zweiten Summe in (6.23) durch
C - K&TNT/2 ~ 2—Nr

beschrinkt werden kann. Somit ist nach den Voriiberlegungen die Summe dieser Terme
von der Ordnung 0(((2" — 1)27")"), was fiir n — oo gegen 0 geht.

Wir betrachten nun die erste Summe auf der rechten Seite in (6.23), d. h. die Terme
mit nicht-degenerierter Kovarianzmatrix. Sei o € (0, %) beliebig aber fest und sei Ry <
{—=1,+1}" definiert durch

N
Riy ={c',...,0 e {-1,+1}": |Zalmaf| < NP2 vil<m<r<lI}.
i=1
Durch eine Art grofle Abweichungsargument bekommt man
{{-1L A+ I\RE | < 222 exp(—N*). (6.28)

Definitionsgemis8 gilt fiir (o!,..., o) € Ry 1> dass die Elemente by, der Kovarianzmatrix
fir k #£m

N
1
bl = |3y Doty < N7V

Daher gilt fiir alle o', ..., 0! € Ry, det By(d) = 1+O(1) und insbesondere rank(C(5)) =
l.
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Wegen Lemma 6.11 und (6.28) folgt

> Pl <2t NUONIRKY — 0.
ol ..., olngl(fN

rank C(5)=l

SchlieBlich miissen wir noch zeigen, dass
> Pl =]] e
j=1

Dies folgt aus einer Rechnung wie unter (6.27), wobei im Falle r = [ die Ungleichheits-
zeichen durch Gleichheitszeichen ersetzt werden konnen. Da die Determinante in diesem
Fall von der Groflenordnung 1 + 0(1) ist, folgt die Behauptung. O
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7 Extremale Prozesse

In diesem Abschnitt wollen wir nicht nur das Konvergenzverhalten der richtig skalierten
Maxima A, (M, — B,) betrachten, sondern wir wollen allgemeiner das Konvergenzverhal-
ten richtig skalierter stochastischer Prozesse

{Yn(t) 1t > O} = {An(M[nt} — Bn) it > O}

betrachten. Diese kénnen wir als zufillige Funktionen auffassen. Die Ergebnisse dieses
Abschnitts verhalten sich zu denen aus Kapitel 1 etwa wie der Satz von Donsker zum
Zentralen Grenzwertsatz. Die resultierenden Grenzprozesse (im Sinne der schwachen Kon-
vergenz) heiflen extremale Prozesse und lassen weitere Einsichten in die Struktur von
Extrema zu.

Definition 7.1 FEine Familie {Z(t) : t > 0} von Zufallsvariablen mit Werten in einem
messbaren Raum (X, B) heifit requlirer Markov-Prozess, wenn fir alle monotonen Folgen
{tn,} € R* (Z(t,))n eine Markovkette ist. Der Markov-Prozess heifit homogen, falls fir
alle (t,), mit Gitterstruktur, d. h. t, 1 —t, = const. > 0 fiir alle n € N, die Markovkette
(Z(tn)) homogen ist. Der Markovprozess (Zi)i>o heifit reiner Sprungprozess, wenn jede
Realisierung (Z;(w)); eine rechtsseitig stetige Treppenfunktion ist, d. h. wenn

Z(tw) = Z Z1 ()1, (w)<t<T () (7.1)
=1

fir alle w € Q gilt. Hierbei sind (Zy, Ty) k>0 geeignete Zufallsvariable mit
To =0 und O0< Ty < Ty < ... P—f.S.

sind die (Zy) paaarweise verschieden, so nennt man die (T,,) (echte) Sprungzeiten.

Definition 7.2 Ein homogener Markov-Prozess (E(t));~1 heifst F-extremaler Prozess,
wenn er ein Sprungprozess ist und

P(E(1) <) = F(z) VzeR, (7.2)

P(E(t) < y|E(s) = z) = F"*(y) Lu<, (7.3)
fir alle 1 < s <t und alle x,y € R gilt.

Die Bedeutung eines solchen F-extremalen Prozesses liegt neben noch nachzuweisenden
Grenzwerteigenschaften auch darin, dass wir mit ihrer Hilfe genauere Informationen iiber
die Struktur der Maxima gewinnen wollen.

Lemma 7.3 Unter den Voraussetzungen von Definition 7.2 gilt

k

P (ﬂ E(t;) < x> = F' () [ P () (7.4)

=2

firallel <t; <...<tg, x1 <...<uz, k€N. Dariber hinaus gilt: Die Folge E(n) ist
verteilt wie die Folge des (M,,).
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Beweis: (7.4) ergibt sich unmittelbar aus (7.2) und (7.3). So ist etwa

PEG <) = [PEE < B0 = 9P (a2) (7.5)
_ /:c Ft_l(I)PE(l) (dZ)
= F"Y2)P(E(1) < 2)
= F'"Y2)F(2) = F*(z)
fir alle t > 1 und € R. Ebenso rechnet man
P(E(t) <z, E(s) <y) = /_y P(E(t) < z|E(s) = 2)P*¥)(dz) (7.6)

_ /y Ft_s (m)PE(S) (dz)

= F'"3@)F(y) fir 1<s<t y<auz.
Die andere Behaptung ergibt sich, da (E(n)), eine Markovkette ist:

fir n € Nund z,y € R, sowie
P(EQ1)<z)=F(z)=P(M; <z) VzxeR. (7.8)
O

Es lasst sich sogar zeigen, dass stets ein F-extremaler Prozess auf (§2, F,P) existiert, der
(M,,) fast sicher interpoliert. Dies werden wir aber hier nicht tun.

Das Sprungverhalten F-extremaler Prozesse wird im folgenden Satz beschrieben:

Satz 7.4 Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.3 seien (T}). die Sprungzeigen eines
F-extremalen Prozesses (E(t));>1 fiir Mazima. Dann gilt

a) (E(T}y)) bildet eine homogene Markovkette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

—log F(y)
P(E(T, E(l,_1)=2)=———+— .
(B(B) > B(Ts) = 2) = o s (7.9
keN, xp <x <y, wobei mit Ty =1 begonnen wird.
b) (T — Tr-1)1<k<n sind bedingt unabhingig und E(Ty)o<k<n mit
P (ﬂ Ty, — Teey > ty|E(Ty) = x0, . .., E(T}) = xk> (7.10)
k=1

= H]P)(Tk — T 1> tk‘E(Tk_l) = S(Zk_l)
k=1

= HFtk(xk_1>
k=1
firneN, ty,...,t, >0, xg,...,2, € R.
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Bewelis:

a) Die Markoveigenschaft von (E(7})) ist offensichtlich. Man berechnet

P(E(T)) € (2, y||E(Th-1) = z) (7.11)
- P(E(t+h) € (z,y]|E(x) = ]

ho P(E(t+ h) € (z,00)|E(t) = x)

- P(E(1+h) € (z,y]|E(1) = z)

rio P(E(1+ h) € (x,00)|E(0) = x)

o i) = Fi()

rlo 1 — Fh(z)

1— F"(y)}

—log F(y)
= 1—-—2°" Y yreN t>1, 1, <y,
“og F(x) VEeN t>1, z,<x <y

woraus sich (7.9) ergibt.
b) Dies folgt aus dem folgenden Satz, da mit den dortigen Bezeichnungen gilt
1
AMz) = l}grol EIP’(E(t + h) # z|E(t) = x)

o1
= lim 3 P(E(L+h) > 2 B(1) =)

=%gF;?EQ=4%”@

firt > 1, x > xy. Es ist dann
P(Ty, — Th1 > t|E(Tpo1) = 2) = e XD = Fl2) fir ¢t>0, 2 >z, (7.12)

woraus (7.10) folgt.

Im Beweis haben wir dabei den folgenden Satz verwendet (Teil d fiir Teil a und Teil a, b
und c) fiir Teil b):

Satz 7.5 Ein homogener Markovscher Sprungprozess (Zi)i>o mit (echten) Sprungzeiten
(Tk)r besitzt genau die folgende Struktur:

a) Ty — Ty—1 und Z(Ty) sind bedingt unabhdngig unter Z/Ty_1) fir alle k € N.
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b) Es existiert eine messbare Abbildung X,
A() £ (X, B) = ((0,00), BY)

derart, dass
P(Ty — Thoey > t|Z(Thoy) = 2) = e A& (7.13)

firt>0,te X, keN, d h Ty,— T, ist bedingt exponentialverteilt mit einem
vom letzten “Zustand” Z(Ty_1) = z abhingigen Parameter \(z) und es gilt

1
Az) = li?g EIP’(Z(t +h) # 2| Z(t) = 2)
unabhdngig von t > 0.
c) (T, — Tx—1 : 1 < k < n) sind bedingt unabhingig unter (Z(1}))o<k<n mit der in
(7.13) gegebenen bedingten Verteilung, d. h.

P (ﬂ T — Toer > th| Z2(Th) = 20,. .., Z(T},) = zk> (7.14)
k=1

= H]P)(Tk —Tp_1> tk‘Z(Tk_l) = Zk—l)
k=1

= exp <Z —)\(Zk—l)tk)

fir allen € N ty,...,t, >0, zo,...,2, € X).
d) Die Folge (Z(T})) bildet eine homogene Markovkette mit

. P(Z(t+h)3 B|Z(1)
P(T(Ti) € B|Z(Ti—1) = 2) = lim P(Z(t + h) # 2| Z(t)

fir alle z € X, z ¢ B, B € B unabhdngig von t > 0.

2)
2)

Beweis: Der Beweis findet sich im Buch von Breiman “Probability”, Abschnitte 15.5 und
15.6. O

Anschaulich sind die Sprungzeiten des F-extremalen Prozesses so etwas wie die Rekordzei-
ten (U,), und (X, ), entspricht dann der Folge der (E(T}));. Wir wollen nun studieren,
wie sich die extremalen Prozesse im (richtig skalierten) Limes verhalten.

Lemma 7.6 Es set G vom Typ der Fréchet-, Weibull- oder Gumbelverteilung. Es sei F
eine Verteilungsfunktion mit F € D(G) und

P(A, (M, — B,)) — G(x)

fiir alle x und geeignete (Ay,), und (Bp)n, An > 0. Dann konvergieren samtliche endlich-
dimensionalen Randverteilungen des Prozesses (Y,(t))r gegen diejenigen eines G-extremalen
Prozesses fiir Mazxima (hierbei sei wieder

Y, (t) = Ay (M — By) (7.15)

und der Limes ist der Limes n — 00).
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Beweis: Sei k e Nund 0 =ty, 1 <t; <tg...<tg, ;1 <...<xp Nach Lemma 7.3 gilt
(ﬂy <x2> - (ﬂMnt <—+B> (7.16)
_ pletil-ltia) (2 g
I At

k
[nt;]—[nt; 4]
= " ‘ Bn n
[T (2 + )

i=1 n

k
. )

Lemma 7.6 ist ein erster Indikator, dass auch die Prozesse (Y, (t)); in einem geeigneten
Funktionenraum konvergieren. Um dies genauer zu studieren, miissen wir allerdings die
geeigneten Prozesse und Techniken bereitstellen. Die interessanten Prozesse entstehen da-
bei, wenn wir auf die Punkte nahe am Extremum schauen. Diese haben die Struktur eines
Punktprozesses. Punktprozesse sind gemacht, um die probabilistische Struktur von zufalli-
gen Puntkmengen in R? zu studieren. Eine technisch bequeme Art, solche Punktwolken
zu studieren, ist es, den Punkten eine Einheitsmasse zuzuerkennen und das zugehorige
PunktmaB zu studieren. Sei zunichst € R? ein Punkt. Wir betrachten das zugehorige
Diracmafl

1 z€A

5’”(’4):{0 vd A

Definition 7.7 Fin Punktmaf ist nun ein Maff p auf R, so dass es eine abzdihlbare
Punktmenge (z,), C R? gibt und wir

= i O, (7.17)
i=1

schreiben konnen. Dariber hinaus fordern wir, dass p lokal endlich ist, d. h.
w(K) < 400 fir alle K CR*  kompakt.

Wir haben ausdriicklich dabei nicht ausgeschlossen, dass einige der x; gleich sind.

Die Menge
S, ={reR*: u(x) £ 0}

heifit der Triger eines Punktmafles p. Ein Punktma$, so dass pu(z) < 1 fiir alle z € R?
gilt, heifit einfach, hier sind offenbar die (z;) verschieden.
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Definition 7.8 Wir bezeichnen mit Mp(R?) die Menge aller Punktmafe auf RY. Wir
statten diese Menge mit der o-Algebra Sp(R?) aus. Dies ist einerseits die kleinste o-
Algebra, die alle Mengen der Form

{1 € Mp(RY) : u(F) € B)

fir F € B(RY) und B € B([0,00)] enthilt. Andererseits ist es auch die kleinste o-Algebra,
die von
w u(F), F € BRY

erzeugt wird.

Definition 7.9 FEin Punktprozess N ist eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (Q, F,P) mit Werten in M,(R?) (messbar bzgl. Sp(R?) ).

Dies ist in der Tat weniger verriickt alls es aussieht.

Satz 7.10 N ist ein Punkt-Prozess genau dann, wenn
N(F):w— N(w, F)

eine messbare Abbildung von (2, F) nach (RB(]0,00))) ist fiir jede Borel-Menge F, d. h.
falls N(F) eine reellwertige Zufallsvariable ist.

Beweis: Die Bedingung ist notwendig, denn falls
w— N(w,)
messbar ist mit Werten in M p(R?) und
p— pu(F)

messbar ist von M’ (R¢) nach (R, B(R")), so ist auch die Komposition dieser Abbildun-
gen messbar. Nun beweisen wir, dass die Bedingung auch notwendig ist. Sei

G:={AcSp(R): N'Ac F}.
Als Urbild von o-Algebra-Elementen ist G eine o-Algebra und ist messbar als Abbildung
N : (Q,F) — (Mp(R),G).
Aber G enthilt alle Mengen der Form
{1 € Mp(RY) : u(F) € B,
B € B(]0,00)), da
N~Hpe My(R") : p(F) € B} = {w: N(w, F) € B}

gilt, da N (-, F') messbar ist. Daher gilt G O Sp(RY) € F und N als Abbildung von der
kleinen o-Algebra ist zwangsldufig messbar. O

Da wir unsere Extremwerte als Punktprozesse auffassen wollen und untersuchen wollen,
was fiir N — oo geschieht, miissen wir Konvergenzkriterien fiir Punktprozesse herleiten.
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Definition 7.11 Dazu sei B die Borelsche o-Algebra tiber einem metrischen Raum E.
Dann heifit T C B ein w-System, falls T unter endlichen Durchschnitten abgeschlossen
ist. G C B heifit \-System oder eine o-additive Klasse, falls

(i) E€G;

(ii)) A,Be€ G und AD B= A\B€g.

(111) Ist (Ap)n eine Folge in G mit A, C A1 = lim, . A, € G.

Die folgende Beobachtung heifit Satz von Dynkin, den Beweis findet man im Buch von
Durrett.

Satz 7.12 (Dynkin): Falls T ein m-System ist und G ein A\-System ist, dann folgt aus
G227, dass G Co(T).

Dies sieht zunéchst wie eine eher esoterische Beobachtung aus. Der Satz hat aber wichtige
praktische Konsequenzen. Die wichtigste ist die, dass zwei Wahrscheinlichkeitsmafle, die
auf einem m-System iibereinstimmen, der die zugrunde liegende o-Algebra erzeugt, auf
der o-Algebra iibereinstimmen, da das System, auf dem zwei Wahrscheinlichkeitsmafle
iibereinstimmen, immer ein A-System ist.

In unserer Anwendung kénnen wir die Kriterien, die N als Punktprozess definieren, ab-
schwichen. Insbesondere konnen wir die F, fiir die die N(-, F') messbar sein miissen, als
Rechtecke wéhlen.

Satz 7.13 Sei 7 eine Teilmenge relativ kompakter Mengen in B, die den folgenden Be-
dingungen gentigen:

(i) T ist ein w-System;
(i) o(T) = B.

(111) Entweder es gibt eine Folge E,, € T mit E, T E oder es gibt eine Zerlegung (E,),
von E mit\JE, =F, E,€T.

Dann ist N ein Punktprozess auf (2, F) in (E,B) genau dann, wenn die Abbildungen
N(-,I):w— N(w,I)

fiir alle I € T messbar sind.

Beweis: Ubung. O
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Ubung 7.14 Ist das System aller endlichen Vereinigungen halboffener Rechtecke in R?
ein w-System?

Korollar 7.15 7 erfiille die Voraussetzung von Satz 7.13. Ferner sei
G={{p:pl;)=n;, 1<j<k}, keN I,e€T, n; >0}

Dann gilt
a(G) = Sp(R")

und G ist ein w-System.
Beweis: Ubung. O

Nun zeigen wir noch, dass die Verteilung PV eines Punktprozesses N durch die Verteilun-
gen geeigneter N(F,), F, € B(R?) bestimmt ist.

Satz 7.16 Es sei N ein Punkt-Prozess auf (R, BY) und T sei wie in Satz 7.13. Wir
definieren die Massefunktionen

]P)Il _____ Ik(nl,...,nk) = ]P)[N(I]) :nj, \V/]_ S] Sk’] (718)
Dann ist PV eindeutig bestimmt durch die Familie

{Pr,..r,, kEN, [; €T},
Beweis: Ubung 0
Schliefllich miissen wir noch ein paar Definitionen einfiihren.

Definition 7.17 Sind Ny und Ny zwei Punktprozesse (mit Werten in demselben Raum
(E,B)), so sagen wir, dass sie unabhangig sind, falls fir alle F; € B und G; € B die
Vektoren

(Ni(Fy), 1 <j<k) und (N2(Gj), 1 <5<

unabhdngige Zufallsvektoren sind.

Definition 7.18 Das IntensitatsmaB \ eines Punktprozesses N ist definiert als
AF)=EN(E)= [ (PP
Mp(R%)
fir F € B.
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SchlieBlich definieren wir noch fiir messbare Funktionen f : RY — R
Nw,f)= [ fl@)N(w,do).
R
Somit ist N(-, f) eine Zufallsvariable und

EN(f) = M) = [ f(z)\d)

Wir wollen uns nun einem der wichtigsten technischen Hilfsmittel bei der Betrachtung
von Punktprozessen (und nicht nur da) zuwenden, den Laplace-Funktionalen.

Definition 7.19 Sei Q) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Mp,Sp). Die Laplace-Transformierte
ist eine Abbildung

Y BRYRT) — R
foe =

M

o (= [ flautao) ) Qi)
P R4
Ist N ein Punktprozess, ist daher sein Laplacefunktional definiert als

Un(f): = Ee NV
= / e NP (dw)

- [ e (- [ somtan)) P,

Dabei ist B(R?, R) der Raum der Borel-messbaren Funktionen von RY nach R.
Satz 7.20 Ein Punktprozess N ist durch sein Laplace-Funktional 1y eindeutig bestimmit.

Beweis: Fir k> 1, Fy,...,F, € BYund ¢y, ...,¢; > 0 sei

k
f= Z cillp, ().
i=1

Dann ist

und

Un(f) =E exp(— > e:N(F)).

i=1
Dies ist nichts anderes als die Laplace-Transformierte des Vektors (N(F;), 1 < i < k).
Diese bestimmt eindeutig seine Verteilung. Daher folgt die Behauptung aus Satz 7.17. O

Die wichtigsten Punktprozesse fiir unsere Zwecke sind die Poissonschen Punktprozesse.

106



Definition 7.21 Es sei A ein lokal endliches, positives Maf auf RY. Dann heifit ein
Punktprozess N ein Poissonscher Punktprozess mit IntensititsmafS A (PPP(\) abkiirzend),
falls

(i) Fir jedes F € B* und k € N

e 2O
P(N(F) = k) = o, falls \(F)) < 400
07 falls )\(F) = +00

(i) Falls F,G € B* disjunkte Teilmengen sind, so sind N(F) und N(G) unabhingig.

Der néchste Satz zeigt die Existenz Poissonscher Punktprozesse zu jedem gegebenen In-
tensitatsmafl. Der Beweis konstruiert solche Prozese explizit.

Satz 7.22 (i) PPP(\) existiert und seine Verteilung ist durch die Definition eindeutig
bestimmd.

(i1) Das Laplace-Funktional des PPP()\) ist fir f > 0 durch

Un(f) = exp(— / (1 — e ®)\(dx)) (7.19)

R4
gegeben.

Beweis: Da wir wissen, dass ein Laplace-Funktional einen Punktprozess eindeutig be-
stimmt, werden wir, um zu zeigen, dass die Bedingungen an PPP()) diesen eindeutig
bestimmen, nachweisen, dass diese die Form (7.19) des Laplace-Funktionals eindeutig
bestimmen. Sei also N ein PPP()). Sei f = clp. Dann gilt

Un(f) = Eexp(=N(f))
= E exp(—cN(F))

_ S5 ko )

k!
k=0

(e~ DA(F)
— exp(— / (1 — 7@\ (da)),

also (7.19). Sind nun die F; disjunkte Teilmengen des R? (Borel-messbar) und ¢; € R,
t=1,...,k, und schliellich
k
f = Z CZ]IFZ
i=1

Dann folgt direkt

k
Yn(f) = Ex(exp(— Z ciN(fi)))

= JIE exp(-eN(£)
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aufgrund der Unabhéngigkeitsannahme (ii) in Definition 7.21. Hieraus folgt wie oben die
Form (7.19) des Laplace-Funktionals. Fiir allgemeines f wéhlen wir nun wie iiblich eine
Folge von Treppenfunktionen (f,) mit f,, T f. Der Satz von der monotonen Konvergenz
impliziert dann auch N(f) > 0 und somit e~¥/) < 1. Wir bekommen daher aus dem Satz
iiber dominierte Konvergenz

Un(fn) = Be” VU — Be V) = gy (f).

Da aber auch
1—e @ 11— /@

gilt, erhalten wir abermals mit monotoner Konvergenz:

() = exp / (1 - e~ @) \(dx)) T exp( / (1 - e/ ®)A(dx)).

Andererseits folgt aus einer Form (7.19) des Laplace-Funktionals sofort, dass die Bedin-
gungen aus Definition 7.21 erfiillt sind, indem man geeignete f einsetzt (das ist eine
Ubung).

SchlieBlich wollen wir noch einen PPP()) konstruieren. Zunéchst beginnen wir mit dem
Fall eines endlichen Referenzmafles A, also eines A mit A(RY) < +o0. Nun konstruieren
wir

a) Eine Poissonsche Zufallsgrofie 7 mit Erwartungswert A(R?).

b) Eine Familie von iid Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung A\ = %, die

unabhéngig ist von 7.

Dann definieren wir
-
* [y—
N* = E O -
i=1

Man rechnet schnell nach, dass N* ein PPP () ist. Fiir den Fall A\(RY) = +o0 erinnern wir,
dass A lokal-endlich sein sollte. Daher existiert eine Folge disjunkter, messbarer Mengen
(F,), so dass R = | J°7 | F;, und A(F},) < +o00. Nun konstruieren wir nach obigen Schema
einen PPP(\,) auf F,, (wobei A\, = A(F},)) und nennen diesen N,,. Setzt man

N = i N,,
n=1

so ist NV ein PPP(\). O

Um die Konvergenz der Extremalprozese zu diskutieren, miissen wir beschreiben, was
wir mit der Konvergenz von Punktprozessen meinen. Da es sich bei einem Punktprozess
um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Menge der PunktmaBe auf R? handelt,
ist es natiirlich, eine Form der schwachen Konvergenz als geeigneten Konvergenzbegriff
zu vermuten. Wir wiirden dann sagen, dass eine Folge von Punktprozessen (N, ), gegen

108



einen Punktprozess N konvergiert, falls fiir alle stetigen beschrinkten Funktionen f auf
der Menge der Punktprozesse

E f(Nn) — Ef(N)

n—oo

gilt. Um dieser Gleichung eine Bedeutung zu geben, miissen wir allerdings wissen, was
eine stetige Funktion auf der Menge der Punktprozesse ist, d. h. wir miissen diese Menge
topologisieren. Wir wihlen hier die Topologie der vagen Konvergenz. Dazu statten wir R?
mit der iiblichen Euklidischen Norm aus und erinnen uns, dass R? damit ein vollstéindiger,
separabler, metrischer Raum ist.

Definition 7.23 o Cy(RY) sei die Menge aller stetigen Funktionen mit kompaktem
Tréiger auf R,
o Cf (RY) sei die Menge aller Funktionen f € Co(RY) mit f > 0.
o M*(R?) sei die Menge aller lokal endlichen, positiven Mafe auf R%.
o ST(RY) sei die o-Algebra auf M*T(R?), die durch die Abbildungen
m—m(f), f € Cf(RY)
erzeugt wird.
Definition 7.24 Wir sagen, dass eine Folge (u,) in M*(R?) gegen ein p € M*(R?) vag
konvergiert, falls fiir alle f € Cy (RY) gilt
fin(f) = p(f)
fiir n — oo.

Bemerkung 7.25 FEine Subbasis dieser Topologie der vagen Konvergenz wird durch alle
Mengen der Form

..... fio (1) == {v € MERY) 2 [u(fi) —u(fi)l <e Vi=1,...,k}

gegeben.

Bemerkung 7.26 Gegeben die vage Topologie auf M*(R?), kénnen wir natiirlich ihre
Borelsche o-Algbra B(M™(R?)) betrachten. Es stellt sich heraus, dass

B(M*(R) = S*(R?)

gilt.

Es gelten die folgenden Eigenschaften fiir vage Konvergenz (Details und Beweise findet
man z. B. im Maftheoriebuch von Parthasaraty).
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Satz 7.27 Sei (un)n eine Folge in MT(RY) und p € MFT(R?). Dann sind dquivalent:

(i) pn konvergiert vage gegen u (in Zeichen: pi, —— ).
(ii) pn(B) — wu(B) fiir alle relativ kompakten B C RY mit n(0B) = 0.
(1i) limsup p, (K) < p(K) und iminf p,(G) > w(G) fir alle kompakten Mengen K und

n—oo

alle relativ kompakten offenen Mengen G.

Der néchste Satz stellt einen Zusammenhang zwischen vag konvergenten Folgen von
Punktmaflen und der Konvergenz der zugehorigen Punktfolgen her.

Satz 7.28 Sei i, 1 € MF(R?) fiir allen € N. Es gelte

fin —— fi.

Es sei K kompakt mit u(0K) = 0. Dann gibt es eine Nummerung der Punkte von p,, so
dass fiir alle n groff genug (grofier als ein n(K))

pin(- 0 Zm und  p(-N K) Zéﬁ
i=1

gilt und
(", ... L) = (21, ).

AuBlerdem gilt:
Satz 7.29 M, (R?) C M*(R?) ist vag abgeschlossen.
SchlieBlich benttigen wir noch die Metrisierbarkeit der vagen Topologie:

Satz 7.30 Die Topologie der vagen Konvergenz ist metrisierbar. Mit dieser Metrik wird
M (R?) zu einem vollstindigen, separablen metrischen Raum.

Beweis: Die Idee wird sein, eine abzihlbare Menge von Funktionen (k,), aus Cg zu
finden, die die vage Konvergenz determinieren, d. h. so dass

fin — o pn(ki) — plks) Vi=1,2,...

gilt. Sei dazu (G;); eine Familie relativ kompakter Mengen, so dass diese Familie abge-
schlossen unter endlichen Vereinigungen und Durchschnitten ist und das B¢ erzeugt. Der
Satz von Urisohn sagt nun, dass wir die Indikatoren der G; durch stetige Funktionen ap-
proximieren koénnen, da G relativ kompakt ist, stammen diese Mengen aus C; (R?). Also
gibt es (fin)n C Cf (RY) und (gin)n € Cq (RY), so dass

fi,n T ]lGi und 9in l ]le
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wobei bei beiden Limiten n — oo genommen wird.

Unsere Menge (k,,) besteht nun aus allen (k;,)s., und (g; »)in. Nun ist u € M*(R9) durch
seine Werte auf den (k,), festgelegt, da die (G;) die vage Topologie erzeugen. Genauer
gilt einerseits

u(fin) T(Gs) fiir n— o0
und 1(gin) | 1(Gy) fiir n — oo,

andererseits sind die (G;) ein 7-System, das B(R?) erzeugt, also determinieren die u(G;)
das Maf§ p. Somit
fn = <= pin(hi) — ¢; = p(h;) Vi

Wir setzen als Metrik:
d(p,v) == Z 2—i(1 _ 6_|N(hi)_’/(hi)‘).
i=1

Es ist einfach zu sehen, dass
d(pn, t) = 0= pin(hi) — p(h) Vi

Andererseits impliziert

das folgende: Wihle N so, dass
N
doiz1-e
i=1
fiir ¢ > 0. Auflerdem gibt es dann ein ng, so dass
1 —exp(|pn(h;) — p(hy)]) <e firalle n>n,

und allei =1,..., N. Also
N
i=1

Also konvergiert auch d(p,, ) — 0. Man rechnet auch nach, dass mit dieser Metrik
(M (R?), d) vollstindig und separabel ist. Dies ist eine Ubung. O

Da wir nun M™(R?) topologisiert und sogar metrisiert haben, kénnen wir nun die schwa-
che Konvergenz von MaBen auf M*(R%) erkliren.

Ein hilfreiches Werkzeug hierbei ist die Verallgemeinerung des Satzes von Skohorod, den

wir schon aus Kapitel 1 auf R kennen.

Satz 7.31 Sei (X,,) eine Folge von Zufallsvariablen auf einem vollstindigen, metrischen
Raum. Dann konvergiert X,, schwach gegen eine Zufallsvariable Xy, dann und nur dann,
wenn es eine Familie (X)) von Zufallsvariablen auf ([0, 1], Byo ., »\{0’1]) qibt, so dass
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(i) X, 2 X* vn.
(i) X — X5 W-fs.

Beweis: Siehe Billingsley “Weak Convergence of Probability Measure”. O

Ein sehr praktisches Resultat, um schwache Konvergenz zu iiberpriifen, ist Kallenbergs
Satz.

Satz 7.32 Es sei & ein einfacher Punktprozess auf einem metrischen Raum E und T ein
m-System von relativ-kompakten offenen Mengen. Weiter gelte fir I € T

Pl¢(0I) =0] = 1.
Wenn (&), eine Folge von Punktprozessen auf E ist und fir alle I € T

lim P[¢, (1) = 0] = P(£(1) = 0)

n—~0o0

und
JLIEOESH(I) =E&(]) < 0 (7.20)

gilt, dann folgt

€n — &

Bemerkung 7.33 Ist E = RY, so kann man das System der halboffenen Rechtecke als
w-System wdhlen.

Beweis von Satz 7.32. Die Idee geht auf den Fall E = R? zuriick. Hier ist ein Punkt-
prozess eine (geordnete) Folge von Punkten. Kennt man die Gebiete, in die keine Punkte
fallen, so kennt man die Abstidnde zwischen den Punkten und somit den Punktprozess.
Wir schreiben zu diesem Zweck ein Punktmafl ;4 als

= Z Cy5y>
yes

wobei S der Triager von g ist, also alle Punkte, die nicht mit 0 gemessen werden und
¢y, € N. Mit 1 assoziieren wir das einfache Punktmaf

T*,u:,u*:Z(Sy.

Die Abbildung 7™ ist offensichtlich messbar und falls & und & Punktmafle sind, so dass
fiir alle I € T gilt

P[&i (1) = 0] = P[&(1) = 0],
so folgt
r2¢ (7.21)
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Ein kleiner Beweis hierfiir geht folgendermaflen: Sei
C={peMP(E): ul)=0}1eT}.

C ist ein 7-System (Ubung). Da nach Annahme die Verteilungen P; der Punktprozesse
¢; auf diesem m-System {ibereinstimmen, stimmen sie auch auf o(C') iiberein. Wir zeigen
nun, dass

T (MP>U(C)) - (MP>SP)
messbar ist. Dies ist wahr, falls fiir jedes I € 7 die Abbildung

Ty s p— (1)

messbar von (M,,o(C)) nach {0,1,2,...} ist. Nun fithren wir eine Familie endlicher

Uberdeckungen der (relativ kompakten) Menge I ein und nennen diese ((4,);)%, und

fordern, dass dann (4, ;) < & fiir alle j und alle n gilt. Dariiber hinaus wihlen wir die
(Anj)jn so, dass
Apy1; € A, fiir jedes j und ein i.

Dann gilt:
kn
T'u=p (1) = lim > (A ) AL,
j=1
denn wenn n grof§ genut ist, enthélt kein A, ; mehr als einen Punkt von p. Sei
Typ = (u(Any A1)

Offenbar gilt:
(T3)7'({0}) = {n: w(Ay ) = 0} € 0(O).

Also ist T3 messbar, somit auch 77 als monotoner Limes einer endlichen Summe messbarer
Abbildungen. Nun folgt aber

Pl¢t € B = P[T"¢ € B] =P[§ € (T")71(B)] = P,[(T")'(B)].

Da wir aber nun gezeigt haben, dass (T*)"}(B) € o(C) gilt, folgt gemifl unserer Annah-
men
Pi[(T")H(B)] = Po[(T")(B)],

somit ist dies dasselbe wie P[&; € B], was (7.21) zeigt.

Nun impliziert Bedingung (7.20) schon die Straffheit der Folge (£,), (Ubung). Somit hat
nach dem Satz von Prohorov jede Teilfolge (&), eine schwach konvergente Teilfolge
(&n)nr. Deren Limes sei 7. Da M, kompakt ist, ist 7 ein Punktprozess. Wir nehmen
zunéchst an, dass

a) 7 ist einfach;

b) fiir alle relativ kompakten A gilt

Pl¢(9A) = 0] = 1 = P[(0A) = 0] = 1. (7.22)
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Dann ist die Abbildung p — u(I) n-f.s. stetig und daher gilt, falls &,» — 7, auch
P&n (1) = 0] — P(n(I) = 0).

Somit folgt aus den vorhergehenden Beobachtungen und der Tatsache, dass n und £ einfach
sind, £ = 7. Also miissen wir noch zeigen, dass 7 einfach ist und (7.22) gilt. Fiir (7.22)
zeigen wir, dass fiir jede kompakte Menge K gilt

P[y(K) = 0] > PIE(K) = 0]. (7.23)

Dies wenden wir dann auf A an und bekommen somit auch Abschitzungen fiir OA. Fiir
ein solches kompaktes K gibt es Funktionen f; € C;f (R?) und kompakte Mengen K; (im
wesentlichen wieder aufgrund von Urysohns Satz), so dass

Ik < f; < 1,
und
I, | 1k
gilt. Daher folgt
Pln(K) = 0] = P[n(f;) = 0] = P[n(f;) < 0.
Nun konvergiert &,~(f;) gegen n(f;) und somit ergibt sich mit Hilfe des Lemmas von Fatou

Pln(f;) < 0] = limsup P&, (1;) < 0] = PIE(K;) < 0],

also (7.23).

SchlieBlich zeigen wir noch, dass 1 auch einfach ist. Dazu sei I € 7 und wir wollen zeigen,
dass die Wahrscheinlichkeit, dass n Doppelpunkte in I hat, gleich Null ist. Nun hat [
Doppelpunkte, wenn n(1) > n*(I) und

Pln(I) > n* (D] = Pln(l) —n*(1) = 5] < 2- [En(l) —En*(1)], (7.24)

| —

wobei die Ungleichung aus der Markov-Ungleichung mit g(z) = x folgt. Nun konvergiert
aber die Folge der IntermitétsmafBe E¢, (1) gegen E&(7) und & ist ein einfacher Punkt-

prozess. Somit ist
En(I) =E{(I) =E&(I) =En*(1),

d. h. die rechte Seite ist 0. O

Bemerkung 7.34 Wenn wir die beiden Bedingungen von Satz 7.32 betrachten, so ist die
wesentliche davon die Konvergenz der sogenannten “Vermeidungsfunktionen”

PlE(1n) = 0] — P[¢(1) = 0].
Die Konvergenz der Intensititsmafse
E & (1) — E(¢(1))
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haben wir nur fir die Straffheit und das letzte Argument gebraucht. Diese Bedingung ist
hinreichend, aber nicht notwendig. Man kann sie durch eine Straffheitsbedingung ersetzen,
etwa: Fir alle I € T und alle e > 0 gibt es ein R € N, so dass

P, (1) > R] <e firalle neN, (7.25)

falls man zusdtzlich einen Weg findet, um zu zeigen, dass die Limespunktprozesse nur
einfache Punktprozesse sein kinnen. Offenbar folgt aus der Markov-Ungleichung natiirlich
aus (7.20) auch (7.25), aber nicht umgekehrt und tatsichlich lassen sich Beispiele finden,
in denen (7.25) gilt, (7.20) aber nicht.

Wir werden uns nun den extremalen Punktprozessen erneut zuwenden. Dabei wollen wir
verschiedene Aspekte beachten:

(i) Wie schon im ersten Teil die Verteilung des groBten Wertes des Prozesses. Falls
un(x) die Skalenfunktion ist, so dass

P[M, < u,(7)] = G(z)

gilt, wére ein natiirliches Objekt der Punktprozess

No = 0yt (7.26)
1=1

Schickt man n — oo, so werden aufgrund der extremalen Skala die meisten Punkte
gegen —oo verschwinden, man kann aber hoffen, dass N,, als Punktprozess konver-
giert.

(ii) Die rdumliche Struktur der extremalen Werte: Ahnlich wie in Kapitel 2 kénnen
wir einen Level u,, festlegen und uns fragen, wie die Werte ¢ verteilt sind, fiir die
x; diesen Level u,, tiberschreitet. Um diese Uberschreitungen als Punktprozesse zu
schreiben, betten wir die 1 < ¢ < n in das halboffene Einheitsintervall (0, 1] ein.
Dies funktioniert iiber die Abbildung

, 1
i —.
n

Wir betrachten dann den Punktprozess der Uberschreitungen:

No=> " 8i/nlx, s, (7.27)
i=1
(iii) Man kann (i) und (ii) kombinieren und bekommt den folgenden Punktprozess auf
R x (0,1]

No = 8= (a)i/n)- (7.28)
=1
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Wir beginnen unster Studium mit dem Punktprozess der Uberschreitungen aus (7.27),
weil dieser am einfachsten ist. Wir zeigen den folgenden Satz. Wir brauchen hierfiir nur
stationdre Zufallsvariablen.

Satz 7.35 FEs sei (X,,), eine stationdre Folge von Zufallsvariablen und sei F' ihre (mar-
ginale) Verteilungsfunktion. Dann gilt

(i) Es sei T > 0 und es mdgen die Bedingungen D(u,) und D'(u,) gelten, wobei wir
Uy = Up(T) S0 wihlen, dass

n(l — F(u,(1)) — 7.

Sei N, definiert wie in (7.27). Dann konvergiert (N,,) schwach gegen den Punktpro-
zess N auf [0,1]. N hat das Intensititsmaf Tdx.

(i1) Falls die Bedingungen auf (i) fir alle T > 0 gelten, so konvergiert der Punktprozess

Nn = Z Oifnll;>un(r)

1=—00

schwach gegen den Punktprozess N auf R mit Intensititsmafl Tdx (hierzu beachte
man, dass sich eine stationdre Folge natiirlich mit Indizes auf Z schreiben ldsst).

Beweis: Natiirlich wollen wir Kallenbergs Satz verwenden. Zunéchst {iberpriifen wir, dass
die Intensitdtsmafle gegen den richtigen Limes konvergieren:

EN,((c,d]) = ZP[X,. > 1 (7)) L min(e.ty = n(d — ¢)(1 = F(un(7))) — 7(d — ¢),

somit erhalten wir asymptotisch das richtige Intensitdtsmafl. Als néchstes zeigen wir, dass
PN, (1) = 0] — &7

fiir n — oo und jede endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen I. Zu diesem Zweck
beginnen wir mit dem Fall, dass I nur ein Intervall ist. Dann gilt:

P[N,(I) = 0] = P[X; <u, ¥ —el] —s eV,
n n—o0
Hierbei haben wir fiir die Konvergenz Satz 5.10 verwendet. Fiir endliche, disjunkte Verei-
nigungen gilt dann dasselbe Resultat, wenn man ausnutzt, dass die Distanz der Intervalle,
wenn man sie wieder auf N abbildet, wie n skaliert, so dass wir Lemma 5.4 verwenden
konnen, um fiir I = |JY I; zu zeigen

P(N, (1) = 0) ~ [[P[Na(Li) = 0]

k=1

(dieser Schritt ist nattirlich fiir iid Variablen klar). Fiir (i) sind alle Intervalle kiirzer als
1, also geniigt es, die Bedingungen D(u,) und D'(u,) fir v, = u,(7) und das gegebene
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7 zu kennen. In (ii) bendtigen wir allerdings auch groflere Intervalle, so dass wir die ent-
sprechenden Bedingungen fiir alle 7 > 0 bené&tigen. O

Wir wenden uns nun dem Prozess der Extrema (7.26) zu. Hier zeigen wir

Satz 7.36 Sei (X,,), eine stationdre Folge von Zufallsvariablen mit (marginaler) Vertei-
lungsfunktion F. Auferdem mdégen die Bedingungen D(u,,) und D' (u,,) fir alle w, = u,(7)
mat

n(l — F(u,(1))) — 7

gelten. Dann konvergiert der Punktprozess

P, = iéunl(mi)
i=1

schwach gegen den Punktprozess P auf RY, dessen Intensititsmafl das Lebesquemaf ist.
Beweis: Wieder benutzen wir den Satz von Kallenberg. Wir beginnen mit der Konvergenz
der Intensitdtsmafe. Fiir jedes Intervall (a,b] < R* gilt

EPy[(a,0]) = nP[n;" (X1) € (a,0]] = n(F(un(a)) = F((un(b))) — b - a.

Als niichsten miissen wir uns um die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {P,((a,b]) = 0}
kiimmern. Es gilt

P[P((a,b]) = 0] = > "P#{i: X; > up(a)} = kA {i: X; < u,(b)} =n — k.

Nun zerlegen wir das Intervall (1,...,n) in disjunkte Teilintervalle [; und I}, [ =1,...,r
wie im Beweis von Satz 5.5, um die Terme, die in der Summe auftreten, abzuschétzen.
Denn gilt

Pl : M(I)) > u,(b)] < rm(1 — F(u,(b))) < = 0.
Daher folgt

P#{i: X; >up(a)} =k AN#{i: X; <up(b)} =n — k|
< P#icJo: Xi>u(a)} =ka{ic|Jh: Xi <un(b)} =n— K

+P[31 : M(I]) > u,(D)]
und

Pl#{i: X; > un(a)} =k A#{i: X; <un(b)} =n— k]
> P#{ic| I Xi>u(a)} =kA#{ic| L X <u.(b)} =n—k
l l

—P[31 : M(I}) > un(b)).
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AuBlerdem erhalten wir wegen Bedingung D’(u,,)
PRI #{i € I;: X; > up(a)} > 2|
< 1 Y PXy > un(a), X > u(D)]
1#j€n

< n Y PXy > un(b), X; > un(b)] L 0.

1#£jel

Wir konnen uns daher auf das Ereignis konzentrieren, dass keiner der Intervalle I; mehr
als eine Uberschreitung des Niveaus u,(a) enthélt. Daher gibt es nur eine Art, wie k der
X, das Niveau u,(a) iiberschreiten, wéhrend alle unterhalb von w,(b) bleiben: In genau
k der Intervalle I; muss das Maximum u,(a) iiberschreiten, wihrend es in den anderen
unterhalb von w,(b) bleiben muss. Aufgrund der Stationaritit ergibt sich

Pl#{i: X; > up(a)} =k A{i: X; <up(b)} =n— k]

= <;) (PIM(1) > un(a)])k(P[M(ll) < un(b)])n—k +0(1).

SchlieBlich gilt auch

und

P[Pa((a,b]) = 0] =) k'ake_b(l +0(1)) = e (1 +0(1)),

wobei 0(1) gegen 0 geht, wenn n — oo, 7 — 00, n — oo’ — 0 und ™" — 0 geht. Dies
zeigt mit dem Satz von Kallenberg die Behauptung. O

Satz 7.35 besagt, dass die Anzahl Uberquerungen eines gegebenen (extremalen) Nive-
aus in disjunkte Intervalle asymptotisch unabhéngig sind. Wir wollen diesen Satz weiter
verscharfen, indem wir verschiedene Level fiir verschiedene Intervalle zulassen und inso-
fern als dass tatséchlich Extremwertprozesse iiber disjunkten Intervallen unabhéngig sind.
Hierzu sei 7 € R fest. Wir betrachten fiir k = 1,...,r Folgen u*, so dass

n(l — F(u")) — 7

gilt. Hierbei sei

1 n r
Uy > Uy > . 2> Uy

Wir fithren eine Verschirfung der (bekannten) Bedingung D(u,) ein und nennen diese
D, ().
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Definition 7.37 FEine stationdre Folge (X;) erfillt Bedingung D, (i) fir eine Folge i,
mat
ui > ... >

33

genau dann, wenn
| Fep(V, W) — F(0) FX(w)] < any,

wobei ¥ und J gewdhlt sind wie in der Definition von D(u,) und
U= (v1,...,0p), W= (wy,...,w0,),
wobei die v;, w; gewdhlt sind als
V1, V2, ...y Wy .. ., Wy € {ui,...,u;},

Qi 18t so wie in der Definition von D(uy,).
Wir bekommen sofort

Lemma 7.38 FEs gelte die Bedingung D, (i,). Fir Ey,...,E; <{1,...,n} mit
dist(Ej,E;) >1 Vj#7
gilt .
IPIM(E;) S upVi=1,... 8] = [JPIM(E;) < unjll < ana(s — 1),
=1

T

falls fiir alle u,, gilt u,, € {u,...,ul}.
Der Beweis ist eine Ubung.

Satz 7.39 Es seien Jy,...,Js <{l,...,n}, sodass |J;| ~O;n Vj=1,...,s. Es gelte
D, (ti,) und die u,; seien gewdhlt wie im vorhergehenden Lemma. Dann gilt:

(i) PIM(Jj) Swuny Yi=1,...,8] = [, PIM(J;) < up,] — 0 mit n — oo.

(i1) Sind die Jy,...,Js fir festes m disjunkte Teilmengen von {1,...,nm} mit |J;| ~
n®; und £0; < m. Gilt dann D,(4,) fir

Uy = (Up(T1m), ..., uy(Tsm)),

wobei u,(T) so ist, dass
n(l — F(u,(1)) — 7
gilt, dann gilt auch (1).

Beweis: Auch diesen Beweis lassen wir als Ubung. O

Wenn wir zusétzlich D’ fordern, erhalten wir
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Korollar 7.40 (i) Es gelten die Bedingungen aus Satz 7.39 und die Bedingung D' (u,, k)
fur alle k=1,...,r. Gilt dann
> en<l,
k=1

so folgt

T

PIM(Jp) St VE=1...7] —exp(— > 7).
k=1

Hierbei ist T, bestimmt durch

7o = lim n(1 — F(uug)).

n—~o0

(i1) Gleiches gilt, falls die Bedingungen aus Satz 7.39 Teil (ii) gelten und zusditzlich
Bedingung D'(v,,) mit v, = U, (Og1r) fiir k =1,... 7.

Beweis: Ubung O

Wir sind nun in der Lage, auch die Uberschreitung mehrerer Level durch den Extrem-
wertprozess zu analysieren. Dazu sei die Folge (u%k)) wie oben gewéhlt mit

ult) > > u,

Wir definieren den folgenden Punktprozess auf R?
No= 2D Wi Oauifm-

i=1 k=1

Hierbei sind die (I) von der Form
L <...<l,,
z. B. [, = [7™% mit
Ik = lim n(1 — F(u®))

(letzteres ist aber nicht notwendig).

Wir wollen als erstes den moglichen Limesprozess der N, beschreiben. Dazu sei P, ein
Poissonscher Punktprozess mit Intensitatsmafl 7, auf R. Seine Atome seien (z,.), also

Pr=) 0a.
J

Ferner seien (;) iid Zufallsvariablen, die unabhéngig von P, seien. Jedes §; nehme Werte
in {1,...,r} an. Es gelte

71
s

{ (Tr_s—i_l _7_7’—5)/7}, S = 17---,T_ ]-

s=r
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Wir setzen
co B
ZZ (lksw) -
: k=1

Wenn wir die Einschréankung dieses Prozesses auf die Geraden x = [, einen Poissonschen
Punktprozess mit Intensitédt 7. Die obige Konstruktion konstruiert r solcher Prozesse,
wobei jeder eine Ausd?? des vorhergehenden ist. Daher erscheint es natiirlich, dass N der
Limes der N, ist. In der Tat wisen wir ja schon, dass die Marginalverteilungen von N,, auf
den Geraden x = [}, gegen die Marginalverteilungen von N konvergieren. Auflerdem sind
die aufeinanderfolgenden Punktprozesse auf den Geraden bei N Ausde?? voneinander. Es
gilt

Satz 7.41 (i) Es gelte D,(i,) und ’(uslk)) fir alle 1 < k < r. Dann konvergiert der
Punktprozess N,, schwach in Verteilung gegen N .

(11) Gilt zusdtzlich fir 0 <1 < 0o und u,(T)

n(l — F(u,(1))) = 7
und gilt D, (d,) fir
Uy = (up(mm), ..., u,(mn))

fir alle m > 1 und gilt D'(u, (7)) fir alle T > 0, dann konvergiert N,, gegen N (als
Punktporzess auf Rt x R).

Beweis: Wieder verwenden wir den Satz von Kallenberg. Nachzuweisen , dass die Inten-
sitdtsmafle konvergieren, dass also

EN,(B) — EN(B)

n—oo

fiir alle B gilt, ist eine einfache Ubung.
Wir zeigen nun, dass auch
P[Nn(B) = 0] — PIN(B) = 0]

fiir n — oo und alle B, die sich als disjunkte Vereinigung halboffener Rechtecke schreiben
lassen, also etwa

B = U ¢k, di] X (i, k] = UFk
Durch Umschreiben konnen wir B auch in der Form

B = U(Cj7dj] X Ej =: UFj
J J

schreiben, wobei F; endliche Vereinigungen halboffener Intervalle sind. Nun kénnen wir die
Struktur der prozesse N,, ausnutzen. Es gilt N, (F;) = 0 genau dann, wenn die niedrigste
Gerade x = l;,, Fj schneidet keine Punkte hat. Sei dies die Gerade mit der Nummer m;.
Dann gilt

{Nu(F5) = 0} = {Pm; ((¢;, d;]) = 0}.
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Dies ist aber das Ereignis
{M([¢jn, din]) < un, m;}.

Aus Korollar 7.40 erhalten wir somit

PNy (B) = 0] — exp(— Z(dj = Cj)Tm,)-
j=1
Die rechte Seite ist aber P[N(B) = 0], wie man leicht nachrechnet. Das zeigt den Satz. O

SchlieBlich wenden wir uns der Charakterisierung des gesamten Extremprozesses wie in
(7.28 zu. Wieder sei u,(7) so, dass

n(l — F(u,(1))) — .

Nn = Z; 5(1-/”7“;1()(

Dies ist ein Punktprozess auf (0,1) x R*. Es gilt:

Wir setzen

Satz 7.42 Fiir u,(T) wie oben gelte fir jedes T > 0 D'(u,(7)) und fir jedes r € N und
jedes

Uy, = (Un(71), -« s Up(T1))
gelte D,.(1i,). Dann konvergiert der Punktprozess N, gegen den Punktprozess N auf R* x
R* mit Intensititsmafi \2.

Beweis: Wieder verwenden wir den Satz von Kallenberg. Ist B = (¢,d] x (v,6], dann
folgt
EN(B) = ([nd] - [nc])Ply <u," (X1) < 9]

~ n(d— c)Plu,(vy) < X1 < uy(0)]

= n(d = )(F(un(c)) — F(un(d)))

— (d=0¢)(6 —7)

= EN(B).
Um auch die Konvergenz der Vermeidungsfunktionen zu zeigen, driicken wir die (fiir festes
B) auftretenden Wahrscheinlichkeiten mithilfe der Prozesse N,, aus Satz 7.41 aus. Ist z. B.
B ein Rechteck, so ist B ohne Punkte durch N, belegt, genau dann, wenn die Anzahl der
Uberschreitungen des Niveaus u,(y) und u,(d) in (c, d] die gleichen sind. Dies lisst sich
mithilfe des Prozesses N, fiir die Niveaus u,, () und u,(J) ausdriicken. N,, aber konvergiert
schwach, also konvergieren die zugehorigen Wahrscheinlichkeiten gegen die, die mithilfe
des Prozesses N ausgedriickt werden. Diese Wahrscheinlichkeiten aber lassen sich leicht
berechnen: Jede Anzahl von Punkten in dem unteren Prozess ist erlaubt, vorausgesetzt,
dass die entsprechenden f3; gleich 2 sind. Dies ergibt

- d — c)d]' !
N(B) = Ze—(d—c)é[( l!C) ] (1) — o (d=0)(6—)
1=0
Dies ist die Behauptung. O
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