Institut für Löwe/Ameskamp: Wahrscheinlichkeitstheorie I Mathematische Statistik SS 2007, Blatt -5-

Übungen Abgabetermin: Dienstag, 15.05.2007, 10:15 Uhr

Aufgabe 15. (5 Punkte) Sei f : R → R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie: a) Die Funktion x → F (x) := � (−∞,x] f(t) λ(dt) ist gleichmäßig stetig.

b) Ist f stetig in x_0, so ist F differenzierbar in x_0 und es gilt F^′(x_0) = f(x_0).

Aufgabe 16. (4 Punkte) Seien (Ω, A, μ) ein Maßraum, I ⊂ R ein nicht ausgeartetes Intervall und f : I × Ω → R eine Funktion mit:

(i) ω → f(x, ω) ist μ-integrierbar für alle x ∈ I. (ii) x → f(x, ω) ist differenzierbar für μ-fast alle ω ∈ Ω. (iii) Es gibt eine μ-integrierbare Funktion h : Ω → R^+ mit | ∂ ∂x f(x, ω)| ≤ h(ω) für alle ω ∈ Ω, x ∈ I.

Zeigen Sie: Die Funktion ψ : I → R mit

ψ(x) := � Ω f(x, ω) μ(dω)

ist differenzierbar und es gilt ψ^′(x) = � Ω ∂ ∂x f(x, ω) μ(dω).

Aufgabe 17. (6 Punkte) Sei f : R^+ → R mit f(x) :=^1_x sin x. Zeigen Sie: a) f ist nicht Lebesgue-integrierbar. b) f ist Riemann-integrierbar.

Aufgabe 18. (5 Punkte) Seien (Ω, A, μ) ein Maßraum, μ(Ω) < ∞ und (f_n)_{n∈N} eine Folge von messbaren, reellwertigen Funktionen auf Ω. Zeigen Sie: f_n konvergiert genau dann stochastisch gegen eine messbare, reellwertige Funktion f, wenn jede Teilfolge von (f_n)_{n∈N} eine μ-fast sicher gegen f konvergente Teilfolge enthält.