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Aufgabe 1. (5 Punkte)
a) Sei I eine beliebige Indexmenge und fiir jedes i € I sei %; eine o-Algebra iiber einem

Raum (2. Zeigen Sie:
A= ﬂ 2; ist eine o-Algebra auf €.

el

b) Zeigen Sie, dass im Allgemeinen die Vereinigung zweier o-Algebren auf einem Raum
keine o-Algebra sein muss.

Aufgabe 2. (5 Punkte)
Sei B die von € := {(a, b : —o<a<b< oo} erzeugte o-Algebra der Borel-Mengen
auf R. Zeigen Sie, dass die folgenden Mengensysteme ebenfalls Erzeuger von B sind:

€= {(—o0,q] : € Q}

&y = {UCR : Uoffen}

&3 = {A CR : A abgeschlossen}
&, = {K CcCR : K kompakt}

Aufgabe 3. (6 Punkte)
Im Folgenden bezeiche AAB := (A\ B)U(B\ A) = (AU B) \ (AN B) die symmetrische
Differenz der Mengen A und B.

a) Sei  eine nichtleere Menge, I eine Indexmenge und A;, B; C §2,i € I. Zeigen Sie:
(Ua)a(B) clJas)
iel iel iel

b) Sei weiter 2 eine Algebra tiber 2 und p ein endliches Maf auf o(2(). Zeigen Sie mit Hilfe
des Dynkin-System-Arguments: Zu jeder Menge S € o(2) und jedem ¢ > 0 existiert
eine Menge A € 2 mit u(AAS) < e.

c¢) Gilt die Aussage aus Teil b) auch noch, wenn man statt einer Algebra einen schnittsta-
bilen Erzeuger einsetzt?

Bitte wenden.



Aufgabe 4. (4 Punkte) R X )
Seien €2 und € nichtleere Rédume, & C P(€2) und f eine Abbildung von 2 nach . Zeigen
Sie:

[ o(€) =o(f71(¢))

Die folgenden Aufgaben sollen nicht abgegeben werden; sie werden in der ersten Ubung
besprochen.

Aufgabe 1.

Sei ) eine iiberabzdhlbare Menge und € := {{z} : x € Q} das System der Einpunkt-
mengen. Bestimmen Sie die von € erzeugte Algebra a(€), o-Algebra ¢(€) und das von &
erzeugte Dynkin-System §(&).

Aufgabe II.
Sei € ein Erzeugendensystem der o-Algebra 2. Zeigen Sie: Zu jeder Menge S € 2 existiert
eine Folge (E,)nen mit S € o((Ey)nen)-

Aufgabe III.
Sei p ein Inhalt auf einer o-Algebra 2. Zeigen Sie, dass p genau dann ein Mafs ist, wenn p
sub-o-additiv ist, also fiir alle Folgen (A, )nen in A gilt:

[e.e]

p(U A <D u(an

neN n=1



