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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Bestimmen Sie für eine Brown’sche Bewegung (B(t))t≥0 einen fast sicheren Wert von

lim sup
t↓0

B(t)

tα

als Funktion von α > 0.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Auf einem messbaren Raum (Ω,F) mit rechtsstetiger Filtration (Ft)t≥0 seien Stoppzeiten T1, T2, . . .
definiert.

(a) Zeigen Sie, dass wenn für jedes ω ∈ Ω die Konvergenz Tn(ω) ↓ T (ω) gilt, der Grenzwert
T : Ω→ [0,∞] eine Stoppzeit ist.

(b) Zeigen Sie, dass wenn für jedes ω ∈ Ω die Konvergenz Tn(ω) ↑ T (ω) gilt, der Grenzwert
T : Ω→ [0,∞] eine Stoppzeit ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
(B(t))t≥0 sei eine Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie, dass

(a) (B2(t)− t)t≥0 ein Martingal ist.

(b)
(

eθB(t)− θ
2t
2

)
t≥0

für jedes θ ∈ R ein Martingal ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
f ∈ C[0, 1] sei eine stetige Funktion mit f(0) = 0. Zeigen Sie, dass mit positiver Wahrscheinlichkeit
die Brown’sche Bewegung (B(t))t≥0 nah an dieser Funktion liegt, also dass für jedes ε > 0 die
Wahrscheinlichkeit

P

[
sup
s∈[0,1]

|B(s)− f(s)| ≤ ε

]
> 0

ist.
Hinweis: Führen Sie den Stetigkeitsmodul ω(δ) := supt∈[0,1−δ]

∣∣B(t+ δ)−B(t)
∣∣ ein.


