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Aufgabe 1 (3 Punkte)
(Xn)n2N0 sei ein Submartingal und T eine Stoppzeit. Zeigen Sie, dass wenn T durch ein n0 2 N

beschr�ankt ist, d.h. wenn fast sicher T � n0 ist, folgendes gilt:

EXT � EXn0

Aufgabe 2 (2+3 Punkte)
(Xt)t2T sei eine Familie von Zufallsvariablen.

(a) Zeigen Sie, dass (Xt)t2T gleichgradig integrierbar ist, wenn es eine Funktion ' : R ! [0;1)

gibt, die limx!1
'(x)
x

=1 und supt2T E'(jXtj) <1 erf�ullt.

(b) (Xt)t2T sei gleichgradig integrierbar. Zeigen Sie, dass es eine reellwertige Folge an !1 gibt,
sodass

' : R! [0;1); x 7!
1X
n=1

(x� an)
+

die beiden Bedingungen aus (a) erf�ullt.
Bemerkung: Dieses ' is o�ensichtlich konvex und monoton wachsend.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Sei X 2 L1(
;F ;P) eine integrierbare Zufallsgr�o�e. Zeigen Sie, dass die Menge

fE[XjG] : G � F ist Unter-�-Algebrag

gleichgradig integrierbar ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
f : [0; 1) ! R sei eine Lipschitz-stetige Funktion, das hei�t, es gibt eine Konstante L � 0, so dass
f�ur jedes Paar s; t 2 [0; 1) die Ungleichung jf(t) � f(s)j � Ljt � sj erf�ullt ist. Auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum

�
[0; 1);B([0; 1)); �

��
[0;1)

) sei die Folge von Zufallsvariablen (Xn)n2N0 : [0; 1)! R

durch

Xn(!) =
f ((k + 1)2�n)� f(k2�n)

2�n
f�ur ! 2 Ik;n

de�niert, wobei Ik;n := [k2�n; (k + 1)2�n) f�ur k = 0; : : : ; 2n � 1 ist. Zeigen Sie:

(a) (Xn)n2N ist ein Martingal bez�uglich (Fn)n2N0 mit Fn = �(Ik;n : k = 0; : : : ; 2n � 1).

(b) Es gibt einen Grenzwert X1, sodass Xn ! X1 f.s. und in L1.

(c) F�ur alle x 2 [0; 1) ist

f(x) = f(0) +

Z x

0

X1(!)d!

Somit ist jede Lipschitz-stetige Funktion absolut stetig und fast �uberall di�erenzierbar.


