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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Das Gauß-Maß µ auf ([0, 1],B) ist durch

µ(B) =
1

log 2

∫
B

1

1 + x
dx für Borel-Mengen B ⊆ [0, 1]

gegeben. Die Abbildung T : [0, 1]→ [0, 1] sei definiert durch T (x) = 1
x
−
[
1
x

]
für x 6= 0 und T (0) = 0.

Zeigen Sie, dass µ invariant unter T ist, also dass für jede Borel-Menge B

µ(T−1(B)) = µ(B)

ist. Bemerkung:

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Auf R ist die Cauchy(0, 1)-Verteilung durch die Lebesgue-Dichte f(x) = 1

π
· 1
1+x2

gegeben.
Die Boole-Abbildung T : R→ R ist definiert durch T (0) = 0 und

T (x) =
1

2

(
x− 1

x

)
, x 6= 0.

Zeigen Sie, dass T bezüglich der Cauchy-Verteilung maßtreu ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
T : (X,µ) → (X,µ) sei maßtreu, invertierbar und ergodisch. Zeigen Sie, dass sogar für messbare
Mengen A ⊆ X, die nur A = T−1(A) mod µ erfüllen, schon µ(A) ∈ {0, 1} ist.
Bemerkung: A = B mod µ bedeutet µ(A 4 B) = 0. Dabei ist A 4 B = (A \ B) ∪ (B \ A) die
symmetrische Differenz.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Für irrationales x ∈ (0, 1) gibt es eine eindeutige Darstellung als Kettenbruch

x =
1

x1 +
1

x2 +
1

x3 + . . .

mit x1, x2, . . . ∈ N. Zeigen Sie, dass für Lebesgue-f.a. x ∈ (0, 1) die folgende Relation gilt:

lim
n→∞

n
√
x1x2 · · ·xn =

∞∏
r=1

(
1 +

1

r(r + 2)

)log2(r)


