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Aufgabe 1 (3 Punkte)

Sei (
;F ;P) ein W-Raum, T : 
! N0[f1g eine messbare Abbildung und (Fn)n2N0 eine Filtration.
Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen �aquivalent sind.

(a) F�ur alle n 2 N0 ist fT � ng 2 Fn.

(b) F�ur alle n 2 N0 ist fT = ng 2 Fn.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Sei (Zn)n2N0 ein stochastischer Prozess und A � R eine Borel-Menge. Die Ersteintrittszeit in A ist
de�niert als

� := minfn 2 N0 : Zn 2 Ag:

Zeigen Sie, dass � eine Stoppzeit bez�uglich der nat�urlichen Filtration von (Zn)n2N0 ist.
(Das Minimum der leeren Menge ist als +1 de�niert.)

Aufgabe 3 (5 Punkte)

Sei (Fn)n2N0 eine Filtration, T : 
 ! N0 [ f1g bez�uglich dieser eine Stoppzeit und (Xn)n2N0 ein
an dieser Filtration adaptierter stochastischer Prozess. Zeigen Sie, dass der gestoppte Prozess

(XT^n)n2N0

an (Fn)n2N0 adaptiert ist.

Aufgabe 4 (2+3 Punkte)

Seien (Xn)n2N0 , (Yn)n2N0 Martingale bez�uglich der Filtration (Fn)n2N0 . Au�erdem sei  : R ! R

eine konvexe Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Wenn  (Xn) f�ur alle n 2 N0 integrierbar ist, ist ( (Xn))n2N0 ein Submartingal bez�uglich
(Fn)n2N0 .

(b) (Xn ^ Yn)n2N0 ist ein Supermartingal bez�uglich (Fn)n2N0 .


