KAPITEL 6

Statistische Entscheidungstheorie

6.1. Verlustfunktion, Risiko, Minimax—Schétzer

Es sei (X, A, (Pp)oco) ein statistisches Modell. Das heifit, X ist die Menge aller moglichen
Stichproben, A ist eine o—Algebra auf X und (Py)sceo ist eine Familie von Wahrscheinlich-
keitsmaflen auf (X,.4). Nun wird eine Stichprobe X geméifl einem Wahrscheinlichkeitsmaf
Py zuféllig aus X gezogen, wobei § € © unbekannt bleibt. Wir konstruieren einen Schétzer
0 : ¥ — © und versuchen, den Parameter § € © durch 6(X) zu schiitzen. Stellen wir uns
nun vor, dass wir fiir den Fehler, den wir dabei typischerweise machen, eine Strafe der Grofie
D(6,6(X)) auferlegt bekommen, wobei D : © x © — [0, 00) eine vorgegebene Funktion ist,
die Verlustfunktion genannt wird. Natiirliche Beispiele von Verlustfunktionen sind:

(1) quadratische Verlustfunktion: D(6) = || — 6]|;
(2) absoluter Fehler: D(0) = [|6 — 0||;

(3) LP-Verlust: D(0) = ||6 — 0|?;

(4) Null-Eins-Verlust: D(6) = L5,

wobei wir in den ersten drei Féllen voraussetzen, dass © C R™ ist, und || — || den Eukli-
dischen Abstand zwischen 6 und 6 bezeichnet.

Definition 6.1.1. Das Risiko eines Schiitzers @ ist
R(0:0) = EgD(0,0(X)).

Im Folgenden werden wir sehr oft § als eine Abkiirzung fiir die Zufallsvariable (X ) benutzen.

Beispiel 6.1.2. Fiir die quadratische Verlustfunktion D(6,0) = (6 — )2 (wobei © C R
vorausgesetzt wird) stimmt das Risiko mit dem mittleren quadratischen Fehler iiberein:

R(0:0) = Eg( — 0)* = MSEy(0) = Var, 0 + (Biasy 0)>.

Man kann das Risiko benutzen, um verschiedene Schétzer miteinander zu vergleichen: je
kleiner das Risiko, umso besser der Schétzer.

Definition 6.1.3. Wir sagen, dass ein Schétzer 6, gleichmdfig besser als ein anderer

Schiitzer 65 ist, wenn X A
R(0;0,) < R(0;6,) fiir alle 6 € ©.




0002} /_\

0.002C+

0.0015-

0.001C+

0.000 -

0.2 0.4 0.6 0.8 10

ABBILDUNG 1. Die Risikofunktionen R(6;60;) (blau) und R(6;6s) (rot) aus Bei-
spiel Der Stichprobenumfang ist n = 100.

Es kann aber durchaus passieren, dass R(0;6,) < R(0';0,) fiir ein gewisses ¢ € © und
R(0";60,) > R(0";0,) fiir ein anderes §” € ©. In diesem Fall ist kein Schiitzer gleichmiBig bes-
ser als der andere. Es wére deshalb schon, die Qualitét eines Schétzers durch eine Zahl (und
nicht durch eine Funktion von 6) charakterisieren zu kénnen. Dazu gibt es zwei natiirliche
Ansétze. Zuerst betrachten wir den Minimax—Ansatz.

Definition 6.1.4. Das mazimale Risiko eines Schitzers 0 ist
M(6) = sup R(6;0).
0O

Definition 6.1.5. Ein Schitzer 0 heifit Minimaz—Schitzer, wenn das maximale Risiko
von 6 nicht grofler ist, als das maximale Risiko jedes anderen Schitzers 0, d.h. wenn

sup R(0;0) = inf sup R(6;6).
0cO 0 0cO

Beispiel 6.1.6. Seien Xj, ..., X, unabhingige, mit Parameter € (0, 1) Bernoulli-verteilte
Zufallsvariablen. Wir benutzen die quadratische Verlustfunktion D(6,6) = (6 — 0)*. Wir
werden nun zeigen, dass der Mittglwert 0, := X,, erstaunlicherweise kein Minimax—Schétzer
fiir 0 ist. Die Risikofunktion von 6; ist gegeben durch
. . A ~ (1 —06
R(0;6,) = Vary 6, + (Biasg 6,)* = Varg 0, = g

n

Fiir das maximale Risiko von 6, erhalten wir somit

M(6) = sup 01 -9) — i
0e€(0,1) n 4n
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Betrachte nun den Schétzer
é i Sn + o
a4+ B8+n’
wobei 5, = X7 +...+ X, und die Konstanten «, # > 0 noch zu wéhlen sind. Dieser Schétzer
ist der Bayes—Schétzer fiir # wenn die a—priori—Verteilung von 6 eine Beta(«, §)—Verteilung

ist, vgl. Beispiel ??7. Das Risiko von 6, ist

- X . A nf(1—0) nb + « 2
R(0;6) = Vary 0; + (Biasg 6;)* = + -0 .

Wir wollen nun « und /3 so wihlen, dass die Funktion R(0; ég) nicht von 6 abhingt. (Der
Grund dafiir wird spéter ersichtlich sein, siehe Satz |6.3.3)). Nach einer einfachen Rechnung
kann man sich iiberzeugen, dass dies fiir « = 8 = %\/ﬁ der Fall ist. Der Schétzer 6, und sein
Risiko sehen in diesem Fall wie folgt aus:

A S, +1/n ~ 1

0y = —2\/_, R(0;0,) = S L.

n++/n 4(n++/n)? 4n

Somit ist 6; kein Minimax-Schétzer. Spéter werden wir zeigen, dass 0y der Minimax—Schétzer
ist. Es sei aber bemerkt, dass die Menge aller 0, fiir die 05 besser als 0 ist, ein (bei grofem
n) sehr kleines Intervall um £ ist und dass der Unterschied zwischen den Risiken von 6, und

0 auf diesem Intervall sehr gering ist. Fiir alle anderen 6’s ist der konventionelle Schéatzer 6,
besser.

Aufgabe 6.1.7. Welche Liinge hat das Intervall {0 € (0,1): R(6;61) > R(0,65)}?

6.2. Bayes—Schitzer

Nun betrachten wir den Bayes—Ansatz zur Charakterisierung des Risikos eines Schétzers.
Wir nehmen an, dass fiir den Parameter 6 eine a—priori—Verteilung, also ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf ©, vorgegeben ist. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf den
Fall, wenn © C R™ eine messbare Menge mit positivem Lebesgue—Maf ist und die a—priori—
Verteilung von 6 eine Lebesgue—Dichte ¢ : © — R, besitzt.

( )

Definition 6.2.1. Das Bayes—Risiko eines Schétzers 6 unter der a—priori—Verteilung ¢
ist gegeben durch

By(0) = [ RO:0)a(0)as.

( N

Definition 6.2.2. Ein Schitzer 6 heifit der Bayes—Schdtzer (unter der a—priori—Verteilung
q), wenn das Bayes—Risiko von 6 nicht groBer ist, als das Bayes—Risiko jedes anderen
Schétzers 6, d.h. wenn

A ~

B,(0) = inf B,(f).




Annahme: Es gibt ein o-endliches Maf§i A auf (X,.A), sodass alle Wahrscheinlich-
keitsmafle Py, 6 € O, absolut stetig bzgl. A\ sind. Die Dichte von Py bzgl. A heifit die
Likelihood—Funktion und wird mit L(z; ) bezeichnet.

Wir leiten nun eine alternative Formel fiir das Bayes—Risiko Bq(é) her. Stellen wir uns vor,
dass die Stichprobe x € X bekannt ist. Nach dem Bekanntwerden von x dndert sich unsere
Vorstellung iiber die Verteilung von 6: Die a—posteriori-Dichte von 6 bei bekannter Stichprobe
x ist gegeben durch

q(0)L(r;0)

(6.2.1) q(0)z) = ()

, wobei m(m):/@L(x;t)q(t)dt.

Dabei ist m(z) die Dichte (bzgl. \), dass eine Stichprobe x € X bei einem zufilligen und
geméaf der a—priori-Dichte ¢ verteilten Parameter 6 beobachtet wird.

( N
Definition 6.2.3. Schitzen wir bei einer gegebenen Stichprobe z € X den Parameter
0 durch einen Wert a € O, so ist das dadurch entstehende a—posteriori—Risiko gegeben
durch

r(a\x)z/@D(H,a)q(ﬂx)dQ

Insbesondere definieren wir das a—posteriori-Risiko eines Schitzers 6 : X — © gegeben
die Stichprobe x € X als

r(f|z) = r(6(z)|z) = / D(0,0(x))q(0])do

Der néchste Satz besagt, dass wir das Bayes—Risiko berechnen konnen, indem wir das a—
posteriori-Risiko iiber alle méglichen Stichproben z € X integrieren, wobei der Beitrag der
Stichprobe x mit der Dichte m(z) gewichtet wird.

Satz 6.2.4. Fiir das Bayes Risiko B,(f) gilt die Formel

B,() = /3E r(Q|z)m(z)A(dz).

Beweis. Mit der Definition von B (9) gilt

B,(0) :/ D(6,0(X))q(0)do = / /D (0,0(x))L(z; 0)q(0)A(dx)do,

wobel wir die Formel

EeD(0,0(X)) = / D(6,60(z))L(z; 0)A(dz)



benutzt haben. Indem wir nun (6.2.1) und danach den Satz von Fubini benutzen, erhalten

//D (0, 0(z))q(0))m(z)A\(dz) de_//D (0, 0(x))q(0))m(z)doA(dz).

Mit Definition [6.2.3] ergibt sich die Behauptung des Satzes. 0

Nun kénnen wir den Bayes—Schétzer sogar berechnen. Bei einer gegebenen Stichprobe z € X
muss man den Wert a € © finden, der das a—posteriori-Risiko 7(a|z) minimiert. Dieser Wert
ist dann der Bayes—Schétzer.

( N

Satz 6.2.5. Fiir alle z € X sei
0(z) = arg minr(alz) = argmln/ D(0,a)q(0)|z)dd

ac® a€B

Dann ist 6 ein Bayes—Schitzer von 6 zur a—priori-Verteilung g.
. J

Beweis. Aus der Definition von 0(x) folgt, dass r(alz) > r(f(z)|z) fiir alle a € O. Sei
0 : X — O ein Schétzer von 6. Mit Satz “ 4] gilt

B,(0) = / r(B(x)[r)m(x)A(dz) > / F(B(x)|)m(2)A(dx) = By(6).

Somit ist 6 ein Bayes—Schétzer. O

( )
KoroAllar 6.2.6. Sei © C R ein Intervall und betrachte die quadratische Verlustfunktion
D(6,0) = (6 — ). Dann ist der Bayes—Schétzer gegeben durch den Erwartungswert der
a—posteriori—Verteilung, d.h.

f(z) = /@ 0q(6|z)do.

Fassen wir 6 als Zufallselement mit Werten in © und Dichte ¢, so konnen wir auch
schreiben

(z) = E[f|X = z].

(. J

Beweis. Geméf Satz miissen wir die folgende Funktion minimieren:
fla) = / (0 — a)?q(0|z)dd = E[(Z — a)?], ac€O,
e

wobei Z eine Zufallsvariable mit der Dichte ¢(f|z) sei. Es ist eine Ubung zu zeigen, dass das
Minimum von E[(Z — a)?] fiir a = EZ erreicht wird. O

Korollar 6.2.7. Sei © C R ein Intervall und betrachte die Verlustfunktion D(0,0) =
|0—0|. Dann ist der Bayes—Schiitzer gegeben durch den Median der a—posteriori—Verteilung,



d.h. 6(z) ist die Losung von
| ateimas =3,
wobei wir hier die Schwierigkeiten ignorieren, die wegen Nichtexistenz oder Nichteindeu-

tigkeit der Losung entstehen konnen.
(. J

Beweis. Laut Satz miissen wir die folgende Funktion minimieren:

fla) = /@ 10— alg(02)d0 = E|Z —a|, a €O,

wobei Z eine Zufallsvariable mit der Dichte ¢(f|z) sei. Das Minimum von E|Z — a| wird
erreicht, wenn a der Median von Z ist (Ubung). O

6.3. Konstruktion des Minimax—Schéitzers

Nun werden wir einen Zusammenhang zwischen den Bayes—Schéitzern und dem Minimax—
Schétzer herstellen.

Satz 6.3.1. Sei 6 der Bayes-Schiizer, der einer a-priori- Verteilung q(0) entspricht. Falls
R(6;0) < B,(f) fiir alle 0 € ©,

dann ist @ ein Minimax-Schitzer.

Beweis. Sei 6 nicht minimax. Dann gibt es einen anderen Schétzer 6o mit

sup R(0;0,) < sup R(0;0).
0e® 0co
Nun ist aber der Erwartungswert einer Zufallsvariable immer kleiner als ihr Maximum:
By(f0) = [ (6:00)a(0)d0 < sup R(0:60)
e C)
Es folgt aus den obigen Ungleichungen, dass
B,(0o) < sup R(6;0) < B,(9),
0cO

wobei wir die Voraussetzuing benutzt haben. Dies ist ein Widerspruch, denn wir haben
vorausgesetzt, dass 6 ein Bayes—Schétzer ist. U

Bemerkung 6.3.2. Die Verteilung q aus Satz heif$t die ungiinstigste a—priori—Verteilung
fiir den Schétzer 6, denn fiir jede andere a—priori—Verteilung o (0) gilt

Bu(0) = | RO 000 < | B,@)a0)d0 = 5,(0)

Somit ist die Qualitdt des Schétzers 6 unter der a—priori—Verteilung schlechter, als unter
jeder anderen a—priori—Verteilung qo.



Satz 6.3.3. Sei 6 ein Bayes—Schétzer fiir die a—priori—Verteilung ¢(#) mit
C := R(0;0) = const fiir alle § € O.

Dann ist § minimax.

Beweis. Fiir das Bayes—Risiko von 0 gilt
B,(0) = / R(0;0)q(0)do = C/ q(0)do = C > R(6;0) fiir alle 6 € ©.
S ©

Nun folgt die Behauptung aus Satz [6.3.1] O

Beispiel 6.3.4. Secien X3,..., X, ~ Bern(f) unabhéngig, wobei 6 € [0, 1]. Die Verlustfunk-
tion sei quadratisch. Wir haben bereits gesehen, dass die Risikofunktion des Schétzers

T n+n
nicht von 6 abhiingt. AuBerdem ist 6, der Bayes—Schiitzer, wenn wir Beta(34/n, 34/n) als a—

priori—Verteilung wéhlen, s. Beispiel ??7. Somit ist 05 ein Minimax-Schétzer. Die ungiinstigste
a—priori—Verteilung ist in diesem Modell die Beta—Verteilung

Beta (%\/ﬁ %ﬁ) |

Der konventionelle Schitzer X,, ist erstaunlicherweise nicht minimax fiir die quadratische
Verlustfunktion. Damit X,, minimax wird, muss man eine unkonventionelle Verlustfunktion
betrachten.

Aufgabe 6.3.5. Seien Xi,..., X, ~ Bern(f) unabhingig und identisch verteilt, wobei

8 € (0,1). Betrachten Sie die Verlustfunktion

. o 2
D(0,0) = ((9?1 _9;).

(a) Bestimmen Sie das Risiko des Schiitzers § = X, als Funktion von 6.

(b) Zeigen Sie, dass X, der Bayes-Schiitzer von 6 fiir die a-priori-Dichte ¢(6) =
11[071](9) ist.

(c) Zeigen Sie, dass X, der Minimax-Schiitzer von @ fiir die angegebene Verlustfunk-
tion D ist.

Aufgabe 6.3.6. Seien X1,..., X, ~ N(0, 1) unabhéngige und identisch verteilte Zufalls-
variablen, wobei # € R. Betrachten Sie die Verlustfunktion D(0,6) = (6 — 6)?. Zeigen Sie,
dass X,, der Minimax-Schétzer von 6 ist, wie folgt:

(a) Bestimmen Sie den Bayes-Schiitzer 6 von 6 fiir die a-priori- Verteilung N(0, ¢?),
wobei ¢ > 0 sei.

(b) Bestimmen Sie das Bayes—Risiko dieses Schétzers und zeigen Sie damit, dass fur
einen beliebigen Schiitzer 8 die folgende Ungleichung gilt:

A 1
sup R(6;0) > —.
0€R n



(c) Folgern Sie, dass X,, der Minimax—Schétzer von 6 ist.

Aufgabe 6.3.7. Sei X ~ N(6,1) (d.h. die Stichprobe besteht aus einem Element), wobei
der Parameterraum © := [—m, m] mit 0 < m < 1 sei. Die Verlustfunktion sei quadratisch,
d.h. D(6,0) = (0 — 0)2.
(a) Betrachten Sie die a—priori—Verteilung (keine Dichte!) p mit u({—m}) = p({+m}) =
1/2 und beweisen Sie fiir den entsprechenden Bayes—Schiitzer die Formel

A e —e”

0(z) = mtanh(mz), wobei tanhz = ———.
ef +e *
(b) Zeigen Sie, dass fiir diesen Schitzer R(6;6) < Bﬂ(é) gilt und dass das Risiko
R(6; ) nicht konstant ist.
(¢) Folgern Sie, dass 0 ein Minimax-Schiitzer ist.

z

6.4. Statistik als Zweipersonenspiel

Es gibt eine interessante Interpretation der statistischen Entscheidungstheorie als ein Zwei-
personenspiel. Man betrachte ein Spiel mit zwei Spielern A und B. Spieler A habe Strategien
Ay, ..., A, zur Verfiiging, wihrend die moglichen Strategien des Spielers B mit By,..., B,
bezeichnet seien. In jeder Runde des Spiels wéhlt jeder Spieler unabhéngig vom anderen Spie-
ler eine der ihm zur Verfiigung stehenden Strategien. Wahlt A Strategie A; und B Strategie
B;, so sei der Gewinn von A in der entsprechenden Runde gleich u;; (wobei diese Zahl auch
negativ sein darf). Das Spiel wird also durch die Matrix (u;;) eindeutig beschrieben, die auch
die Auszahlungsmatriz genannt wird. Das Ziel von A ist es, seinen Gewinn zu maximieren.
Im Gegenteil ist Spieler B bestrebt, den Gewinn von A zu minimieren.

Beispiel 6.4.1. Beim Spiel “Schere, Stein, Papier, Brunnen” hat jeder der beiden Spieler
die 4 genannten Strategien zur Verfiigung. Die Regeln sind wie folgt: Stein schlédgt Schere,
Papier schlédgt Stein, Brunnen schlégt Stein, Schere schldgt Papier, Brunnen schliagt Schere
und Papier schligt Brunnen. Der Gewinn ist bei verschiedenen Symbolen gleich +1. Bei
gleichen Symbolen ist der Gewinn 0. Die Auszahlungsmatrix sieht somit folgendermaflen
aus:

Spieler B
Schere Stein Papier Brunnen
Schere 0 —1 +1 -1
Spieler A Stein +1 0 -1 -1
Papier —1 +1 0 +1
Brunnen | +1 +1 —1 0

Das Spiel besteht aus unendlich vielen Runden. Am obigen Beispiel sieht man, dass es
ungiinstig ist, sich fiir eine Strategie zu entscheiden, und diese immer zu verwenden (dieses
Vorgehen nennt man reine Strategie). Spielt z.B. einer der Spieler immer Schere, so merkt
das der andere Spieler nach einigen Runden und antwortet dann mit Stein. Giinstiger ist
es, eine gemischte Strategie zu verwenden, bei der in jeder Runde eine der vier Strategien
zufillig ausgewéahlt wird.



Definition 6.4.2. Eine gemischte Strategie von A ist ein Vektor = (xy,...,x,,) mit
1+ ...+x, =1und z,...,x, > 0. Eine gemischte Strategie von B ist ein Vektor

y=(y1,...,yp) mit yn +... +y, =1l und yy,...,y, > 0.

Interpretation: A wéhlt Strategie A; mit Wahrscheinlichkeit z;; B wahlt Strategie B; mit
Wahrscheinlichkeit y;. Da die Spieler unabhéngig voneinander agieren, ist der erwartete
Gewinn von A gegeben durch

Gla.y) =) > uyry;.

i=1 j=1

Aufgabe 6.4.3. Nehmen wir an, B spielt die “naive” gemischte Strategie (%7%,%, %)
Welche gemischte Strategie ist fiir A optimal?

Wir betrachten nun das Spiel aus Sicht der beiden Spieler.

A denkt: Angenommen, ich wihle eine gemischte Strategie x. Nach geniigend vielen Runden
wird B meine Strategie erkennen und seinerseits eine gemischte Strategie y benutzen, die
G(x,y) minimiert. Ich muss also das folgende Optimierungsproblem lésen:

Bestimme x, das min, G(z,y) maximiert.
B denkt: Angenommen, ich wihle eine gemischte Strategie y. Nach geniigend vielen Runden

wird A meine Strategie erkennen und seinerseits eine gemischte Strategie x benutzen, die
G(z,y) maximiert. Ich muss also das folgende Optimierungsproblem lésen:

Bestimme y, das max, G(x,y) minimiert.

Es stellt sich heraus, dass die Losungen der beiden Probleme, die Mazximin und Minimax
heiflen, iibereinstimmen.

s R\
Satz 6.4.4 (von Neumann, 1928). Es gilt
max min  G(z,y) = min max  G(z,y).
1., Zm >0 Y1..,Yyn >0 Y1.-,Yn>0 Z1...;2m >0
1+ A Tm=1y1+...+yn=1 Y1+..+yn=1z1+...+xm=1
& J
e M

Definition 6.4.5. Ein Paar von gemischten Strategien (z*, y*) heiBt Nash—Gleichgewicht,
wenn keiner der beiden Spieler seine Position durch einseitiges Abweichen von seiner ge-
mischten Strategie verbessern kann, d.h.
e Fiir jede gemischte Strategie = von A gilt G(z,y*) < G(z*, y*)
e Fiir jede gemischte Strategie y von B gilt G(z*,y) > G(z*,y")

Aufgabe 6.4.6. Zeigen Sie, dass im Spiel “Schere, Stein, Papier, Brunnen” das Paar
t =yt = (%, 0, %, %) ein Nash—Gleichgewicht bildet.

9



Aufgabe 6.4.7. Zeigen Sie, dass im Spiel “Schere, Stein, Papier” (ohne Brunnen) das

Paar z* = y* = (3, 3, 3) ein Nash-Gleichgewicht bildet.

Nun koénnen wir eine Interpretation der statistischen Entscheidungstheorie als Zweipersonen-
spiel beschreiben. Sei (X, A, (Pg)geco) ein statistisches Modell und D : © x © — [0, 00) eine
Verlustfunktion. Wir betrachten zwei Spieler, die als Natur und Statistiker bezeichnet wer-
den. Das Spiel verlauft wie folgt. Die Natur wéhlt ein 6 € ©. Gleichzeitig und unabhéngig
von der Natur wihlt der Statistiker einen Schitzer § : X — ©. Nachdem das Paar (6, 6)
gewdhlt wurde, wird eine Stichprobe X gemé&fl Py zufillig gezogen und der Gewinn der Na-
tur (bzw. der Verlust des Statistikers) ist D(6,6(X)). Bei einem gegebenen Paar (6,6) ist
der erwartete Gewinn der Natur gegeben durch das Risiko

R(0;0) = E4D(0,0(X)).

Die Funktion R ist somit ein Analogon der Auszahlungsmatrix.

Die reinen Strategien der Natur sind alle moglichen Parameter 6§ € ©. Die Natur kann aber
auch eine gemischte Strategie verwenden, die durch ein Wahrscheinlichkeitsmafl (zur Verein-
fachung: Dichte ¢) auf dem Parameterraum © beschrieben wird. Antwortet der Statistiker
auf eine solche gemischte Strategie mit einem Schiitzer 6, so ist sein erwarteter Verlust nichts
anderes als das Bayes—Risiko des Schétzers 0:

) :/R(@,é)q(e)de

Die beste Antwort des Statistikers ist also der Bayes—Schétzer.

Die reinen Strategien des Statistikers sind alle moglichen Schétzer. Es ist interessant, dass
sich gemischte Strategien fiir den Statistiker gar nicht lohnen. Stellen wir uns z.B. vor,
der Statistiker wiirde eine gemischte Strategie der folgenden Art einsetzen: Er sucht sich n
Schitzer 64, . . ., 6, aus und wihlt dann den Schétzer 6 mit Wahrscheinlichkeit y; > 0, wobei
Y+ ...ty = 1 Sein erwarteter Verlust wére dann

U By(01) + ...+ yuBy(6,) > (mmin B, 6;),
denn (y1,. .., y,) ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor. Der Statistiker hétte einfach den Schétzer

éj mit dem kleinsten Bayes—Risiko benutzen konnen, der dann mindestens genauso gut wie
die gemischte Strategie wére.

Nun betrachten wir das Geschehen aus Sicht der beiden Spieler.

Natur denkt: Ich wihle eine gemischte Strategie ¢. Der Statistiker, der ja rational han-
delt, wird diese Strategie nach mehreren Runden erkennen und mit dem entsprechenden
Bayes—Schétzer antworten. Mein Gewinn ist dabei das Bayes—Risiko dieses Schétzers, das
ich maximieren mochte. Also muss ich als meine gemischte Strategie die ungiinstigste a—
priori—Verteilung auswéhlen!

Statistiker denkt: Gemischte Strategien lohnen sich fiir mich nicht. Also wihle ich eine reine
Strategie, d.h. einen Schétzer . Die Natur wird diesen Schétzer nach mehreren Runden
rekonstruieren konnen. Sie wird dann mit dem Wert 6 antworten, der ihren Gewinn R(6, 6)

10



maximiert. Mein Verlust ist also gegeben durch das maximale Risiko von 0:
M(0) = sup R(0;0).
EE)

Somit muss ich denjenigen Schétzer 6 wihlen, der den Wert M (é) minimiert, also den
Minimax—Schétzer!

Handeln beide Seiten rational, so muss das Spiel im Nash—Gleichgewicht verharren: Die Na-
tur wahlt s zufillig geméfl der ungilinstigsten a—priori—Verteilung, wihrend der Statistiker

darauf mit dem entsprechenden Bayes—Schétzer antwortet, der gleichzeitig der Minimax—
Schéitzer ist, s. Abschnitt [6.3]
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