KAPITEL 4

Erwartungstreue Schétzer

Ein statistisches Modell ist ein Tripel (X, A, (Pg)sco), wobei X (genannt der Stichproben-
raum) die Menge aller moglichen Stichproben, A eine o—Algebra auf X, und (Py)ceo eine Fa-
milie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (X, .A) ist. In diesem Kapitel sei der Parameterraum
O eine Teilmenge von R". Eine Stichprobe X wird geméfl einem Wahrscheinlichkeitsmafl Py
zuféllig aus X gezogen, wobei # € © unbekannt ist. Unsere Aufgabe besteht darin, # anhand
von X zu schétzen.

Definition 4.0.1. Ein Schdtzer ist eine beliebige (Borel-messbare) Funktion
0:X >0, z— 0(z).

Bemerkung 4.0.2. Manchmal werden wir erlauben, dass ein Schéitzer auch Werte aufler-
halb von © annimmt.

Man mochte nun Schétzer konstruieren, fiir die é(X ) moglichst “nah” an 6 liegt. Dabei ist es
ganz natiirlich zu fordern, dass der Erwartungswert von é(X ) mit dem zu schitzenden Wert
6 iibereinstimmen soll. Solche Schétzer heiflen erwartungstreu. In diesem Kapitel werden wir
versuchen, unter allen erwartungstreuen Schitzern in einem gewissen Sinne “den besten” zu

finden.

4.1. Erwartungstreue, Bias, mittlerer quadratischer Fehler

Definition 4.1.1. Ein Schitzer 0 heift erwartungstreu (oder unverzerrt), falls
Eq[0(X)] = 6 fiir alle € ©.
Der Bias (die Verzerrung) eines Schiitzers 6 ist
Biasy(0) = Eg[0(X)] — 6.
Wir betrachten Biasy(f) als eine Funktion von 6 € ©.

(. J

Bemerkung 4.1.2. Ein Schiitzer § ist genau dann erwartungstreu, wenn Biasy(6) = 0 fiir
alle 6 € ©.

Aufgabe 4.1.3. Zeigen Sie, dass die Menge aller erwartungstreuen Schétzer ein affiner
Unterraum des Vektorraumes aller Schétzer ist. D.h. sind 91 und 92 erwartungstreu, so ist
auch t0; + (1 — )05 fiir alle ¢ € R erwartungstreu.
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Manchmal mochte man nicht den Parameter 6, sondern eine Funktion g(f) schétzen.

Definition 4.1.4. Ein Schétzer ¢ heifit erwartungstreu fir g(0), falls
Eo[o(X)] = g(0) fiir alle 6§ € O.

Aufgabe 4.1.5. Seien Xj,..., X, unabhingig und mit Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli-
verteilt. Zeigen Sie, dass es keinen erwartungstreuen Schétzer fiir % gibt. Es gibt also
statistische Modelle ohne erwartungstreue Schétzer.

Beispiel 4.1.6. In diesem Beispiel werden wir verschiedene Schétzer fiir den Endpunkt
der Gleichverteilung konstruieren. Es seien Xj, ..., X,, ~ U[0, 0] unabhéngige und auf dem
Intervall [0, 0] gleichverteilte Zufallsvariablen, wobei § > 0 der zu schitzende Parameter sei.
Es seien X(1) < ... < X(,) die Ordnungsstatistiken von Xi,..., X,,.

ERSTER SCHATZER. Zuerst betrachten wir den Maximum-Likelihood—Schétzer
(X1, .., X,) = Xy = max{Xy,..., X,}.
Es ist offensichtlich, dass 91 < 6. Somit hat él einen negativen Bias.

ZWEITER SCHATZER. Wir versuchen nun den Schitzer 6; zu verbessern, indem wir ihn
etwas vergréflern. Wir wiirden ihn gerne um 6 — X ,,) vergrofiern, allerdings ist 6 unbekannt.
Deshalb machen wir den folgenden Ansatz. Wir gehen davon aus, dass die beiden Intervalle
(0, X)) und (X(y), ) ungefihr gleich lang sind, d.h.

!
Losen wir diese Gleichung bzgl. 6, so erhalten wir den Schétzer
éQ(Xl, ce ,Xn) = X(n) + X(l).

DRITTER SCHATZER. Es gibt aber auch einen anderen natiirlichen Ansatz. Wir kénnen
davon ausgehen, dass die Intervalle

(0, X)), (X1, X)), -+, (Xn), 0)

ungefihr gleich lang sind. Dann kann man die Lange des letzten Intervalls durch das arith-
metische Mittel der Léngen aller vorherigen Intervalle schitzen, was zu folgender Gleichung
fithrt:

!
0— Xy = E(X(l) + (X — X)) + (X@) — X@) + -+ (X) — X))
Da auf der rechten Seite eine Teleskop—Summe steht, erhalten wir die Gleichung

1
0— Xy = —Xn).
m =X

Auf diese Weise ergibt sich der Schétzer

A n+1
O5(Xy,...,X,) =

Xny.
X
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VIERTER SCHATZER. Wir konnen auch den Momentenschétzer betrachten. Setzen wir den
Erwartungswert von X; dem empirischen Mittelwert gleich, so erhalten wir

Eo[X)] = = = X,.

l\DIQ)

Dies fithrt zum Schéatzer
0,(X1,.... X,) =2X,.

Aufgabe 4.1.7. Zeigen Sie, dass 05, ég, 0, erwartungstreu sind, 6, jedoch nicht.

Man sieht an diesem Beispiel, dass es fiir ein parametrisches Problem mehrere natiirliche (und
sogar mehrere erwartungstreue) Schitzer geben kann. Die Frage ist nun, welcher Schétzer
der beste ist.

Definition 4.1.8. Sei © = (a,b) C R ein Intervall. Der mittlere quadratische Fehler
(mean square error, MSE) eines Schétzers 6 : X — R ist definiert durch

MSEq(d) = Eo[(8(X) — 6)2].

In dieser Definition wird stillschweigend vorausgesetzt, dass 6 quadratisch integrierbar ist,
d.h.

Eo[f(X)?] < oo fiir alle 6 € ©.

Wir bezeichnen mit L? die Menge aller quadratisch integrierbaren Schitzer.

Wir fassen MSEy(0) als eine Funktion von 6 € (a,b) auf.

Lemma 4.1.9. Es gilt der folgende Zusammenhang zwischen dem mittleren quadrati-
schen Fehler und dem Bias:

MSEy(f) = Vary 0 + (Biasy(6))>.

Beweis. Um die Notation zu vereinfachen, benutzen wir 0 als eine Abkiirzung fiir die Zufalls-
variable 6(X). Wir benutzen die Definition des mittleren quadratischen Fehlers, erweitern
mit Ey[f] und quadrieren:

MSE(6) = Eo[(0 - 0)°]
= Eo[(6 — Eo[0] + Eo[0] — 6)°]
— By [(0 — Bo[0])*) + 2B [(8 — By [0]) - (Eg[0] — 6)] + Eg[(Eo[6] — 6)*]
— Varg(0) 4 2(Eg[0] — 0) - Eg[0 — Ey[6]] + (Biasy(6))?.
Dabei haben wir benutzt, dass Eg[6 ] 6 nicht zufalhg ist. Der mittlere Term auf der rechten
Seite verschwindet, denn Ey[0 —Eg[f]] = Eg[0] — E¢[] = 0. Daraus ergibt sich die gewiinschte
Identitét. U



Bemerkung 4.1.10. Ist 6 erwartungstreu, so gilt Biasy(6) = 0 fiir alle # € © und somit
vereinfacht sich Lemma [£.1.9 zu

~ ~

MSE@(@) = Varg(ﬁ).
Bemerkung 4.1.11. Der Bias ist der “systematische Fehler” eines Schétzers, die Standard-

abweichung v/ Varg 6 kann als der “zufillige Fehler” eines Schétzers angesehen werden. Der
mittlere quadratische Fehler MSE beriicksichtigt beide Arten von Fehlern.

Mit dem Begriff des mittleren quadratischen Fehlers kénnen wir nun Schétzer vergleichen:
je kleiner der Fehler, umso besser der Schétzer.

Definition 4.1.12. Seien 6, und 6, zwei Schitzer. Wir sagen, dass 6, gleichmdpfig besser
als 6, ist, falls ) A
MSEq(61) < MSEg(6,) fiir alle § € ©.

Bemerkung 4.1.13. Falls 6; und 0, erwartungstreu sind, dann ist 0, gleichméfig besser
als 05, wenn

Vary(6;) < Varg(6,) fiir alle 0 € ©.

Aufgabe 4.1.14. Es sei X eine Zufallsvariable mit

e ? o
Bestimmen Sie alle erwartungstreuen Schitzer fiir g(#) = e~? und den mittleren quadrati-
schen Fehler fiir jeden solchen Schéitzer.

4.2. Bester erwartungstreuer Schitzer

In einem statistischen Modell kann es mehrere erwartungstreue Schétzer geben. Wir versu-
chen nun, unter diesen Schétzern denjenigen mit der kleinsten Varianz zu finden.

Definition 4.2.1. Ein Schiitzer 0 heiBt bester erwartungstreuer Schitzer (fiir 0), falls
er erwartungstreu ist und fiir jeden anderen erwartungstreuen Schétzer 6 gilt, dass

Vargé < Vargé fir alle 0 € ©.

Bemerkung 4.2.2. Der entsprechende englische Begriff lautet “UMVU estimator” (uni-
formly minimal variance unbiased).

Im néchsten Satz zeigen wir, dass es hochstens einen besten erwartungstreuen Schitzer geben
kann.



Satz 4.2.3. Seien él, b5 : X — O zwei beste erwartungstreue Schétzer, dann gilt
él = ég fast sicher unter Py fiir alle 8 € ©.

Beweis. SCHRITT 1. Da beide Schétzer beste erwartungstreue Schéitzer sind, stimmen die
Varianzen dieser beiden Schétzer iiberein, d.h.

Varg 91 = Vary 9} fir alle 6 € ©.

Ist nun Varg 6, = Vargfy = 0 fiir ein 0 € O, so sind 0, und 0, fast sicher konstant unter
Py. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, muss diese Konstante gleich 6 sein und somit
muss 0; = 0, fast sicher unter Py gelten. Die Behauptung des Satzes wire somit gezeigt.
Wir kénnen also im Folgenden annehmen, dass die beiden Varianzen Vary 91 Varyg 92 strikt
positiv sind.

SCHRITT 2. Da beide Schétzer erwartungstreu sind, ist auch 6* = @ erwartungstreu und
fiir die Varianz von 0* gilt

1 A 1 A 1 A a 1 N 1 A ~ R
Varg 0 = 1 Varg 60, + 1 Varg 05 + 5 Covy(01,605) < 5 Varg 0; + 3 \/Varg 0, \/Varg 05 = Varg 0.

Dabei wurde die Cauchy—Schwarzsche Ungleichung angewendet. Somit folgt, dass Varg 6* <
Varg 91. Allerdings ist él der beste erwartungstreue Schétzer, also muss Vary 8* = Vary él
gelten. Daraus folgt, dass die Cauchy—Schwarz—Ungleichung in Wirklichkeit eine Gleichheit
gewesen sein muss, also

Cove(él, ég) = Vary 0, = Varg 5.

SCHRITT 3. Der Korrelationskoeﬂizient von él und ég ist also gleich 1. Somit besteht ein
linearer Zusammenhang zwischen ¢; und 6,, d.h. es gibt a = a(f), b = b(6) mit

0y = a(6) - 0, + b(0) fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©.

Setzen wir diesen Zusammenhang bei der Betrachtung der Kovarianz ein und beriicksichtigen
zusétzlich, dass wie oben gezeigt Vary 6, = Covy(0y,63), so erhalten wir, dass

Varg 0; = Covg(6y, ;) = Covy(r,a(8) - 61 + b(8)) = a(6) - Varg 6;.

Also ist a(f) = 1, denn Varg 61 # 0 gemiB Schritt 1.

SCHRITT 4. Somit gilt f, = 6; + b(f). Auf Grund der Erwartungstreue der Schiitzer ist
b(f) = 0, denn

0 = Egfy = Egfy + b(0) = 0 + b(0).
Somit folgt, dass él = 92 fast sicher unter Py fiir alle 6 € ©. O

Bemerkung 4.2.4. Der beste erwartungstreue Schétzer muss nicht in jedem parametrischen
Modell existieren. Z.B. kann es passieren, dass es iiberhaupt keine erwartungstreuen Schétzer

gibt (Aufgabe [4.1.5)).



4.3. Bester erwartungstreuer Schitzer im Bernoulli-Modell

Im Folgenden werden wir fiir mehrere statistische Modelle den besten erwartungstreuen
Schétzer konstruieren. Um unsere Vorgehensweise zu erkléren, betrachten wir ein Beispiel,
das trotz seiner Einfachheit die beiden wichtigsten Ideen, Suffizienz und Vollstindigkeit,
beinhaltet, die man fiir die allgemeine Konstruktion braucht.

Wir werden den besten erwartungstreuen Schétzer fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit im n-
fachen Bernoulli-Experiment bestimmen. Es seien Xj, ..., X,, ~ Bern(#) unabhéngige, mit
Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen. Wir beobachten eine Realisierung
(x1,...,2,) und sollen @ schitzen.

Statistisches Modell. Der Stichprobenraum ist X = {0, 1}". Als o—Algebra der messbaren Er-
eignisse nehmen wir die Potenzmenge A = 2*. Die moglichen Verteilungen von (X1, ..., X,)
sehen wie folgt aus. Fiir 6 € [0, 1] ist Py das Wahrscheinlichkeitsmafl auf X mit

IP)G[A] — Z 9$1+---+zn(1 . 9)n—(w1+---+$n)7 A CX.

Der folgende Satz sollte nicht {iberraschend sein.

Satz 4.3.1. Der Schéitzer é(a:l, ..y Ty) = Ty, ist der beste erwartungstreue Schétzer von
0 im n-fachen Bernoulli-Experiment.

Beweis. Sei ¢ : X — [0, 1] ein erwartungstreuer Schitzer von 6. Wir wollen zeigen, dass
Vary o > Vary X, fiir alle 6 € [0, 1].

Erste Idee: Suffizienz. Intuitiv erscheint es plausibel, dass ein “guter” Schétzer nur die Infor-
mation verwenden sollte, wieviele Erfolge in den Bernoulli-Experimenten beobachtet wur-
den. Es sollte egal sein, wann die Erfolge eintgereten sind. So sollte z.B. ein Schétzer ¢ mit
©(0,0,1,1,1) # »(1,0,1,0,1) kein guter Schétzer sein.
Wie koénnen wir das beweisen? Fiir k = 0,1, ..., n definieren wir die Mengen

A = {,ﬁL‘: (.Il,...,l'n) € {O,l}n iL’l—F—l—.’En:k‘}

Dann ist AgU...UA, = X eine disjunkte Zerlegung von X. Die Anzahl der Elemente in A, ist
(7)- Fiir jeden Schitzer ¢ : X — [0,1] betrachten wir nun seine Rao—Blackwell-Verbesserung
©* X — [0, 1] mit

1
¢ (z) = 7~ Z o(y), falls © = (z1,...,2,) € Ap.
(k) yEAL

Der Schétzer ¢* ist konstant auf jeder der Mengen Ay, ..., A,, und der Wert von ¢* auf A,
ist einfach der Mittelwert von ¢ iiber Ay; siehe Abbildung [1}

Wir behaupten nun, dass ¢* ebenfalls erwartungstreu ist. In der Tat, wegen der Definition
von ¢* gilt

E¢*=2%Zw*(x)=2inzzﬁ(@z%ZZ@(y):Ew:@-

zeX k=0 x€Ay k=0 yeAg
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ABBILDUNG 1. Die Idee der Rao—Blackwell-Verbesserung. Eine Funktion (blau)
wird durch Mittelwerte (rot) iiber Mengen aus einer disjunkten Zerlegung ersetzt.
Der Erwartungswert bleibt unverdndert, die Varianz wird kleiner.

a%—i—...—&—a?\,
N

v
—~
=
+
+

S

[
~—

Und nun zeigen wir, dass Varg ¢* < Varg p. Mit der Ungleichung
(vom arithmetischen und quadratischen Mittel) erhalten wir

> (p(y)-0)* = <Z)% > (e(y)-0)* > (Z) <% > ely) - 9)) =) (¢ (x)—0)".

yEAL k) yeA, k) yecA, TEAL

Da die Wahrscheinlichkeit (unter Py) von jedem Ausgang y € A gleich 0%(1 — 6)"~F ist,
kénnen wir schreiben:

Varg ¢ = Eg[(p — 6)? Zek - nkZ(SD(ZD_e)?

> 3= 0 Y (@)~ 0 = Eol(" 0] = Vary

Zweite Idee: Vollstindigkeit. Im Rest des Beweises konnen wir also annehmen, dass ¢ kon-
stant auf jeder der Mengen Ay,..., A, bleibt (denn andernfalls kénnen wir ¢ durch ¢*
ersetzen, was den Schétzer verbessert). Aulerdem muss ¢ erwartungstreu sein. Gibt es viele
solche Schitzer? Zum Gliick gibt es nur einen, nimlich X,,! Um das zu zeigen, bezeichnen
wir den Wert von ¢ auf A; mit a;. Dann lautet die Bedingung der Erwartungstreue wie
folgt:

Egp = Z aj <Z) 0k (1 — )" * L ¢ fiir alle 0 € [0, 1].
k=0

Es ist eine (nicht ganz triviale) Ubung zu zeigen, dass das nur fiir a;, = k/n moglich ist. Fiir
die Losung verweisen wir auf Abschnitt O

Im Rest dieses Kapitels werden wir den obigen Beweis auf eine viel groflere Klasse von
statistischen Modellen erweitern.



4.4. Definition der Suffizienz im diskreten Fall

Beispiel 4.4.1. Betrachten wir eine unfaire Miinze, wobei die Wahrscheinlichkeit 6, dass
die Miinze Kopf zeigt, geschitzt werden soll. Dafiir werde die Miinze n mal geworfen. Falls
die Miinze beim ¢-ten Wurf Kopf zeigt, definieren wir z; = 1, sonst sei z; = 0. Die kom-
plette Information {iber unser Zufallsexperiment ist somit in der Stichprobe (z1,...,x,)
enthalten. Es erscheint aber intuitiv klar, dass fiir die Beantwortung der statistischen Fra-
gen iiber # nur die Information dariiber, wie oft die Miinze Kopf gezeigt hat (also die Zahl
1+ ...+ x,) relevant ist. Hingegen ist die Information, bei welchen Wiirfen die Miinze Kopf
gezeigt hat, nicht niitzlich. Deshalb nennt man in diesem Beispiel die Stichprobenfunktion
T(x1,...,2,) = T1+...+x, eine suffiziente (d.h. ausreichende) Statistik. Anstatt das Expe-
riment durch die ganze Stichprobe (z1,...,x,) zu beschreiben, konnen wir es lediglich durch
den Wert von x; + ...+ x, beschreiben, ohne dass dabei niitzliche statistische Information
verloren geht.

Ein guter Schétzer fiir € muss eine Funktion von z; + ...+ z, sein. Das garantiert namlich,
dass der Schétzer nur niitzliche statistische Information verwendet und nicht durch die Ver-
wendung von unniitzlichem Zufallsrauschen die Varianz des Schétzers gesteigert wird.

Nun werden wir eine allgemeine Definition der Suffizienz geben. Sei (X, A, (Pp)sco) ein sta-
tistisches Modell. In diesem Abschnitt betrachten wir nur den Fall eines endlichen oder
abzéhlbar unendlichen Stichprobenraumes X.

( )

Definition 4.4.2. Eine Funktion T : X — R" heif}t eine suffiziente Statistik, wenn fiir
alle x € X und fiir alle ¢ € R" die Funktion

0 — Py[X = z|T(X) =]
konstant ist. D.h. es soll gelten, dass
Py, [X = 2|T(X) = t] =Py, [X = 2|T(X) =]
fiir alle t € R” und alle ;1,0 € © mit Py, [T(X) =t] # 0, Py, [T(X) = t] # 0.

(. /

Man kann die obige Definition auch wie folgt formulieren: T ist suffizient, wenn die bedingte
Verteilung von X gegeben, dass T'(X) = ¢ nicht von 6 abhéngt.

Beispiel 4.4.3 (Fortsetzung von Beispiel 4.4.1]). Seien Xj, ..., X,, ~ Bern(f) unabhingige
Zufallsvariablen, wobei 6 € (0,1) zu schétzen sei. Wir behaupten, dass T'(xy,...,2,) =
r1 + ...+ x, eine suffiziente Statistik ist.

Beweis. Sei t € {0,...,n}, denn fiir alle anderen Werte von ¢ ist das Ereignis T'(X) = ¢
unméglich. Betrachte fiir (z1,...,2,) € {0,1}" den Ausdruck

P(@) :PQ[X1:$17,Xn:In|X1++Xn:t]
Pg[Xl:l‘l,...,Xn:wn,X1+...+Xn:t]
Py[ X1+ ...+ X, = 1] '
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FaLL 1. Ist oy + ...+ 2, # t, so gilt P(f) = 0. In diesem Fall hingt P(6) von € nicht ab.
FALL 2. Sei nun z; + ...+ x, = t. Dann gilt

Pg[Xl:l‘l,...,Xn:mn,X1+...+Xn:t] _PG[Xlley---aXn:In]
Pol X1+ ...+ X, =1 P X4+ X =

P(0) =

Indem wir nun benutzen, dass Xi, ..., X, unabhingig sind und X; + ... + X,, ~ Bin(n,0)
ist, erhalten wir, dass

(=) (1 — )]
ro- ooy 6

Dieser Ausdruck ist ebenfalls von 6 unabhéngig. 0
Bemerkung 4.4.4. Wir haben gezeigt, dass fiir alle t € {0,...,n}

Bt (o, e 0,1

t

PQ[X1:$1,,Xn:In|X1++Xn:t]:

Somit ist die bedingte Verteilung von (X7,..., X,,) gegeben, dass X; + ... + X,, = t, eine
Gleichverteilung auf der Menge

{(xl,,:cn)e{(),l}”xl—i——i—xn:t}

n

t) Elementen. Die bedingte Verteilung héngt nicht von 6 ab

Diese Menge besteht aus (
(Suffizienz).

Aufgabe 4.4.5. Seien Xj,..., X,, unabhéngige und

(a) mit Parameter > 0 Poisson—verteilte Zufallsvariablen;

(b) mit Parameter 6 € (0,1) geometrisch-verteilte Zufallsvariablen.
Zeigen Sie, dass T'(Xy,...,X,) = X1 + ...+ X, eine suffiziente Statistik ist. Bestimmen
Sie fiir t € Ny die bedingte Verteilung von (X1, ..., X,) gegeben, dass X7 + ...+ X, = t.

Aufgabe 4.4.6. Seien X7, ..., X,, unabhingige, auf der endlichen Menge {1, ..., 0} gleich-
verteilte Zufallsvariablen, wobei § € N ein Parameter sei. Zeigen Sie, dass T'(X1, ..., X,) =
max{Xi,...,X,} eine suffiziente Statistik ist und bestimmen Sie fiir ¢ € N die bedingte
Verteilung von (X7, ..., X,) gegeben, dass max{Xy,...,X,} =t

Im obigen Beispiel haben wir gezeigt, dass X; + ... + X, eine suffiziente Statistik ist. Ist
dann z.B. auch X, = % eine suffiziente Statistik? Im folgenden Lemma zeigen wir,
dass die Antwort positiv ist.

( )

Lemma 4.4.7. Sei T : ¥ — R eine suffiziente Statistik und sei g : Im7T — R¥ eine
injektive Funktion. Dann ist auch
goT: X = RF 1z g(T(z))

eine suffiziente Statistik.
N\ J




Beweis. Seien t € R¥ und 60,0, € © mit Py [g(T(X)) = t] # 0, i = 1,2. Wegen der
Suffizienz von T ist

P(0;) := Py, [X = a]g(T(X)) = t] = Py,[X = 2[T(X) = g~ (t))

unabhiingig von der Wahl von i = 1, 2. Dabei ist das Urbild g~!(¢) wohldefiniert, da g injektiv
ist. U

4.5. Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher

In diesem Abschnitt beweisen wir den Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher. Dieser Satz
bietet eine einfache Methode zur Uberpriifung der Suffizienz. Sei (X, A, (Py)geo) ein statis-
tisches Modell mit einer hochstens abzéhlbaren Stichprobenmenge X. Sei 7' : X — R” eine
Statistik. Im néchsten Lemma benutzen wir die folgende Notation:

o L(x;0) = Py[X = z] ist die Likelihood-Funktion.

e ¢(t;0) = Py[T(X) = t], wobei t € R", ist die Zahldichte von T'(X) unter Py.

Lemma 4.5.1. Eine Funktion 7" : X — R" ist genau dann eine suffiziente Statistik,
wenn fiir alle z € X die Funktion

L(;0)
4.5.1 0 — ————
U iT(2); )
konstant ist. (Der Definitionsbereich besteht aus allen § € © mit ¢(7'(z);0) # 0).
(. J

Beweis. Betrachte den Ausdruck
P(0) :=Py[X = z|T(X) =]
Im Falle t # T'(x) ist P(8) = 0, was unabhéngig von 0 ist. Sei deshalb ¢t = T'(z). Dann gilt
poy BX =210 =1 B[X=g L)
Po[T(X) =T(z)]  Po[T(X)=T(x)] q(T(x);0)

Somit ist T eine suffiziente Statistik genau dann, wenn (4.5.1)) nicht von 6 abhéngt.

( N

Satz 4.5.2 (Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher, diskreter Fall). Eine Funktion T :
X — R7 ist eine suffiziente Statistik genau dann, wenn es Funktionen g : R" x © — R
und h : X — R gibt, so dass die folgende Faktorisierung gilt:

(4.5.2) L(z;0) = g(T(x);0) - h(x) fir alle z € X,0 € O©.
. J
Beweis von “=". Sei T eine suffiziente Statistik. Definiere die Funktion
L(x;0)
h(z) = ——-, z€X.
)= L) 0)

Dabei kénnen wir auf der rechten Seite ein beliebiges 6 mit ¢(7'(z);6) # 0 einsetzen, denn
nach Lemma ist der Term unabhiingig von 0. Gibt es kein 0 mit ¢(7'(z);6) # 0, so
definieren wir einfach h(z) = 0.

Mit diesem h und g(t;60) = q(t; 0) gilt die Faktorisierung (4.5.2)). O
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Beweis von “<=". Es gelte die Faktorisierung (4.5.2)). Sei x € X fest. Es bezeichne
A={yeX: T(y) =T(x)}
die Niveaumenge von T, die x enthélt. Dann gilt fiir alle 8 € © mit ¢(T'(x); ) # 0, dass

Lws0)  gT@idh)  gT@:0hz) hia)
q(T(z);0) > ,cal(yi0)  >,cag(T(y):Ohly) > ,cah(y)
Dieser Ausdruck hingt nicht von # ab. Nach Lemma ist T suffizient. O

Beispiel 4.5.3. Seien X, ..., X, ~ Bern(f) unabhéngig, wobei 6 € (0, 1). Fiir die Likelihood—
Funktion gilt
L(xy,...,x;0) =Po[ Xy = x1,..., X, = 2]

= 9“(1 — 9)1_961 ]lxle{O,l} L 9:0"(1 — 9)1_x" ﬂxne{o,l}

= grtetn (L o)

Daraus ist ersichtlich, dass die Neyman-Fisher-Faktorisierung (4.5.2) mit
T(x1,. o @) =21+ .o+ an, gt0)=0(1—0)"" h(zy,...,2zn) =1,y . 20,1}

gilt. Nach dem Faktorisierungssatz von Neyman—Fisher ist T" suffizient.

4.6. Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall

Bisher haben wir nur den Fall eines héchstens abzédhlbaren Stichprobenraums X betrachtet.
Sei nun (X, A, (Py)gco) ein statistisches Modell mit einem beliebigen Stichprobenraum X.
Die Funktion T : X — R" sei Borel-messbar. Im diskreten Fall haben wir T suffizient
genannt, wenn die bedingte Verteilung von X gegeben, dass T'(X) = ¢ nicht von § abhéngt.
Im Allgemeinen kann die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses T'(X) = ¢ gleich 0 sein und es
ist nicht klar, wie man die bedingte Verteilung definiert. Dieses Problem hat eine Losung,
die im Abschnitt besprochen wird.

( )

Definition 4.6.1. Sei (X, A, (Py)sco) ein statistisches Modell. Eine Statistik 7" : X — R”"
heifit suffizient, falls es eine (von 6 unabhéngige!) Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen

{m: t € R"} gibt mit
(1) Fiir jedes t € R" ist m; ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Niveaumenge
T'¢t)={r € X: T(z) =t}
(2) Fiir alle # € O gilt “die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit”

Pyl A] = / m(ANTO) polde), A€ A

wobei py(B) = Py[T € B], B C R" Borel, die Verteilung von T" unter Py ist.

(. J

Bemerkung 4.6.2. Man kann sich 7; als die “bedingte Verteilung” von X gegeben, dass
T(X) = t, vorstellen. Entscheidend fiir die Suffizienz ist die Forderung, dass m; keine Funktion
von # sein darf. Stellen wir uns vor, es wurde eine Stichprobe X geméafl Py gezogen, uns
wurde allerdings lediglich der Wert T'(X) mitgeteilt. Wir wissen also, dass X irgendwo in
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der Niveaumenge T~ (¢) liegt. Die bedingte Verteilung von X ist ;. Da aber diese Verteilung
nicht mehr von 6 abhéngt, wiirde uns die Information iiber die genaue Position von X auf
der Niveaumenge nichts niitzen. Wir kénnten aus dieser Information keine Riickschliisse auf

0 ziehen. Deshalb heifit T suffizient.

Beispiel 4.6.3. Im n-fachen Bernoulli-Model mit der suffizienten Statistik T'(z1, ..., x,) =
x1+...+x, ist m die Gleichverteilung auf der Menge {(z1,...,z,) € {0,1}": 1+...+z, =
t}, fiir alle t € {0,...,n}. Es ist egal, wie man m; fiir andere Werte von ¢ definiert, da diese
eine Nullmenge bzgl. 1y bilden.

Bemerkung 4.6.4. Es lisst sich zeigen, dass auch die folgende “Formel der totalen Erwar-

tung” gilt:
Bl = [ ([ gan) wtat)

fiir alle Funktionen f : X — R mit Eq|f(X)] < oc.

Leider lassen die Bedingungen der obigen Definition nicht so einfach iiberpriifen. Zum Gliick
gibt es eine allgemeine Version des Satzes von Neyman-Fisher, die als eine alternative De-
finition der Suffizienz benutzt werden kann. Wir nehmen an, dass das statistische Modell
(X, A, (Pg)geco) dominiert ist, d.h. es gibt ein o—endliches Mafl A auf X (typischerweise das
Lebesgue— oder das Zihlmaf), so dass jedes Py eine Dichte beziiglich A besitzt. Diese Dichte
wird mit L(x;0) bezeichnet und heifit die Likelihood—Funktion.

( M)

Satz 4.6.5 (Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher, allgemeiner Fall). Eine Statistik
T : X — R" ist suffizient genau dann, wenn es messbare Funktionen g : R" x © — R und
h:X — R gibt mit

L(z;0) = g(T(x);0) - h(x), fur alle x € X,0 € O.

(. /

Beispiel 4.6.6. Seien X1, ..., X,, unabhingige und auf dem Intervall [0, 0] gleichverteilte Zu-
fallsvariablen, wobei § > 0 der unbekannte Parameter sei. Wir zeigen, dass T'( X1, ..., X,,) =
max { X1, ..., X,} eine suffiziente Statistik ist.

Die Dichte von X; gegeben durch

1

ho(z;) = g Ly,

Fiir die Likelihood-Funktion (also die Dichte von (X7,...,X,) bzgl. des Lebesgue-Mafles
auf R") gilt
L(xla ey T 0) = h@(xl) s h@('rn)

1
= e_n]]-xle[oﬁ} oo Lgepo,0



wobel

1
g<ta 9) = e_n]ltﬁea h(xlv o 7£En) = ]1:(;1 ..... n,>0-
Somit ist T'(X7y,...,X,) = max{Xy,..., X, } eine suffiziente Statistik. Ein guter Schétzer
fir @ muss also eine Funktion von max{Xj,...,X,} sein. Insbesondere ist der Schétzer

2X,, in diesem Sinne nicht gut, denn er benutzt iiberfliissige Information. Diese iiberfliissige
Information steigert die Varianz des Schétzers. Das ist der Grund dafiir, dass der Schétzer
2 max{X1,..., X,} (der suffizient und erwartungstreu ist) eine kleinere Varianz als der
Schitzer 2X,, (der nur erwartungstreu ist) hat.

Beispiel 4.6.7. Seien X,..., X, unabhéngige und mit Parameter # > 0 exponentialver-
teilte Zufallsvariablen. Somit ist die Dichte von X; gegeben durch

hg(l’l) = 0 eXp(—HIi)]lxizo.

Wir zeigen, dass T'(xy, ..., 2,) = x1+. . .+x, eine suffiziente Statistik ist. Fiir die Likelihood—
Funktion gilt

L(zy,...,x,;0) = hg(xy) ... hy(xy,)
=0"exp(—0(x1 + ...+ 2,)) 1y, 2n>0
=g(T(z1,...,2,);0) - h(xy,... 2,),
wobei
g(t;0) = 0" exp(—0t), h(z1,...,2) = 1py 2, >0-
Ein guter Schétzer fiir # muss also eine Funktion von X; + ...+ X, sein.

Beispiel 4.6.8. Seien Xi,..., X, unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
X; ~ N(u,0?). Der unbekannte Parameter ist 6§ = (u,0?), wobei € R und o? > 0.
Die Aufgabe besteht nun darin, eine suffiziente Statistik zu finden. Da wir normalverteilte
Zufallsvariablen betrachten, gilt fiir die Dichte
)2
u)  meER

1
= —exp| —
Varo P ( 202

Somit ist die Likelihood—Funktion gegeben durch

h’,u,,UQ (Z‘Z)

L(xy, ..o Tn; by, 0°) = Ry 2 (1) . B2 (2)

" 1< )
=|— ) exp| —== T; —
(7)o (o -7)
_ (1 neXp 1 Zn:x?—mzn:x.jun,f
202 ! !

2o i=1 i=1

Nun betrachten wir die Statistik 7" : R” — R? mit

((L’l, - 7l‘n) — (Z $?,ZIZ> = (Tl,Tg).
1=1 i=1

Diese Statistik T' ist suffizient, denn wir haben die Neyman—Fisher—Faktorisierung
L(z1, ... 20, 0%) = g(Th, To; i, 02 (21, . . ., 20)
13



mit h(xq,...,2,) =1 und

1 " T, — 2uTy + np?
g(TluTQ;M7O-2): <\/ﬂ0') exp (_ : go-g - )

Allerdings ist 77 oder Ty allein betrachtet nicht suffizient.

Bemerkung 4.6.9. Tm obigen Beispiel ist die Statistik (Z,, s?) mit

4.4, ) 1 N,
I, = —— und s = T — Nk

=1

ebenfalls suffizient, denn
Ty = nz, und Ty = (n — 1)s2 + nz2.
Wir kénnen also g(T4, T»; i1, o) auch als eine Funktion von Z,, s und p, o2 schreiben.

Beispiel 4.6.10. Es seien X, ..., X,, unabhéngige identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Dichte hy, wobei # unbekannt sei. Dann ist die Statistik

T:(z1,...,20) = (Zay,- -, Tw))

suffizient. Das heifit, die Angabe der Werte der Stichprobe ohne die Angabe der Reihenfolge,
in der diese Werte beobachtet wurden, ist suffizient. In der Tat, fiir die Likelihood—Funktion
gilt

L(xla <o T 0) = h9<x1) s hQ(xn)
Diese Funktion &ndert sich bei Permutationen von x4, ..., x, nicht und kann somit als eine
Funktion von (z(1y, ..., () und 6 dargestellt werden. Somit haben wir eine Neyman-Fisher—
Faktorisierung angegeben.

4.7. Vollstandigkeit

Sei (Pg)geco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum (X,.A).

Definition 4.7.1. Eine Stichprobenfunktion ¢ : X — R heifit erwartungstreuer Schitzer
von 0, falls
Egp = 0 fiir alle 8 € ©.

Beispiel 4.7.2. Sine 6; und 6, beide erwartungstreue Schétzer von 6, so ist ihre Differenz
0, — 0, erwartungstreuer Schétzer von 0.

e )
Definition 4.7.3. Eine Statistik 7" : X — R" heiflit vollstdndig, falls fiir alle Borel-
Funktionen g : R — R aus der Giiltigkeit von

Eypg(T) = 0 fiir alle € ©
folgt, dass ¢g(T") = 0 fast sicher beziiglich Py fiir alle § € ©.

(. J
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Mit anderen Worten: Es gibt keinen nichttrivialen erwartungstreuen Schétzer von 0, der nur
auf dem Wert der Statistik 7" basiert.

Beispiel 4.7.4. Seien Xj,..., X, unabhingige und mit Parameter § € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. In diesem Fall ist die Statistik

Ti(Xl,...,Xn)—>(X17...,Xn)

nicht vollsténdig fiir n > 2. Um die Unvollstandigkeit zu zeigen, betrachten wir die Funktion
9(X1,...,X,) = Xo — Xj. Dann gilt fiir den Erwartungswert

EgQ(T(Xl, Ce 7Xn)) = Egg(Xl, Ce 7Xn) = EQ[XQ — Xl} = 0’

denn X, hat die gleiche Verteilung wie X;. Dabei ist Xy — X; # 0 fast sicher, also ist die
Bedingung aus der Definition der Vollstdndigkeit nicht erfiillt.

Beispiel 4.7.5. Seien Xj,..., X, unabhingige und mit Parameter # € (0,1) Bernoulli-
verteilte Zufallsvariablen. Dann ist die Statistik

T(Xl,,Xn):X1++Xn
vollstandig.
Beweis. Sei g : R — R eine Funktion mit Egg(X; + ...+ X,,) = 0 fur alle § € (0,1). Somit

O—Zg ()ew—@) (1—0)" Zg ()(1f9>

Betrachte die Varlable z = 1. Nimmt 0 alle moghchen Werte im Intervall (0,1) an, so
nimmt z alle moglichen Werte im Intervall (0, 00) an. Es folgt, dass

|<b

E%

i
Z <)z—0furallez>0
=0

Also gilt fiir alle i = 0,...,n, dass g(¢)(’}) = 0 und somit auch g(i) = 0. Hieraus folgt, dass
g = 0 und die Vollstindigkeit ist bewiesen. 0

Beispiel 4.7.6. Seien X, ..., X,, unabhingige und auf [0, #] gleichverteilte Zufallsvariablen,
wobei # > 0. Dann ist die Statistik 7'(Xy,..., X,,) = max {X1,..., X} vollstandig.

Beweis. Die Verteilungsfunktion von 7" unter Py ist gegeben durch

0, x <0,
Py[T < x] = (7" 0<x <0,
1, x>0.

Die Dichte von T unter Py erhélt man indem man die Verteilungsfunktion ableitet:
q(z;0) = nz" 0 " o< pp.

Sei nun g : R — R eine Borel-Funktion mit Epg(7T'(X1,...,X,)) = 0 fir alle § > 0. Das
heifit, es gilt

0
9_"/ nx" 'g(z)dr = 0 fiir alle § > 0.
0
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Wir konnen durch 6™ teilen:

0
/ nz" 'g(z)dr = 0 fiir alle § > 0.
0

Nun kénnen wir nach @ ableiten: n6"'g(f) = 0 und somit g(f) = 0 fiir Lebesgue-fast alle
6 > 0. Somit ist g(z) = 0 fast sicher bzgl. der Gleichverteilung auf [0, 6] fiir alle § > 0. Es sei
bemerkt, dass g auf der negativen Halbachse durchaus ungleich 0 sein kann, allerdings hat
die negative Halbachse Wahrscheinlichkeit 0 bzgl. der Gleichverteilung auf [0, ]. O

4.8. Eine Charakterisierung des besten erwartungstreuen Schéitzers

Sei (Pg)geo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum (X,.A4),
wobei © C R.[]

( N

Satz 4.8.1. Sei § : ¥ — R ein erwartungstreuer Schitzer fiir §. Dann sind die folgenden
Bedingungen &quivalent:

(1) 0 ist der beste erwartungstreue Schitzer fiir 6.
(2) Fiir jeden (quadratisch integrierbaren) erwartungstreuen Schétzer ¢ fiir 0 gilt,

~

dass Covy(0, ) = 0 fiir alle 6 € ©.

(. J

Also ist ein erwartungstreuer Schéitzer genau dann der beste erwartungstreue Schétzer, wenn
er zu jedem erwartungstreuen Schétzer fiir 0 orthogonal ist.

Beweis von “=". Sei § der beste erwartungstreue Schitzer fiir 6 und sei p:R*— 06
eine Stichprobenfunktion mit Eyp = 0 fiir alle 6 € ©. Somit miissen wir zeigen, dass

~

Covy(0,¢) = 0 fiir alle § € O©.

Definieren wir uns hierfiir § = 6 + ap, a € R. Dann ist 6 ebenfalls ein erwartungstreuer
Schétzer fiir €, denn

E@é:EQé—i‘a'Egg&:Q.
Es gilt fiir die Varianz von 6, dass
Vary § = Varg 0 + a® Varg v+ 2a Cova(é, ) = Vary 0+ g(a),

wobei g(a) = a? Varg p+2a Covg(0, ). Wire nun Covy (6, ) # 0, dann hiitte die quadratische
Funktion g zwei verschiedene Nullstellen bei 0 und —2 Covg(6, @)/ Varg . (Wir diirfen hier
annehmen, dass Vary ¢ # 0, denn andernfalls wére ¢ fast sicher konstant unter Py und dann
wiirde Covg(0, ¢) = 0 trivialerweise gelten). Zwischen diesen Nullstellen giibe es ein a € R
mit g(a) < 0 und es wiirde folgen, dass Vary 6 < Var, 6. Das widerspricht aber der Annahme,
dass 6 der beste erwartungstreue Schiitzer fiir 6 ist. Somit muss Cove(é, ) =0 gelten. O

Beweis von “<=”. Sei 0 ein erwartungstreuer Schiitzer fiir 6. Sei auBerdem Covy(p, 0) =

~

0 fiir alle erwartungstreuen Schétzer ¢ fiir 0. Jetzt werden wir zeigen, dass 6 der beste

IDie Ergebnisse dieses Abschnitts werden im Folgenden nicht verwendet.
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erwartungstreue Schiitzer ist. Mit 6 bezeichnen wir einen anderen erwartungstreuen Schiitzer
fiir #. Somit geniigt es zu zeigen, dass

VaI"g é S VaI'g é

Um das zu zeigen, schreiben wir 0 =0+ (9~ — é) =0+ . Da 6 und 6 beide erwartungstreue
Schéitzer fiir 0 sind, ist ¢ := (§ — ) ein erwartungstreuer Schétzer fiir 0. Fiir die Varianzen
von 6 und 6 gilt:

Vary § = Varg 0 + Varg o+ 2 Cove(é, ¢) = Varg 0 + Vary © > Vary 0.

Die letzte Ungleichung gilt, da Varg ¢ > 0. Somit ist 0 der beste erwartungstreue Schétzer.
OJ

Aufgabe 4.8.2. Seien i, ..., Uy beste erwartungstreue Schitzer fiir die Funktionen v4 (), . .., vg(6).
Zeigen Sie, dass fiir beliebige Konstanten ¢y, ..., ¢ € R der beste erwartungstreue Schétzer
fiir c111(0) + ... + cxvr(0) durch e107 + ... + P gegeben ist.

4.9. Exponentialfamilien

In diesem Abschnitt fithren wir den Begriff der Exponentialfamilie ein. Dieser Begriff ist aus
mindestens zwei Griinden sehr niitzlich. Auf der einen Seite, ldsst sich fiir eine Exponenti-
alfamilie sehr schnell eine suffiziente und vollstdndige Statistik (und somit, wie wir spéter
sehen werden, der beste erwartungstreue Schétzer) konstruieren. Auf der anderen Seite, sind
praktisch alle Verteilungsfamilien, die wir bisher betrachtet haben, Exponentialfamilien.
Sei {hg(z) : 0 € ©} eine Familie von Dichten bzw. Zéhldichten.

Definition 4.9.1. Die Familie {hy(z) : 0 € O} heifit Ezponentialfamilie, falls es Funk-
tionen a(0), b(z), c(), d(z) gibt mit

ho(z) = a(8)b(z)ec®4®),

Beispiel 4.9.2. Betrachten wir die Familie der Binomialverteilungen mit Parametern n
(bekannt) und 6 € (0,1) (unbekannt). Fiir x € {0,...,n} ist die Zahldichte gegeben durch

e [ I S )

Somit haben wir die Darstellung hy(z) = a(6)b(x)e?4=) mit

a(f) = (1 - 6)", b@:):(“), c(0) = 1og(1f0) d(z) = 2.

X

Beispiel 4.9.3. Fiir die Normalverteilung mit Parametern u € R und o2 > 0 ist die Dichte
gegeben durch:

1 (x—pw?\ 1 x? Tl T
it () = s P (_T " Vamor P\ T22) P () ew (27 )-
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2

Unbekanntes u, bekanntes 0. Betrachten wir den Parameter p als unbekannt und o2 als

gegeben und konstant, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(u)b(z)e™W @) mit

a(yi) = \/%exp (—%) b(z) = exp (-%) =L, @)=z

Bekanntes ji, unbekanntes o%. Betrachten wir u als gegeben und konstant und o2 als unbe-
kannt, so gilt die Darstellung h,, ,2(z) = a(o?)b(x)ew)d) mit

1 %
2y _ _ _ 2\ _ _ 2
a(o”) = 9o exp ( 202) , b(x)=1, (o) 952’ d(x) = 2xp — z°.

Aufgabe 4.9.4. Zeigen Sie, dass folgende Familien von Verteilungen Exponentialfamilien
sind:
(1) {Exp(6): 6 > 0}.
(2) {Poi(#): 6 > 0}.
Kein Beispiel hingegen ist die Familie der Gleichverteilungen auf [0, §]. Das liegt daran, dass
der Trager der Gleichverteilung von 6 abhéngt.

Leider bildet die Familie der Normalverteilungen, wenn man sowohl u als auch o2 als unbe-
kannt betrachtet, keine Exponentialfamilie im Sinne der obigen Definition. Deshalb werden
wir die obige Definition etwas erweitern.

( )

Definition 4.9.5. Eine Familie {hy : § € ©} von Dichten oder Zéhldichten heifit eine
m-parametrige Exponentialfamilie, falls es eine Darstellung der Form

h,g(l’) _ a(@)b(x)ecl(e)dl(m)+.,.+cm(9)dm(gc)
gibt.

(. J

Beispiel 4.9.6. Die Familie der Normalverteilungen mit Parametern g € R und o2 > 0 (die
beide als unbekannt betrachtet werden) ist eine 2-parametrige Exponentialfamilie, denn

hy, o2 () = a(p, UQ)b(x)eq(M»UQ)dl(l“)-i-@(M702)d2(x)

mit

1 2
a(#aag) = €xXp <_%) ) b(l’) = 17

2o

1
252"
Weitere Beispiele zwei-parametriger Exponentialfamilien sind die Familie der Gammavertei-
lungen und die Familie der Betaverteilungen, die spéater eingefiihrt werden.

cr(p, 0?) = di(z) = 22, ey, 0?) = % do(z) = .
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4.10. Vollstidndige und suffiziente Statistik fiir Exponentialfamilien

Fiir eine Exponentialfamilie ldsst sich sehr leicht eine suffiziente und vollstédndige Statistik
angeben. Namlich ist die Statistik (773,...,7,,) mit

Ti(Xy, o Xo) =) di(X;), o Tu(X1, Xa) =) dn(X))
j=1 j=1

suffizient. Um dies zu zeigen, schreiben wir die Likelihood—Funktion wie folgt um:
L(xla <o Ty ‘9) = h@(xl) cee h@(l‘n)

= (a(0))"b(z1) ... b(x,) exp <Z ci(G)di(x1)> _..exp <Z ci(H)di(zn)>

i=1 i=1
= (a(0))"b(xy) ...b(x,) exp (Thc1(0) + ... + Thenm(0)) .
Die Suffizienz von (T, ...,T,,) folgt aus dem Faktorisierungssatz von Neyman-Fisher mit
hxy, ... xn) =b(xy)...0(x,), g(T1,...,Tm;0) = (a(0))" exp (Trc1(0) + ... + Truem(0)) .
Man kann zeigen, dass diese Statistik auch vollstandig ist, wenn die Menge
{(c1(0),...,cn(0)): 0 € ©} CR™
mindestens einen m-dimensionalen Ball enthélt (ohne Beweis).

Beispiel 4.10.1. Betrachten wir die Familie der Normalverteilungen mit Parametern 1 € R
und o2 > 0, wobei beide Parameter als unbekannt betrachtet werden. Wir haben bereits
gesehen, dass diese Familie eine zweiparametrige Exponentialfamilie mit d;(z) = 2? und
dy(x) = x ist. Somit st die Statistik (77, 7) mit

T(Xy, .. X)) = > di(Xp) = Y X2,
j=1 J=1

TZ(Xb s 7Xn) = ZdQ(XJ> - ZX]
j=1 j=1
suffizient und vollsténdig.

4.11. Bedingter Erwartungswert und bedingte Wahrscheinlichkeiten

In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeine Definition der bedingten Wahrscheinlichkei-
ten und Erwartungswerte vorstellen.

Elementare bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte. Zuerst erinnern
wir uns an die Definition, die bereits mehrmals benutzt wurde.

Definition 4.11.1. Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Seien A € Aund B € A
zwei Ereignisse mit P[B] # 0. Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben
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B folgendermaflen definiert:
P[AN B]

PIAIB] =~

Diese Definition ergibt nur dann Sinn, wenn P[B] # 0. Analog kann man den bedingten
Erwartungswert definieren.

( M)

Definition 4.11.2. Sei (2, 4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q@ — R eine
Zufallsvariable mit E|X| < oo. Sei B € A ein Ereignis mit P[B] # 0. Dann ist der
bedingte Erwartungswert von X gegeben B folgendermaflen definiert:

mmm:%%?.

Auch diese Definition ergibt nur dann Sinn, wenn P[B] # 0. Bedingte Wahrscheinlichkeiten
konnen als Spezialfall des bedingten Erwartungswerts angesehen werden, denn

P[A|B] = E[1,|B].

Wir haben gesehen (z.B. bei der Definition der Suffizienz im absolut stetigen Fall), dass
man bedingte Wahrscheinlichkeiten oder Erwartungswerte oft auch im Falle P[B] = 0 be-
trachten muss. In diesem Abschnitt werden wir eine allgemeine Definition des bedingten
Erwartungswerts geben, die das (zumindest in einigen Fillen) moglich macht.

Bedingter Erwartungswert gegeben eine o-Algebra. Sei X : 2 — R eine auf dem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) definierte Zufallsvariable. Wir nehmen an, dass X inte-
grierbar ist, d.h. E|X| < oo. Sei B C A eine Teil-o—Algebra von A, d.h. fiir jede Menge
B € B gelte auch B € A. In diesem Abschnitt werden wir den bedingten Erwartungswert
von X gegeben die o—Algebra B definieren.

Sei zunichst X > 0 fast sicher.
SCHRITT 1. Sei @ ein Maf auf dem Messraum (2, B) mit
Q(B) = E[X1p| fiir alle B € B.

Das Maf} @ ist endlich, denn Q(2) = EX < oo nach Voraussetzung. Es sei bemerkt, dass
das MaB @ auf (£2,B8) und nicht auf (€2, 4) definiert wurde. Das Wahrscheinlichkeitsmaf
P hingegen ist auf (£2,.4) definiert, wir koénnen es aber auch auf die kleinere o—Algebra B
einschrianken und als ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, B) betrachten.

SCHRITT 2. Ist nun B € B eine Menge mit P[B] = 0, so folgt, dass Q(B) = E[X1p] = 0,
denn die Zufallsvariable X 15 ist P-fast sicher gleich 0. Somit ist () absolut stetig beziiglich
P auf (2,8). Nach dem Satz von Radon-Nikodym gibt es eine Funktion Z, die messbar
beziiglich B ist, mit

E[Z]lB] = E[X]lB] fir alle B € B.
Es sei bemerkt, dass X A-messbar ist, wohingegen Z lediglich B—messbar ist. Wir nennen
die Zufallsvariable Z den bedingten Erwartungswert von X gegeben B und schreiben

E[X|B] = Z.
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SCHRITT 3. Sei nun X eine beliebige (nicht unbedingt positive) Zufallsvariable auf (92, A, P)
mit E|X| < co. Sei B C A nach wie vor eine Teil-o—Algebra. Wir haben die Darstellung
X =X"—X mit Xt > 0und X~ > 0. Die bedingte Erwartung von X gegeben B ist
definiert durch

E[X|B] = E[X*|B] — E[X~|B].

Wir kénnen nun die obigen Uberlegungen zu folgender Definition zusammenfassen.

( N

Definition 4.11.3. Sei X eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P). (Somit ist X A-messbar). Sei B C A eine Teil-o—Algebra.
Eine Funktion Z : 2 — R heifit bedingter Erwartungswert von X gegeben B, falls

(1) Z ist B-messbar.

(2) E[Z1p] = E[X 1] fir alle B € B.
Wir schreiben dann E[X|B] = Z.

(. J

Bemerkung 4.11.4. Die bedingte Erwartung E[X|B] ist eine Zufallsvariable, keine Kon-
stante! Die Existenz von E[X|B] wurde bereits oben mit dem Satz von Radon-Nikodym
bewiesen. Der bedingte Erwartungswert ist bis auf P-Nullmengen eindeutig definiert. Das
folgt aus der entsprechenden Eigenschaft der Dichte im Satz von Radon—Nikodym.

ABBILDUNG 2. Bedingter Erwartungswert in Beispiel [4.11.5| (links) und Bei-
spiel |4.11.6| (rechts). Blau: Der Graph von X. Rot: Der bedingte Erwartungswert.

Beispiel 4.11.5. Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Betrachte eine disjunkte abzdhlbare

Zerlegung Q = Uy,en(,, wobei 0, € A und P[Q2,,] # 0. (Wir betrachten hier eine unendliche
Zerlegung, der Fall einer endlichen Zerlegung ist vollig analog). Sei B die o—Algebra, die von
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der Familie {21, s, ...} erzeugt wird. Somit ist

B:{UQaniefl,&Q,...E{O,l}},

neN

wobei Q! = Q, und Q° = @. Sei X eine beliebige (A-messbare) Zufallsvariable auf ) mit
E|X| < co. Fiir den bedingten Erwartungswert von X geegeben B gilt:

E[X1gq,]

P[] 7
Beweis. Beachte, dass Z := E[X|B] B-messbar sein muss. Also ist Z konstant auf jeder
Menge Q,,. Sei also Z(w) = ¢, fir w € Q,,. Es muss aulerdem gelten, dass

E[X1q,] = E[Z1q,] = ¢, P[Q,)].
Daraus folgt, dass ¢, = E[X1g, |/P[2,] sein muss. O

Beispiel 4.11.6. Sei 2 = [0, 1]%. Sei A die Borel-o—-Algebra auf [0, 1]* und P das Lebesgue-
MaB. Sei X : [0,1]*> — R eine (A-messbare) Zufallsvariable mit E|X| < oo. Sei B C A eine
Teil-o—Algebra von A mit

B={Cx]0,1] : C C [0,1] ist Borel}.
Dann ist der bedingte Erwartungswert von X gegeben B gegeben durch:

E[X|B](w) = falls w € Q,,.

Z(s,1) ;:E[Xyzs](s,t):/o X(s,u)du, (s,t) € [0, 1]

Beweis. Wir zeigen, dass die soeben definierte Funktion Z die beiden Bedingungen aus
der Definition der bedingten Erwartung erfiillt. Zunéchst ist Z(s,t) eine Funktion, die nur
von s abhéngt. Somit ist Z messbar bzgl. B. Aulerdem gilt fiir jede B—messbare Menge
B =C x[0,1], dass

E[Z1cx0) = /

Cx[0,1]

Z(s, t)dsdt = / ( /0 1 Z(s,t)dt) ds = E[X Lo,

c
Somit ist auch die zweite Bedingung erfiillt.
Beispiel 4.11.7. Sei X : 2 — R eine Zufallsvariable mit E|X| < oo, definiert auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P). Dann gilt

(1) E[X|{Q, o} =EX.

(2) E[X|A] = X.

Beweis. Ubung. U

( N

Satz 4.11.8. Seien X, Y : 2 — R Zufallsvariablen (beide A-messbar) mit E|X| < oo,
E|Y| < oo, definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2, .4, P). Sei B C A eine Teil-
o—Algebra von A.

(1) Es gilt die Formel der totalen Erwartung: E[E[X|B]] = EX.
(2) Aus X <Y fast sicher folgt, dass E[X|B] < E[Y|B] fast sicher.
(3) Fiir alle a,b € R gilt E[aX + bY |B] = a E[X|B] + bE[Y|B] fast sicher.
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(4) Falls Y sogar B—messbar ist und E|XY| < oo, dann gilt
E[XY|B] = YE[X|B] fast sicher.

Beweis. Ubung. O

Bedingter Erwartungswert gegeben eine Zufallsvariable. Besonders oft wird die De-
finition der bedingten Erwartung im folgenden Spezialfall benutzt.

Definition 4.11.9. SeiY eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, P).
Die von Y erzeugte o—Algebra ist definiert durch

o(Y)={Y}(C): C C R Borel}.

Man kann sich die o-Algebra o(Y') folgendermafien vorstellen. Zunéchst einmal liegen alle
Niveaumengen der Form Y!(t) := {w € Q: Y(w) = t} in o(Y), fiir alle ¢ € R. Dabei ist
Q) eine disjunkte Vereinigung dieser Niveaumengen: € = UycgrY ~1(¢). AuBlerdem beinhaltet
o(Y') alle Vereinigungen der Niveaumengen der Form U;ccY ~*(¢), wobei C' C R eine beliebige
Borel-Menge ist.

e )

Definition 4.11.10. Seien X und Y zwei A-messbare Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Sei X integrierbar. Der bedingte Erwartungswert von X
gegeben Y ist definiert durch
E[X[Y] = E[X|o(Y)].
& J
Bemerkung 4.11.11. E[X|Y] ist eine Zufallsvariable! Aus der Messbarkeit von E[X|Y] =
E[X|o(Y)] bzgl. o(Y) (s. Definition {4.11.3) kann man herleiten, dass E[X]Y] eine Borel-

Funktion von Y sein muss (s. das Faktorisierungslemma {4.11.16/im néchsten Abschnitt). Es
gibt also eine Borel-Funktion ¢ : R — R mit

EXY] = ¢(Y).
D.h. der bedingte Erwartungswert E[X|Y] bleibt konstant auf jeder Niveaumenge Q;, = {w €
Q: Y (w) =t}, fur alle t € R:
E[X|Y](w) = ¢(t) falls Y(w) = t.
Dabei ist ) eine disjunkte Vereinigung dieser Niveaumengen: 2 = Ucr$);. Den Wert von

E[X|Y] auf einer Niveaumenge €2; kann man sich als den “Mittelwert” von X tiber €, vor-
stellen, vgl. Beispiele [4.11.5| und 4.11.6]

e M)

Definition 4.11.12. Wir definieren den bedingten Erwartungswert von X gegeben,
dass Y =t ist, durch

E[X|Y =] = E[X|Y]w) = (t), t€R,

wobei w €  ein beliebiges Element mit Y (w) = ¢ sei.
(. J
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Dabei darf P[Y = t] auch 0 sein! Wir miissen hier allerdings die Frage der Eindeutigkeit
kldren. Die Zufallsvariable E[X|Y] ist nur bis auf P-Nullmengen eindeutig definiert. Inwie-
weit ist die Funktion ¢ eindeutig? Sei py die Verteilung von Y, d.h. puy ist ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf R mit py (A) = P[Y € A]. Verdndern wir nun ¢ auf einer py—Nullmenge,
so verandert sich ¢(Y') auf einer P-Nullmenge. Somit ist die Funktion ¢ nur bis auf py—
Nullmengen eindeutig definiert. Es folgt, dass auch die Borel-Funktion ¢ — E[X|Y = {]
bis auf Nullmengen von py eindeutig definiert ist. Fiir einen vorgegebenen Wert ¢t € R
kann man also in der Regel leider nicht sagen, was E[X|Y = ¢] ist! Man muss die Funktion
t — E[X]Y = t] immer als Ganzes betrachten.

Nun konnen wir auch bedingte Wahrscheinlichkeuten als Spezialfall des bedingten Erwar-
tungswerts definieren.

( )

Definition 4.11.13. Sei Y : Q — R eine Zufallsvariable auf (€2, A, P). Fiir ein Ereignis

A € A definieren wir die die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben, dass Y = t,

durch

PAlY =t] :=E[14]Y](w), teR,

wobei w €  beliebig mit Y (w) = t ist.
. J
Beispiel 4.11.14. Sei Y eine diskrete Zufallsvariable auf (€2, .4, P). Das Bild von Y, also
die Menge

ImY = {t e R: P[Y =] >0}

ist somit hochstens abzéhlbar. Die von Y erzeugte o—Algebra o(Y) wird von den Mengen
QO ={Y =t},t € ImY, erzeugt und hat somit die gleiche Gestalt wie in Beispiel 4.11.5]
Fiir der bedingten Erwartungswert einer integrierbaren Zufallsvariable X : €2 — R gilt somit
E[X1q,]
E[X[Y = ] = B[X|V](w) = —= S
XIY =] = BX|Y](w) = g5
wobei w € €); beliebig ist.
Seien nun X und Y beide diskret mit gemeinsamer Zahldichte fxy(s,t) =P[X =s,Y =1{]
und die Zahldichte von Y sei fy (t) = P[Y = t]. Dann gilt fiir den bedingten Erwartungswert

ZseImX]P)[X =sNY = t]S . ZselmX fX,Y(57 t)S

Py =1] B fr(t)
Beispiel 4.11.15. Seien X, Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy(s,t) und die
Dichte von Y sei fy(t). Man kann zeigen, dass dann fiir den bedingten Erwartungswert eine
dhnliche Formel gilt:

E[X|Y =] =

Jo fxy (s, t)sds
fy (t) ’
wobei w € ) beliebig mit Y (w) = t ist. Diese Formel ergibt Sinn, wenn fy (¢) # 0.
24
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Faktorisierungslemma. Hier beweisen wir die im vorherigen Abschnitt angekiindigte Aus-
sage. Es ist klar, dass eine Zufallsvariable der Form ¢(Y'), wobei ¢ : R — R eine Borel-
Funktion ist, o(Y")-messbar ist. Wir beweisen nun, dass jede (Y )-messbare Zufallsvariable
von dieser Form ist.

Lemma 4.11.16 (Faktorisierungslemma). Sei Y : Q@ — R eine Zufallsvariable auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (2, A,P). Ist Z : 2 — R eine o(Y)-messbare Zufallsvariable,
so gibt es eine Borel-Funktion ¢ : R — R mit Z = p(Y).

Beweis. SCHRITT 1. Sei zuerst Z > 0. Wir zeigen, dass es Mengen A, Ay, ... € o(Y) und
Konstanten aq, as, ... > 0 gibt mit

Z = ianﬂAn.
n=1

Definiere Z,, := 27"[2"Z | An, wobei A f'ur das Minimum steht. Dann gilt Z,, 1 Z punktweise
und Z, mmmt Werte in der Menge {0, 5+, =, ..., 2~} an. Definiere (Y )-messbare Mengen
Bhi={we: Z,(w) = Zp1(w)=i27"}, neN, i=12,...,2"

Es gilt UZZZle = ) und somit 7, — Z,,_1 = ZZ 1 2nll B, Wir kénnen nun Z als eine

Teleskop—Summe schreiben:

denn Zy = 0. Nach einer Umnummerierung der Mengen B, ; und der Konstanten 5 . erhalten
wir die gesuchte Darstellung.

SCHRITT 2. Sei nach wie vor Z > 0 mit der Darstellung Z = > 7 | a, 14, wie in Schritt 1.
Nach Definition der o—Algebra o(Y") gibt es zu jeder Menge A, € o(Y') eine Borel-Menge
B, C R mit A, = Y~1(B,) und somit

14, (w)=1p, (Y (w)).

Definiere nun die Funktion ¢(t) = >">"  a,1p,. Dann gilt

ZanllA ZanﬂB = (Y (w)),

was die gesuchte Darstellung von Z ist.

SCHRITT 3. Sei nun Z nicht unbedingt nicht-negativ. Dann gibt es eine Darstellung Z =
Z—Z_,wobei Z; = max{Z,0} und Z_ = max{—Z,0} ebenfalls o(Y")-messbar und nicht-
negativ sind. Nach Schritt 2 gibt es Darstellungen 7, = ¢ (Y), Z_ = ¢_(Y) fir geeignete
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Borel-Funktionen ¢, und ¢_. Es folgt, dass Z = ¢, (V) —¢_(Y) = oY) mit ¢ = o, —p_.
0

Markow—Kerne und regulire bedingte Wahrscheinlichkeiten. Sei Y : {2 — R eine
Zufallsvariable. Fiir jedes Ereignis A € A ist die Borel-Funktion ¢ — P[A|Y = ] bis auf eine
py—Nullmenge eindeutig definiert. Stellen wir uns nun vor, dass wir uns fiir jedes Ereignis
A auf irgendeine Version dieser Funktion geeinigt haben. Man kann zeigen, dass folgende
Eigenschaften gelten:

(1) P[QY =t] =1 fiir py-fast alle t € R.

(2) Fiir jede disjunkte Familie von Ereignissen A;, As, ... € A gilt

PU AnY =t] =Y PIA|Y =1] fiir py—fast alle t € R,
n=1

Naiv konnte man nun glauben, dass fir jedes ¢ € R die Zuordnung A — P[A]Y = {]
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf der Niveaumenge {Y = t} definiert (und das man sich
sozusagen als “Einschrankung” von P auf die Niveaumenge vorstellen kénnte). Leider gibt es
hier ein Problem: alle Relationen gelten lediglich fiir uy—fast alle ¢ € R. Noch schlimmer, die
Ausnahmemenge derjenigen t, fiir die die zweite Relation nicht gilt, hangt von A;, As, ... ab.
Im schlimmsten Fall kann es passieren, dass man fiir jedes ¢ eine Familie A, A,,... finden
kann, fiir die die o—Additivitat falsch ist. Gliicklicherweise kann man dieses Problem durch
eine geschickte Wahl von Versionen der Funktionen ¢ — P[A|Y = t] vermeiden.

e )

Definition 4.11.17. Ein Markow-Kern von (£2, A) nach (', A’) ist eine Familie {m,: w €
2} mit den folgenden zwei Eigenschaften:

e Fiir jedes w € Q ist m, ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (', .A").
e Fiir alle A’ € A’ ist die Abbildung w + 7, (A’) eine Borel-Funktion auf (2,.4).

(. J

Beispiel 4.11.18. Sei E eine hochstens abzihlbare Menge und p : E'x E — [0,1] eine
Ubergangswahrscheinlichkeit, d-h. p(i, j) > 0 und >, pp(i,j) = 1 fiir alle ¢ € E. Dann

definiert

jEA

einen Markow—Kern von (E,2%) nach sich selbst.

( N

Definition 4.11.19. Sei Y : Q@ — R eine Zufallsvariable auf (2, A,P). Ein Markow—
Kern {m;: t € R} von (R, B(R)) nach (£2,.4) heiit requlire Version von P gegeben Y,
wenn

(a) Das Wahrscheinlichkeitsmaf$ m; ist auf der Niveaumenge Q; = {Y =t} konzen-
triert, d.h. m(€Q;) = 1 fiir alle t € R.
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(b) Fiir jedes Ereignis A € A gilt die “Formel der totalen Wahrscheinlichkeit”

P[4] = / o (A)ay ().

Eine regulédre Version von P existiert unter sehr allgemeinen Voraussetzungen an den Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P).

Definition 4.11.20. Zwei Messraume (€2, .A) und (€, A’) heilen Borel-isomorph, falls
es eine bijektive Abbilding T :  — Q' gibt mit

Ac A<=T(A) e A.

Man kann also die beiden Rdume aufeinander bijektiv abbilden, sodass messbare Mengen
auf messbare Mengen abgebildet werden.

( N

Definition 4.11.21. Ein Messraum (€2, .A) heifit standard Borel, falls er zu einem der
folgenden Messrdaume isomorph ist:

e (E,2F), wobei E eine hochstens abzihlbare Menge ist.
e Das Intervall [0, 1] mit der Borel-o-Algebra.

Satz 4.11.22. Sei (M, p) ein vollstandiger separabler metrischer Raum (z.B. ein kom-
pakter metrischer Raum). Es sei B(M) die Borel-o—Algebra auf M, also die von allen
offenen Mengen erzeugte o—Algebra. Dann ist der Raum (M, B(M)) standard Borel.

. J

Ohne Bewelis.

Beispiel 4.11.23. Die folgenden metrischen Rédume mit ihren jeweiligen Borel-oc—Algebren
sind allesamt isomorph zum Intervall [0, 1] mit der Borel-o—Algebra:

(a) Der Euklidische Raum R™.
(b) Der unendlich-dimensionale Hilbert-Raum L?[0, 1].
(c) Der Raum der stetigen Funktionen C[0, 1] mit der Supremumsmetrik.

Die meisten Mefirdaume, die man in der Stochastik verwendet, sind standard Borel-Raume.
Nun konnen wir endlich den Satz iiber die Existenz der reguldren Version der bedingten
Verteilung formulieren.

Satz 4.11.24. Sei Y : 2 — R eine Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, A, P) derart, dass (€2, A) standard Borel ist. Dann existiert eine regulére Version von

P gegeben Y, s. Definition [4.11.19|

Ohne Beweis.
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4.12. Satz von Rao—Blackwell

Eine suffiziente Statistik beinhaltet alles, was man iiber das Ergebnis eines statistischen
Experiments wissen muss. Es ist deshalb plausibel, dass ein “guter” Schétzer eine Funktion
der suffizienten Statistik sein muss. Der néchste Satz bestétigt diese Vermutung.

( N

Satz 4.12.1 (Rao—Blackwell). Sei (Py)geco eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
auf dem Stichprobenraum (X, .A), wobei © C R ein Intervall sei. Es seien weiterhin
e T': X — R™ eine suffiziente Statistik und R
e 0 : X — R ein erwartungstreuer Schiitzer von 6 mit Ey6? < oo fiir alle 6 € ©.
Definiere § := Ey[A|T]. Dann ist 6 ebenfalls ein erwartungstreuer Schétzer von 6 und es
gilt
Vargé < Vargé fir alle 6 € ©.

(. J

Der Schiitzer 6 ist somit mindestens so gut wie 6 und heift aus diesem Grunde die Rao-
Blackwell-Verbesserung von 0. Da 0 als bedingter Erwartungswert (7T )—messbar ist, kann
man nach dem Faktorisierungslemma f als eine Borel Funktion von T' darstellen.
Somit basiert # nur auf dem Wert der suffizienten Statistik 7.

Beweis. SCHRITT 1. Zuallererst miissen wir zeigen, dass § = Eg[f|T] keine Funktion von
6 ist. (Das darf ndmlich ein Schéitzer auf keinen Fall sein!) Wir schreiben den bedingten
Erwartungswert an der Stelle x € X als das Integral bzgl. der bedingten Verteilung Py[-|T" =
T(x)):

B(x) = Bol0|T)(x) = Egld|T = T(x)] = / 6(y)Boldy|T = T(2).

Da T suffizient ist, hingt das Wahrscheinlichkeitsmafl A — Py[A|T = T'(x)] nicht von 6 ab!
Somit héngt das Integral auf der rechten Seite nicht von 6 ab.

SCHRITT 2. Nun zeigen wir, dass 0 erwartungstreu ist. Mit der Turmeigenschaft des beding-
ten Erwartungswerts gilt

Eof = EglEo[0|T] = Egf = 0,
denn 6 ist erwartungstreu.

ScHRITT 3. Fiir die Varianz von 6 gilt
Vary 0 = Bg[(6 — 0)] = By | (B[0IT] — 0)2] = By |(Bold - 0/T)?] .

Die Jensen—Ungleichung fiir den bedingten Erwartungswert besagt, dass ¢(E[X|F]) < E[p(X)|F]
f.s., falls ¢ konvex ist. Mit dieser Ungleichung fiir ¢(z) = x? ergibt sich

op [(Eg[é - 9|T])2] < EyE, [(é . 9)2|T] = Ey[(6 — 0)?] = Vary 0,

was die behauptete Ungleichung Varg 6 < Varp 6 beweist. U

Beispiel 4.12.2. Seien Xj,..., X, unabhédngig und Bernoulli-verteilt mit Parameter 6 €
(0,1). Die Statistik T'(z1,...,2,) = 1 + ... + x, ist suffizient. Als einen sehr einfachen
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erwartungstreuen Schiitzer von @ betrachten wir 6 = X 1. Fir die Varianz dieseAs Schétzers
gilt Varg§ = 6(1 — ). Nun definieren wir die Rao-Blackwell-Verbesserung von 6:

0 = Eo[X1|X1 + ...+ X,

Diesen bedingten Erwartungswert kann man direkt mir der Definition berechnen, es gibt
allerdings eine viel elegantere Methode. Wegen Symmetrie gilt

(Man erwartet im ersten Wurf genauso viel, wie im zweiten, auch dann, wenn die Summe
X1+ ...+ X, gegeben ist). Es folgt, dass

. 1 <&

0 = Eg[X1| X1+ ...+ X,] = EZ]EQ[Xiyxl +.o X

1 1 i}

Fiir die Varianz von 6 = X, gllt Varg X,
0 = X, (es sei denn n = 1, in welchem Fall beide Schéitzer tibereinstimmen).

9(1n % eine klare Verbesserung im Vergleich zu

4.13. Satz von Lehmann—Scheffé

Der folgende Satz wird uns in vielen Beispielen erlauben, den besten erwartungstreuen
Schétzer zu konstruieren.

( M)

Satz 4.13.1 (Lehmann—Scheffé). Sei (Pg)peo eine Familie von Wahrscheinlichkeitsma-
flen auf dem Stichprobenraum (X, .A), wobei © C R ein Intervall sei. Es seien weiterhin
o T': X — R™ eine suffiziente und vollstéandige Statistik;
e 0:X—>Rein erwartungstreuer Schétzer von € mit E¢0% < oo fiir alle 6 € O.
Dann ist 6 := Eg[|T] der beste erwartungstreue Schitzer von 6.
& J
Beweis. Im Satz von Rao-Blackwell wurde gezeigt, dass § wohldefiniert (d.h. keine Funktion
von ) und erwartungstreu ist.

Sei H ein weiterer erwartungstreuer Schiitzer von 6 mit EgH? < oo fiir alle § € ©. Zu
zeigen ist, dass 6 besser ist, als H. Wir betrachten den Schitzer H := Ey [H|T]. Nach dem
Satz von Rao-Blackwell ist H besser als H. Wir zeigen nun, dass H mit 6 iibereinstimmt.
Beide Schéitzer sind o(7T")—messbar, da sie als bedingte Erwartungswerte gegeben T definiert
sind. Nach dem Faktorisierungslemma [£.1T.16] gibt es zwei Borel-Funktionen f und g mit
0 = f(T)und H = ¢(T). Dann ist § — H = f(T) — g(T) ein erwartungstreuer Schiitzer von 0,
der nur auf dem Wert von 7" basiert. Wegen der Vollstandigkeit von 7" muss f(7) —g(T) =0
Py—f.s. gelten, woraus sich ergibt, dass § = H Py—f.s. fiir alle 0 € ©. O

| 1
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Korollar 4.13.2. Sei 6 ein erwartungstreuer, suffizienter und vollstdndiger Schétzer von
0 mit Fyh? < oo fiir alle § € ©. Dann ist 6 der beste erwartungstreue Schétzer von 6.

Beweis. Folgt aus dem Satz von Lehmann-Scheffé mit 7 = 6 und 0 = Ey[|6] = 6. O

Beispiel 4.13.3. Seien X, ..., X, unabhingige, mit Parameter 6 € [0, 1] Bernoulli—verteilte
Zufallsvariablen. Der Schitzer X, ist erwartungstreu, suffizient und vollstéindig und somit
nach Korollar bester erwartungstreuer Schétzer fiir . Diese Argumentation greift
auch fiir unabhéngige, mit Parameter # > 0 Poisson—verteilte Zufallsvariablen. Dabei ist der
Beweis der Suffizienz und Vollstindigkeit eine Ubung.

Aus dem Satz von Lehmann—Scheffé ergibt sich die folgende Methode zur Konstruktion des
besten erwartungstreuen Schétzers:

e Finde eine vollstindige, suffiziente Statistik 7.

e Finde Funktion g mit der Eigenschaft, dass g(7’) ein erwartungstreuer Schétzer von
0 ist.

e Dann ist g(7") der beste erwartungstreue Schitzer von 6.

Beweis. Folgt aus dem Satz von Lehmann-Scheffé mit § = ¢(T') und 6 = Eqg[g(T)|T] = ¢(T).
U

Beispiel 4.13.4. Seien Xj,..., X, unabhingig und gleichverteilt auf [0, 6], wobei § > 0
geschitzt werden soll. Wir haben bereits gezeigt, dass X(,) = max{Xy,...,X,} eine suf-
fiziente und vollstéindige Statistik ist. Jedoch ist der Schétzer X,y nicht erwartungstreu,
denn

n
Ey X =
62 (n) n+1
Deshalb betrachten wir den Schétzer
~ 1 1
0 := nt Xy = nt max {Xy,..., X, },
n n

der erwartungstreu und eine Funktion von X, ist. Nach den obigen Uberlegungen ist
”THX (n) der beste erwartungstreue Schétzer fiir 0.

In den folgenden Beispielen werden wir den Satz von Lehmann—Scheffé in einer etwas all-
gemeineren Form benutzen. Der Parameterraum © sei beliebig und sei v : © — R eine
Funktion des Parameters. Ist 7 : X — R ein erwartungstreuer und quadratisch integrierba-
rer Schitzer von v(f) und T eine suffiziente und vollstandige Statistik, so ist 7 = Ey[P|T]
der beste erwartungstreue Schétzer von v(6). (Der obige Beweis funktioniert mit minimalen
Verénderungen).

Beispiel 4.13.5. Seien X1, ..., X,, ~ N(u,0?) unabhingig und normalverteilt, wobei beide
Parameter unbekannt seien. Wir behaupten, dass

e X, der beste erwartungstreue Schitzer von p ist;

o S2=—L LS (X, — X,,)? der beste erwartungstreue Schétzer von o2 ist.

Beweis. Die Statistik (X, S?) ist vollstiindig und suffizient. Sowohl X,, als auch S2 sind
Funktionen dieser Statistik, die erwartungstreu fiir 4 bzw. o2 sind. U
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Beispiel 4.13.6. Es seien X,..., X, ~ Poi(f) unabhingig. Der beste erwartungstreue
Schétzer von 6 ist, wie bereits gezeigt wurde, X,,. Wie sieht nun der beste erwartungstreue
Schétzer fiir

v(0) == e = Py[X; = 0]
aus? Ein natiirlicher Schitzer von e~ ist e *», dieser Schiitzer ist aber nicht erwartungs-
treu:

Aufgabe 4.13.7. Bestimmen Sie Ege_)_(".
Um den besten erwartungstreuen Schiitzer fiir e~ zu konstruieren, benutzen wir den Satz
von Lehmann—Scheffé. Es ist bekannt, dass die Statistik 7" = X; + ... 4+ X, vollstédndig und
suffizient ist. Nun brauchen wir noch einen erwartungstreuen Schitzer von e=%. Als solchen
nehmen wir z.B.
ﬁ - ]1{)(1:0}.

Die Erwartungstreue von © folgt aus gt = Py[ X = 0] = e¢~%. Nach dem Satz von Lehmann—
Scheffé ist 7 = Ey[r]S,] der beste erwartungstreue Schétzer. Wir miissen nur noch diesen
bedingten Erwartungswert berechnen. Fiir s € Ny betrachten wir

o) = Bl = o = Baf, =07 = = o 2= e OB R

Nun benutzen wir die Faltungseigenschaft der Poisson—Verteilung: Unter Py gilt

X; ~Poi(f), Xo+ ...+ X, ~Poi((n—1)0), Xi;+...4+ X, ~ Poi(n).

Somit erhalten wir, dass

e e (= 1)0)%/s! 1\°
J(s) = e~ (nfh)s/s! N (1 ) '

Aus dem Satz von Lehmann—Scheffé folgt nun, dass

= Ealo|T] = 1) = (1- 1)T

der beste erwartungstreue Schitzer von e~ ist.
Aufgabe 4.13.8. Esseien X1,..., X, ~ Poi(f) unabhéngig. Definiere T := X7 +...+ X,,.

Zeigen Sie, dass der beste erwartungstreue Schétzer von
ek
_ -0

Vv =€ EZPB[XIZk]y k € Ny,

- (0"

gegeben ist. Zeigen Sie auch, dass 74, ein stark konsistenter Schétzer von vy, ist.

durch

Beispiel 4.13.9. Seien X1, ..., X,, ~ N(y, 0?) unabhéingig und normalverteilt mit bekannter
Varianz 02 > 0 und unbekanntem Erwartungswert u € R. Diese Verteilungen bilden eine
Exponentialfamilie und die Statistik X,, ist vollstindig und suffizient. AuBerdem ist X,
erwartungstreu. Der beste erwartungstreue Schitzer fiir  ist somit X,,.
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Versuchen wir nun, p? als Parameter zu betrachten und zu schiitzen. Der Schitzer X? ist
nicht erwartungstreu, denn

. . 1
E, X2 = Var, X, + (E,X,)* = 502 + p?

Deshalb betrachten wir den Schitzer X2 — %2 Dieser Schéatzer ist erwartungstreu, suffizient
und vollstindig (Ubung) und somit bester erwartungstreuer Schétzer fiir 2.

Aufgabe 4.13.10. Seien Xi,..., X, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit Parameter
p € (0,1). Bestimmen Sie den besten erwartungstreuen Schitzer fiir p2.

Aufgabe 4.13.11. Gegeben sei eine Urne mit einer unbekannten Anzahl N € N Kugeln,
die von 1 bis N durchnummeriert sind. Es werden n Kugeln mit Zuriicklegen gezogen und
die zugehdrigen Nummern X1,..., X, notiert. Zeigen Sie, dass X, eine suffiziente und
vollstédndige Statistik ist und konstruieren Sie den besten erwartungstreuen Schétzer fiir
N.

Aufgabe 4.13.12. Seien Xi,...,X,, ~ U[f;,02] unabhingig, wobei 6; < 03 unbekannt
seien. Konstruieren Sie die besten erwartungstreuen Schétzer von 6 und 6s.

Aufgabe 4.13.13. Seien Xi,..., X, ~ Exp(f) unabhéngig, § > 0. Konstruieren Sie den
besten erwartungstreuen Schitzer von Py[X1 > a] = e, wobei a > 0 gegeben ist.

Aufgabe 4.13.14. Seien X1,..., X, ~ N(u,1) unabhéngig, wobei 1 € R unbekannt sei.
Konstruieren Sie den besten erwartungstreuen Schétzer von e* wobei a € R gegeben ist.

4.14. Satz von Basu
Sei (X, A, (Pp)gco) ein statistisches Modell.

Definition 4.14.1. Eine Statistik S : X — RP heif3t verteilungsfrei, falls
Py, [S € A] =Py, [S € A] fiir alle 61,0, € ©, A C RP(Borel).
D.h., die Verteilung von S unter Py héngt nicht von 6 ab.

Beispiel 4.14.2. Seien X1,..., X,, ~ N(u, 0?) unabhingig, wobei y € R unbekannter Pa-
rameter ist und o2 bekannt sei. Wir behaupten, dass die Spannweite X,y — X(;) und die
empirische Varianz S2 = - 37" (X; — X,,)? verteilungsfreie Statistiken sind.

Beweis. Die Idee ist, dass p ein “Verschiebungsparameter” ist, der sich sowohl in der Spann-
weite, als auch in S? aufhebt. Seien &1, ..., &, ~ N(0,0?) unabhingig (mit Erwartungswert
0). Unter P, hat (X3,...,X,) die gleiche Verteilung wie (& + g, ..., &, + p). Somit hat S2
unter P, die gleiche Verteilung wie

n

1 G+ + ) 1L G+ 46\
n—lz(fi—i_u_ n ) _n—lz(&_ n )

i=1 i=1
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Die Verteilung der rechten Seite hédngt aber nicht von p ab, denn diese Variable taucht dort
gar nicht erst auf. Fiir die Spannweite ist der Beweis analog. U

Der folgende Satz von Basu besagt, dass jede verteilungsfreie Statistik von jeder vollsténdig
suffizienten Statistik unabhéngig ist.

Satz 4.14.3 (Basu, 1955). Sei S : X — RP eine verteilungsfreie Statistik und 7' :
X — R™ eine vollstandige suffiziente Statistik. Dann sind die Zufallsvektoren S und T
unabhéngig unter Py fiir alle 0 € ©.

Beweis. Betrachte das folgende Wahrscheinlichkeitsmafl ¢ auf RP:
Q(A) =Py[S € A], A C R” Borel.

Es sei bemerkt, dass () unabhingig von 6 wegen der Verteilungsfreiheit von S ist. Im Fol-
genden halten wir die Menge A fest. Betrachte die Funktion

fA(t) :]PQ[S S A|T:t] :EQ[]]-{SEA}|T:t]7 te R™.

Diese Funktion ist unabhéngig von €, da die Statistik 7" suffizient ist! Es gilt dann auch
fa(T) = Ep[1iscay|T] und somit

Eo[fa(T)] = Eg [Eg[Lisca|T]] = Eoliscay = PolS € A] = Q(A).
Es folgt, dass
Byl f4(T) — Q(A)] = 0 fiir alle 0 € ©.

Somit ist fa(7T) — Q(A) ein erwartungstreuer Schétzer von 0, der auf der Statistik 7" basiert.
Wegen der Vollstandigkeit von T folgt daraus, dass

fa(T) = Q(A) Ppt.s. fiir alle § € O.
Wir haben also gezeigt, dass
]P)Q[S S A|T = t] = PQ[S € A]

Ist nun B C R™ eine Borel-Menge und bezeichnen wir mit pp die Verteilung von 7', so ergibt
sich mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, dass

PoS € AT € B = / Bo[S € AT =t (dt) = / Po[S € Alpr(dt) — B[S € AJP[T € B,

was die Unabhéngigkeit von S und T beweist. O

Hier ist eine typische Anwendung des Satzes von Basu. Dieses Korollar wird sich bei der
Konstruktion des Student—t—Tests als sehr wichtig erweisen.

Korollar 4.14.4. Seien X1,..., X, ~ N(u,0?) unabhéngig. Dann sind die Zufallsvaria-
blen X,, und S? unabhingig.
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Die Behauptung ist sehr iiberraschend, denn X,, taucht in der Definition von S2 explizit auf!

Beweis. Wir fassen 4 € R als unbekannten Parameter auf und halten o? konstant. Die
Statistik S2 ist verteilungsfrei, wihrend die Statistik X, vollstéindig suffizient ist. Die Be-
hauptung folgt nun aus dem Satz von Basu. U

Aufgabe 4.14.5. Seien Xj, Xo,... ~ Exp(\) unabhéngig. Betrachten Sie die Ankunfts-
zeiten des Poisson—Punktprozesses S, = X1 + ...+ Xg, k € N. Zeigen Sie, dass

S1 S Sn—1
(Sn75’n’”" Sn)undSn

unabhéngig sind.

Aufgabe 4.14.6. Seien X1, ..., X, ~ U[0, 1] unabhéngig und gleichverteilt auf [0, 1]. Seien
Uy < ... < U, die Ordnungsstatistiken. Zeigen Sie, dass
(Uu) U Uw-y
Uny Uny” " Uy

) und Uy,

unabhéngig sind.

4.15. Einige Gegenbeispiele

Kann man vielleicht sogar unter allen quadratisch integrierbaren (nicht unbedingt erwar-
tungstreuen) Schétzern einen finden, der gleichméflig besser, als alle anderen ist? Die Ant-
wort ist leider “nein”. Sei 8y € © beliebig. Wir konnen dann den konstanten Schétzer ¢ = 6,
betrachten. Es gilt

MSE90 (90) = 0.

Wiire nun ein Schitzer 6 gleichméfig besser als ¢, so miisste MSEgo(é) = 0 gelten. Das
bedeutet aber, dass § = 6, f.s. unter Pp,. Wire 6 gleichméBig besser als alle Schétzer, so
miisste § = 6 f.s. unter Py fiir alle 8 € ©. Das heifit, der Schitzer 6 miisste den richtigen
Wert 6§ mit Wahrscheinlichkeit 1 exakt treffen. Solche Schitzer gibt es aber nur in trivialen
Situationen.

Beispiel 4.15.1. Sei X eine Zufallsvariable, die gleichverteilt auf dem Intervall [6,6 + 1]
ist, wobei # € Z unbekannt ist. Beobachtet man nun einen Wert x; zwischen 2 und 3, so
weil man ganz genau, dass 6 = 2 ist. In diesem Fall kénnen wir anhand der Stichprobe den
Wert von 6 richtig erraten. In allen interessanten statistischen Modellen ist aber so etwas
nicht maéglich.

Die folgenden Aufgaben zeigen, dass der beste erwartungstreue Schétzer einen gleichméfig
grofferen quadratischen Fehler haben kann, als einige nicht-erwartungstreue Schétzer.

Aufgabe 4.15.2. Seien Xi,..., X, ~ N(u, 0?) unabhingig. Betrachten Sie den Schitzer
T=21%" (X;— X,)? fiir 0®. Zeigen Sie, dass das Minimum des mittleren quadratischen

Fehlers fiir ¢ = n + 1 erreicht wird. Dabei entspricht der Wert ¢ = n — 1 dem besten
erwartungstreuen Schétzer.
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Aufgabe 4.15.3. Seien Xj,..., X,, unabhingig und auf [0, 8] gleichverteilt, # > 0. Zeigen
Sie, dass der nicht-erwartungstreue Schéitzer 61 := X, fiir alle n > 3 einen gleichméfig

kleineren mittleren quadratischen Fehler als der beste erwartungstreue Schéitzer [
"T'HX(H) hat, ndmlich
262 6>

MSE(f;) = ——— MSEq(f3) = —
SEq(61) n+2)(n+1) SEo(03) = 3.
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