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Aufgabe 1: 4 Punkte
Sei M ein Ly-Martingal mit cadlag Pfaden und M, = 0 P-fast sicher. Zeigen Sie

1. Fiir jede beschrénkte Stoppzeit 7 gilt

2. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Stoppzeit und ein Martingal, wo obige Gleichung
nicht erfiillt ist.

3. Fiir jede Stoppzeit 7 mit pp((0,7])) < oo ist der gestoppte Prozefl M7™ ein Ho-
Martingal und damit gilt
Aufgabe 2: 4 Punkte

Seien W ein Wiener-Prozef beziiglich einer Filtration (F:):>0 und 7 eine beliebige (§:):>0
Stoppzeit. Zeigen Sie

L uw((0,7]) =ET.
2. Ist ET < o0, so gilt EW2 =FEr.

3. Ist (t});=0.4(n) eine Zerlegunsfolge des Intervalls [0, T, deren Feinheit gegen 0 strebt,
so gilt
l(n)

Z(Wt? — Wt?_1)2 — T

j=1

in Ly(P).

4. Ist 7 beschréankt, o eine weitere Stopzeit mit 0 < 7 und Y eine §, mebare quadrat-
integrierbare Zufallsvariable, so gilt

/Y1(W]dw —Y(W, — W,).

Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien M ein Lo-Martingal mit cadlag Pfaden und o, 7 P-fast sichere endliche Stoppzeiten
mit o < 7 und pp((o,7]) < co. Zeigen Sie

/ Y1(emdM =Y (M, — M,)



fiir jede beschrinkte §,-melbare Zufallsvariable Y.
Ist M ein Ho-Martingal und sind o, 7 beliebige Stoppzeiten mit o < 7, so gilt

/ Y1(emdM =Y (M, — M,)

fiir jede beschrinkte §,-mefibare Zufallsvariable Y.
Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei M ein Lo-Martingal mit cadlag Pfaden und 7 eine beliebige Stoppzeit. Zeigen Sie,
dass das Doléans-Maf des gestoppten Martingals M™ gegeben ist durch

prr (A) = / Liondpar = par(AN (0, 7])
A

fiir alle A € P.
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