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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei M ein L2-Martingal mit cadlag Pfaden und M0 = 0 P-fast sicher. Zeigen Sie

1. Für jede beschränkte Stoppzeit τ gilt

µM((0, τ ]) = EM2
τ .

2. Geben Sie ein Beispiel für eine Stoppzeit und ein Martingal, wo obige Gleichung
nicht erfüllt ist.

3. Für jede Stoppzeit τ mit µM((0, τ ])) < ∞ ist der gestoppte Prozeß M τ ein H2-
Martingal und damit gilt

µM((0, τ ]) = EM2
τ .

Aufgabe 2: 4 Punkte

Seien W ein Wiener-Prozeß bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0 und τ eine beliebige (Ft)t≥0

Stoppzeit. Zeigen Sie

1. µW ((0, τ ]) = E τ.

2. Ist E τ <∞, so gilt EW 2
τ = E τ .

3. Ist (tnj )j=0..l(n) eine Zerlegunsfolge des Intervalls [0, T ], deren Feinheit gegen 0 strebt,
so gilt

l(n)∑
j=1

(Wtnj
−Wtnj−1

)2 → T

in L2(P ).

4. Ist τ beschränkt, σ eine weitere Stopzeit mit σ ≤ τ und Y eine Fσ meßbare quadrat-
integrierbare Zufallsvariable, so gilt∫

Y 1(σ,τ ]dW = Y (Wτ −Wσ).

Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien M ein L2-Martingal mit cadlag Pfaden und σ, τ P-fast sichere endliche Stoppzeiten
mit σ ≤ τ und µM((σ, τ ]) <∞. Zeigen Sie∫

Y 1(σ,τ ]dM = Y (Mτ −Mσ)



für jede beschränkte Fσ-meßbare Zufallsvariable Y .

Ist M ein H2-Martingal und sind σ, τ beliebige Stoppzeiten mit σ ≤ τ , so gilt∫
Y 1(σ,τ ]dM = Y (Mτ −Mσ)

für jede beschränkte Fσ-meßbare Zufallsvariable Y .

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei M ein L2-Martingal mit cadlag Pfaden und τ eine beliebige Stoppzeit. Zeigen Sie,
dass das Doléans-Maß des gestoppten Martingals M τ gegeben ist durch

µMτ (A) =

∫
A

1(0,τ ]dµM = µM(A ∩ (0, τ ])

für alle A ∈ P .
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