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Aufgabe 1: Optional Sampling Theorem für Submartingale 4 Punkte

Sei (Xt)t≥0 ein cadlag Submartingal bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0. Zeigen Sie:

1. Ist τ eine Stoppzeit mit τ ≤ T für ein T > 0, so gilt Xτ ≤ E(XT |Fτ ). Insbesondere
folgt damit EXτ ≤ EXT .

2. Ist N ein gleichgradig integrierbares Submartingal, so existiert eine integrierbare F∞
messbare Zufallsvariable N∞ mit Nt ≤ E(N∞|Ft) P-fast sicher für alle t ≥ 0. Weiter
gilt Nτ ≤ E(N∞|Fτ ) für jede Stoppzeit τ und damit insbesondere ENτ ≤ EN∞.

Aufgabe 2: 4 Punkte

1. Seine σ, τ Stoppzeiten bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0. Zeigen Sie

Fτ∧σ = Fτ ∩ Fσ.

2. Sei (τn)n∈N eine Folge von Stoppzeiten. Zeigen Sie, dass das

sup
n
τn

eine (Ft)t≥0 Stoppzeit ist und dass das

inf
n
τn

eine (Ft+)t≥0 Stoppzeit ist.

3. Zeigen Sie die folgende Aussage für eine Stoppzeit τ :

Eine Zufallsvariable Y ist Fτ messbar genau dann, wenn Y 1{τ≤t} messbar ist bezüglich
Ft für alle t ≥ 0.

Aufgabe 3: Doobsche Maximalidentität 4 Punkte

Sei (Mt)t≥0 ein (Ft)t≥0 Martingal mit stetigen Pfaden , das Mt ≥ 0 für alle t ≥ 0 und
limt→∞Mt = 0 P-fast sicher erfüllt. Zeigen Sie, dass dann für alle a > 0 gilt

P(sup
t≥0

Mt ≥ a|F0) = 1{M0≥a} +
M0

a
1{M0<a}.

Zeigen Sie weiter



1. P(supt≥T Mt < a|FT ) = (1− MT

a
)+ für alle T ≥ 0 ,

2. E(K −MT )+ = KP(λK < T )

Hierbei ist die letzte Besuchszeit bei K > 0 definiert durch

λK = sup{t ≥ 0 : Mt = K}, sup ∅ = 0.

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei W ein Wiener-Prozess bezüglich einer Filtration (Ft)t≥0 . Definiere für σ > 0 den
Prozess S durch St = exp(σWt − 1

2
σ2t) für alle t ≥ 0. Berechnen Sie mit Hilfe von

Aufgabe 3 für K > 0 die Verteilungsfunktion der letzten Besuchszeit in K durch S. Diese
ist durch

λK = sup{t ≥ 0 : St = K}, sup ∅ = 0.

gegeben.
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