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Aufgabe 1 (5 Punkte)

N durchnumerierte Kugeln werden auf zwei Urnen A und B verteilt, und es bezeichne M,,
die Anzahl der Kugeln in Urne A nach n Ziehungen. In jeder Ziehung wird gleichverteilt
eine Kugel gewéhlt und mit Wkeit 1/2 in Urne A bzw. B gelegt. Alle auftretenden
Ziehungen seien dabei unabhangig voneinander.

a) Zeigen Sie, dass (M, )nen, eine irreduzible, positiv rekurrente und aperiodische
Markov-Kette auf S = {0,..., N} ist und bestimmen Sie ihre Ubergangsmatrix
P.

b) Zeigen Sie, dass es a,b € R mit ZjeS Jpij = at + b fiir alle © € S gibt. Bestimmen
Sie induktiv E;M,,, n € N, und damit lim,,_,., E;M,,.

c) Berechnen Sie die stationére Verteilung fiir P und p; fiir alle i € S.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Fiir eine positiv rekurrente DMK (M,,),,>¢ mit stationdrer Verteilung 7 sei Zeigen Sie

E,7(i) = % E,[7(i)(r(i) + 1)].

Hinweis: Uberlegen Sie sich zunichst, dass E, f = ;| ngl f(My)] fiir jede nicht-

negative, m.b. Funktion f gilt, und nutzen Sie diese Formel.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei (M,)n>0 eine positiv rekurrente, aperiodische EMK. Zeigen Sie, dass ein p € (0,1)
existiert mit

Pi(7(i) >n) < cp” fiir alle n > 1.

Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass ein n € N existiert mit pg-?) > (0 fiir alle j € 7.

Aufgabe 4 (5 Punkte)

Sei (M,,)n>0 eine EMK mit Zustandsraum .%, der in eine Menge ¥ tranisenter und eine
Klasse R aperiodischer, positiv rekurrenter Zusténde zerféllt, wobei ferner P;(7(R) <
oo) = 1 fur allei € ¥ gilt. Zeigen Sie, dass der Ergodensatz giiltig bleibt, wobei 7 (%) = 0.



