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Aufgabe 1 (5 Punkte)

Es sei M,, die Anzahl von sich bewegenden Teilchen in einem festen Volumen. Wir neh-
men an, dass im Zeitschritt n — n + 1 jedes Teilchen mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1)
das Volumen verlédsst und eine Poi(\)-verteilte Anzahl neuer Teilchen von aufien hin-
zukommt. Alle auftretenden Teilchenbewegungen seien dabei unabhéngig voneinander.
Zeigen Sie: (M,,)n>0 ist eine irreduzible Markov-Kette auf Ny mit Ubergangswahrschein—
lichkeiten
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und stationarer Verteilung m = Poi (%)

Aufgabe 2 (5 Punkte) )
Sei (M,,)n>o eine DMK mit endlichem Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P. Defi-
niere fiir n > 1 und eine beliebige Anfangsverteilung A
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Beweisen Sie die Existenz einer stationdren Verteilung durch die folgenden Schritte:

a) Zeigen Sie fiir allen > 1und s € §

[P (5) = va(s)] <

SN

b) Zeigen Sie die Existenz einer Teilfolge (vp, )x>0, 80 dass limy_, vy, ($) fiir alle s € S
existiert.

c) Zeigen Sie, dass v = limy_,o Vy, eine stationdre Verteilung von (M, ),>o bildet.

Aufgabe 3 (3 Punkte) )
Es sei (My,)n>0 eine Markov-Kette auf No mit Ubergangsmatrix P, gegeben durch pog = 1
undpl-j:e_i-;—]!ﬁirizl,jzo.

a) Bestimmen Sie die Kommunikationsklassen, die Periode jedes Zustandes und ent-
scheiden Sie, welche Zustidnde rekurrent bzw. transient sind.



b) Zeigen Sie, dass (Mp,),>o unter jeder Anfangsverteilung A mit » ;. i); < oo ein
Martingal ist.

c) Bestimmen Sie den Py-fast sicheren Limes von (M,,),>o.

Aufgabe 4 (4 Punkte) )
Fiir eine Verteilung (py,)n>o auf Ny sei die Ubergangsmatrix P auf Ny gegeben durch

L ofirj=0,...,i—1

)

Poj =pj mnd iy = {0 fiir j > i

fir alle 7 > 1,5 > 0.
a) Unter welchen Bedingungen an (p,,),>o ist P irreduzibel und rekurrent?
b) Zeigen Sie: Ist 7 ein stationédres Maf fiir P, so gilt > o, 7 < oo,

¢) Bestimmen Sie im Fall py = 0, p,, = % — n > 1, ein stationares Mafl 7 fir P.

Ist die Kette positiv rekurrent?
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