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Übungen

Abgabetermin: Donnerstag 21.11.15, 12:15 Uhr, Briefkasten 146

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Gegeben sei die Übergangsmatrix auf S = {1, . . . , 8}

P =



0 0.5 0 0.5 0 0 0 0
0.3 0 0.7 0 0 0 0 0
0 0.6 0 0.4 0 0 0 0

0.1 0 0.9 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.5 0.5 0 0
0 0 0 0 0.6 0.2 0.1 0.1
0 0 0 0 0 0 0.7 0.3
0 0 0 0 0 0 0.8 0.2


Zeichnen Sie den zugehörigen Übergangsgraphen und bestimmen Sie die Kommunikati-
onsklassen, die Periode jedes Zustandes und die Menge der stationären Verteilungen.

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Gegeben i ∈ S, λ ∈ P(S) mit Pi(τ(i) < ∞) > 0 und Pλ(τ(i) < ∞) > 0. Dann gilt für
jedes n ≥ 1: Unter

P̂(n)
λi := Pλ(· |σn(i) <∞)

sind Z0, . . . , Zn−1 (s. VL) stochastisch unabhängig und Z1, . . . , Zn−1 ferner identisch
verteilt mit

P̂(n)
λi (Z1 ∈ ·) = Pi(Z0 ∈ · |τ(i) <∞).

Bemerkung: Ist τ(i) sowohl unter Pi als auch unter Pλ f.s. endlich, d.h. P̂(n)
λi = Pλ für

jedes n ≥ 1, so bildet (Zn)n≥0 unter Pλ eine unabhängige Folge von Zufallsvariablen, die
für n ≥ 1 ferner identisch verteilt sind.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Gegeben sei eine DMK (Mn)n≥0 mit Zustandsraum S und N(i) :=

∑
n≥1 1{Mn=i}. Zeigen

Sie: Für alle i, j ∈ S und k ∈ N0 gilt

Pj(N(i) = k) =

{
1− f ∗ji, falls k = 0,

f ∗ji f
∗
ii
k−1(1− f ∗ii), falls k ≥ 1

für alle j ∈ S. Für transientes i ∈ S ist N(i) unter Pi also geometrisch verteilt mit
Parameter 1− f ∗ii.



Aufgabe 4 (5 Punkte)
Sei (Sn)n≥0 eine Irrfahrt auf Z mit

P0(X1 = 1) = p, P0(X1 = −1) = q und P0(X1 = 0) = 1− p− q.

Definiere rekursiv
τn := inf{k > τn−1 : Sk 6= Sτn−1},

wobei τ0 := 0. Zeigen Sie:

a) (τn − τn−1)n≥1 ist eine Folge von u.i.v. ZG mit

P0(τ1 = k) = (p+ q)(1− p− q)k−1, k ∈ N.

b) Für n ≥ 1 ist Sτn =
∑n

k=1 X̂k für u.i.v. ZG X̂k, 1 ≤ k ≤ n, wobei

P0(X̂1 = 1) = 1− P0(X̂1 = −1) =
p

p+ q
.


