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Aufgabe 1 (5 Punkte) )
Sei § eine endliche Menge, P eine irreduzible, symmetrische UM auf S und 7 eine
Verteilung auf S mit 7; > 0 fiir alle i € S. Wir definieren eine weitere UM Q = (g;;)i jes

auf § durch
)P (LA (/73] falls 7 £ 7,
%= SsiPis[LA (mi/m)],  falls i = j.

a) Zeigen Sie, dass die durch @) definierte DMK die stationére Verteilung 7 besitzt
und im Gleichgewicht reversibel ist.

b) Sei m nicht die Gleichverteilung auf S. Zeigen Sie, dass ¢;; > 0 fiir ein i € S.
Hinweis: Beweisen Sie zunéchst die Existenz eines ¢ € ' und j ¢ E mit ¢;; < p;j,
wobel E = {i € S : maxjesm; = m;}.

Aufgabe 2 (5 Punkte)

a) Gegeben sei eine MK auf einem endlichen Graphen G mit gewichteten Kanten,
d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind durch

py =
T =
ZSEG Wis

gegeben und ZSEG w;s > 0 fiir alle ¢ € G. Ferner gelte w;; = wj; > 0 und wy; = 0
fiir alle 7,5 € G. Bestimmen Sie eine stationdre Verteilung von P. Ist die Kette
reversibel?

b) Die Bewegung des Konigs auf einem (ansonsten leeren) Schachbrett lasst sich durch
eine DMK (M,,),>0 auf S := {1,...,64} modellieren, wobei M,, die Position des
Konigs zum n-ten Zeitpunkt angibt und dieser sich gleichwahrscheinlich zu einem
der benachbarten Felder bewegt. Ausgehend vom Feld i € S gibt es IV; mogliche
Nachbarfelder. Zeigen Sie, dass durch m, m; := N;/420 fiir ¢ € S, die eindeutige
stationare Verteilung gegeben ist.



Aufgabe 3 (5 Punkte)
Es sei (M,)n>0 eine positiv rekurrente DMK auf S C R und S, := Sop_y My fiir n > 1.
Ferner bezeichne (#M,,),>o die zugehorige duale Kette, d.h. mit UM

7"_4
P = <—ij¢>‘, :
T 1,jES

Ferner bezeichne #7(i) die zugehorige Riickkehrzeit zu i € S und #S,, := S>7) # M, fiir
n > 1. Zeigen Sie

IP’Z-( min S; > 0,7(j) < T(l)) = ﬁIPG( max Sy =#S4u ;> 0,77(i) < #T(j)>

1<k<T(j) mj 1<k<#r(i)

fiir beliebige i,j € S.

Aufgabe 4 (5 Punkte) )

Es sei P = (pij)ijes eine positiv rekurrente UM auf S = Ny oder § = {0,..., N} mit

po; > 0 und pjo > 0 fiir alle j > 0, j € S. Zeigen Sie: P ist genau dann reversibel, wenn
Dij Pjk Pki = Pik Pkj Pji

fir alle 4, j, k € S gilt, d.h. der Pfad i — j — k — ¢ wird mit gleicher Wahrscheinlichkeit
vorwarts wie rickwarts durchlaufen.



