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Aufgabe 1 (5 Punkte)
Es seien (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 Zufallsvariablen mit Zustandsraum (S,S) und es sei f :
(S,S) → (S ′,S′) eine messbare Funktion. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden
Aussagen:

1. (Xn)n≥0 ist Markov-Kette ⇒ (f(Xn))n≥0 ist Markov-Kette

2. (Xn)n≥0 ist Markov-Kette und f ist injektiv ⇒ (f(Xn))n≥0 ist Markov-Kette

3. (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 sind Markov-Ketten ⇒ ((Xn, Yn))n≥0 ist Markov-Kette auf
(S2,S2)

4. (Xn)n≥0 und (Yn)n≥0 sind stoch. unabhängige Markov-Ketten ⇒ ((Xn, Yn))n≥0 ist
Markov-Kette auf (S2,S2)

Aufgabe 2 (5 Punkte)
Es seien (Xn)n≥0 u.i.v. Zufallsgrößen mit PXi = pδ1 + (1 − p)δ−1. Für welche p ∈ [0, 1]
bildet Yn := XnXn+1, n ∈ N0, eine Markov-Kette?

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Sei (Mn)n≥0 eine diskrete Markov-Kette mit Zustandsraum (S,S). Zeigen Sie

P((Mn, . . . ,Mn+k) ∈ ·|M0, . . . ,Mn), (Mn+k+`)`≥0) = P((Mn, . . . ,Mn+k) ∈ ·|Mn,Mn+k).

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Es sei (Fn)n≥0 eine Filtration des messbaren Raumes (Ω,A) und σ, τ Stoppzeiten bzgl.
(Fn)n≥0. Zeigen Sie:

1. {σ = τ}, {σ ≤ τ} ∈ Fσ ∩ Fτ

2. Fτ ⊆ F∞ := σ(∪n≥0Fn)


