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Ubungen zur Finanzmathematik®

Abgabetermin: Freitag, 8. Januar 2016, 12 Uhr. Briefkasten: 140, 148 bzw. 150
Bitte geben Sie auf jedem Lésungsblatt Thren Namen und IThre Ubungsgruppe an.

Im Folgenden sei W = (W});cp0,17 stets eine Brownsche Bewegung mit Start in 0 und (F;)scjo,7) die
von W erzeugte Filtration, d.h.
Fi=0(Ws:s€0,t]).

Ein R-wertiger stochastischer Prozess (X;);er heifit Gauf’sch, falls fiir jedes n € N und ¢,,...,t, €
I der n-dimensionale Zufallsvektor (Xi,,...,X;, ) normalverteilt ist. Ferner nennen wir (X;)es
zentriert, wenn E[X;] = 0 fiir jedes t € I gilt.

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir einen stochastischen Prozess X = (X¢);>o (bzw. X = (Xi)seo,m) die folgenden
Aussagen dquivalent sind

(a) X ist eine Brownsche Bewegung mit Start in 0

(b) X ist ein fast sicher stetiger, zentrierter, Gaufl’scher Prozess mit
Cov [Xs, Xi] = s At

fir alle s,t € [0,00) (bzw. s,t € [0,T]).

Aufgabe 2 (5 + 3 Punkte)
Seien s € [0,T) und ¢ > 0. Zeigen Sie, dass die folgenden Prozesse Brownsche Bewegungen mit
Start in 0 sind.

(a) (Wypy — Ws)t6[07T—s}7
(b) (_Wt)tG[O,T}a
(c) (CWC%)tE[O,TCQ] und

(d) (Wi)seo,r) gegeben durch

Bonusaufgaben:

!Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden sie auf der Internetseite:
http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/lehre/WS1516/FiMa



Universitét Miinster Finanzmathematik WS15/16
Institut fir Blatt 10
Mathematische Statistik Dereich/Maiwald

(e) Zeigen Sie, dass der Prozess (Wt — Wy)ico,r—s unabhéngig von F; ist.

(f) In der Vorlesung wurde eine Brownsche Bewegung (B;);cjo,1] mit Start in 0 konstruiert. Zeigen

Sie, dass fiir eine Folge unabhéngiger Brownschen Bewegungen ((Bt(N))te[oJ} : N € N) mit
Start in 0, der Prozess (By);>0 gegeben durch

B,=By+B") t>0
BQ:l‘

eine Brownsche Bewegung mit Start in x ist.

Aufgabe 3 (5 + 2 Punkte)
Sei 6 > 0. Zeigen Sie, dass folgenden Prozesse (F;)-Martingale sind.

(a) (Wt)tE[O,T}a

(b) (W2 = t)iepo,r) und

(c) (exp(6W; — %QQt))tE[O,T]
Bonusaufgabe:

(d) Geben Sie (mit Beweis) eine Funktion ¢ : [0, 7] — (0, 00) an, sodass der Prozess (1 (t) cos W})se(o,1]
ein (F;)-Martingal ist.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Seien (Ix)ren unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[;] = 0 und Var [/;] = 1. Wir

definieren fiir jedes N € N den Prozess (Xt(N))tZO

1 [tN]
) (S p— L+ (Nt—|Nt))I .
¢ \/N(;l ( |[Nt]) Irian
Zeigen Sie, dass fir alle 0 <t; < ..., <1,

(X, LX) = (W, W)

fir N — oc.
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Slutzky zusammen mit dem zentralen Grenzwertsatz.



