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THEMEN: Galton-Watson-Prozesse

Aufgabe 47 (6 Punkte)
Es seien (Z,,)n>0 und (Z,)n>0 zwei GWP mit demselben Reproduktionsmittel p, Repro-
duktionsvarianzen o bzw. 52 sowie Reproduktionsverteilungen (p,)n>0 bzw. (Py)ns>o fiir

die
n=P(Zy >n) = Zpk Zp Z1>n)::an
k=n+1 k=n+1
fir alle n € N gelte und a, < a, fiir mindestens ein n. Beweisen Sie die folgenden

Aussagen

a) f < f auf [0,1) (insbesondere pyg < pp und auch ¢ < ¢ falls u > 1), f, < f, auf
[0, 1] fiir alle n > 1 und p; > py.

b) Falls zudem 0? < oo ist, so gilt 0% < 52.

c) Falls o > 1ist, dann gilt fiir die Laplace-Transformierten ¢ bzw. @ von lim,, o, u~ "%,
bzw. lim,, ., p~"Z, die Ungleichung ¢ < @ auf [0, 00).

Aufgabe 48 (5 Punkte)
Sei (Z,)n>0 ein GWP mit endlichem Reproduktionsmittel ¢ > 1, Aussterbewahrschein-
lichkeit ¢ < 1 und W = lim,, o, ™ "%, erfiille

P(W e - |W >0)~ Exp(l—q).

Dann besitzt (p,)n>o eine gebrochen-rationale Reproduktionsverteilung.

Aufgabe 49 (5 Punkte)

In der Situation von Satz 8.2. gelte h(s) = (=a)s a)s

—= fiir ein « € (0, 1).

a) Zeigen Sie, dass h die erzeugende Funktion einer Verteilung auf N ist.

b) Zeigen Sie, dass dann die Reproduktionsverteilung vom gebrochen-rationalen Typ
ist und bestimmen Sie deren Parameter in Abhangigkeit von o und p.

Bitte wenden!



Aufgabe 50 (4 Punkte)

Gegeben einen beliebigen Galton-Watson-Prozess (Z,,),>0 mit einem Urahnen und Re-
produktionsverteilung (p,)n>0, erfillt der Aussterbezeitpunkt 7" := inf{n > 1: Z,, = 0}
die stochastische Fixpunktgleichung

T 21+ max{Ty,..., T},

wobei N,T1,T;, ... stochastisch unabhangig sind mit N 4 (Pn)n>o0 und T, L T fiir alle
n>1.



