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THEMEN: Galton-Watson-Prozesse

Aufgabe 43 (5 Punkte)
Es sei (Zn)n∈N0 ein GWP mit Reproduktionsverteilung (pn)n∈N0 und Aussterbewahr-
scheinlichkeit q. Dann gilt

c∗ :=
p0

1− p1
≤ q ≤ p0

1− p0 − p1
∧ 1 := c∗

wobei im Fall p1 = 1 die Variablen c∗ und c∗ auf 0 gesetzt werden (also 0
0

:= 0).

Aufgabe 44 (5 Punkte)
Es sei (Zn)n∈N0 ein GWP mit Reproduktionsverteilung (pn)n∈N0 ∼ Geo( 1

µ+1
) für ein µ ≥

0, d.h. pn = 1
µ+1

( µ
µ+1

)n für alle n ∈ N0. Zeigen Sie, dass die Aussterbewahrscheinlichkeit

q = q(µ) gegeben ist durch

q(µ) =
1

µ
∧ 1.

Vergleichen Sie q(µ) mit den Schranken aus Aufgabe 43, indem Sie diese z.B. mit R

gegeneinander plotten.
(Eine Einführung zum Skizzieren von Funktionsverläufen finden Sie in dem Kapitel
Deskriptive Statistik auf der Homepage des R-Praktikums. Die Funktion pmin kann
hilfreich sein.)

Aufgabe 45 (6 Punkte)
Es sei (Zn)n∈N0 ein GWP in einem Standardmodell und (kn)n∈N0 eine Folge positiver
reeller Zahlen, so dass W ∗

n = k−1n Zn für jedes i ∈ N Pi-fast sicher gegen eine ZG W ∗ mit
Werten in [0,∞] konvergiert. Dann gelten die folgenden Aussagen.

a) Pi(W ∗ ∈ ·) = P(W ∗ ∈ ·)∗i für alle i ∈ N.

b) Falls k−1n kn+1 → µ = EZ1 < ∞ konvergiert, so erfüllt W ∗ die stochastische Fix-
punktgleichung

W ∗ =
1

µ

Z1∑
j=1

W ∗(j) P-f.s.

wobei (W ∗(j))j∈N unabhängige Kopien von W ∗ sind, die auch unabhängig von Z1

sind.



c) Lemma 5.2 ist auch für W ∗ erfüllt, d.h. es gilt entweder W ∗ = 0 Pi-f. s. für alle
i ∈ N oder

Pi(W ∗ > 0) = Pi(Zn →∞) für alle i ∈ N

d) κ = P(W ∗ <∞) ist ein Fixpunkt von f und demnach gilt κ = 1 oder κ = q.

Aufgabe 46 (4 Punkte)

Beweisen oder widerlegen Sie, dass für zwei superkritische GWP (Zn)n∈N0 und (Ẑn)n∈N0

mit gleichem (endlichen) Reproduktionsmittel µ = µ̂ und gleicher Aussterbewahrschein-
lichkeit q = q̂ bereits pn = p̂n für alle n ∈ N0 gilt.


