Institut fiir Ortgiese/Schubert
Mathematische Statistik WS 2014/2015

Losung zu Aufgabe 3 (ii) Blatt 2 zur Stochastischen Analysis

Aufgabe Sei B eine standard Brown’sche Bewegung. Zeigen Sie: Der Prozess X mit
Xo:=0, X;:= tB% firt >0
ist eine Brown’sche Bewegung.

Losung: Wir miissen zeigen

(i) Xo = 0 fast sicher (V)
(ii) Fiir alle 0 < s <t ist X; — X, unabhéngig von Fs = o(X,,r < s)
(iii) Fiir alle 0 < s <t ist X; — X, ~ N(0,¢ — s).
)

(iv) X hat (fast sicher) stetige Pfade

zu (ii): Sei 0 <u<s<t(also0<$ <1<

).

Da B Brown’sche Bewegung ist, folgt aus der Unabhéingigkeit der Inkremente (Ei-
genschaft (ii) fiir B), dass der Vektor

Sl

(By — Bi, By — B1, B1)

aus unabhangigen normalverteilten Komponenten besteht und damit 3-dim normal-
verteilt ist. Damit sind auch die durch Linearkombinationen erhaltenen Vektoren

(B;,B;,B%) und (Xu,XS,Xt)

jeweils 3-dim normalverteilt bzw. (X; — X, X,,) ist 2-dim normalverteilt. Damit ist
Xy — X, genau dann unabhangig von X, wenn X; — X, und X, unkorreliert sind, also
wenn E[(X; — X)X,] = 0.

Wir berechnen

E[(X, — X,)X.] = E[(tB; — sB1)uB.]
= E[(tB% — SB%)(UB% — UB% + UB%)]
:E[(tB%—SB%)(UB%—UB%)]—F]E[(?EB%—SB%)'LLB%]. (1)



Es gilt fiir den zweiten Term

]E[(tB1 — SBl)UBl] = ]E[BlB%] —SU]E[B ]

= tu E[B%(B% — B1)] +tuE[B§] —u=0 (2)

(&

TV
=0 wg. Unabh. und E(B 4)=0

Fiir den ersten Term in (1) (bis auf einen Faktor «) gilt mit G, = o(B,,r < s)

E[(tBy — sB1)(B1 — B1)| = E []E[(tB% —sB1)(B1 — B1)|G ]]
=E |(tB; ~ sB.)E[(By — B,)|G:]| 3)
=E[(tB: — sB1)E[(B1 — B1)]] (4)
=0

= 0.

H1erbe1 folgt (3), da sowohl B 1 als auch B: g1 -messbar sind (wg. 1 < 1). Weiter folgt
,da (B1 — B ) unabhanglg von G ist. "Einsetzen liefert dann

E[(X; — X,)X,] =0,

womit (ii) bewiesen ist.

zu (iii): Es gilt fiir 0 < s <¢ (also 0 < § < 1)

X, — X, = tBy; — By,
=1By) — 8By + sB1j; — sByys
= (t —s)Bijt + s(Biy — Biys)
= \(t —5)Bi —f(Bl/s — Biy)

~N(0,4=22) AN (0,52(5- 1))

und die beiden Normalverteilungen sind unabhangig, da B Brown’sche Bewegung.
Wegen 1 — 7 = =2 ist

(t —s)? 11 12 —2s+s? s*Ht—s) st?—2s*+ 83— 3+ 5%
+5° ;
s

— = :t_
¢ ¢ R st %

also
X, — Xs ~ N(0,t — s).



zu (iv): Fur t > 0 folgt die Stetigkeit aus der Stetigkeit von B, womit die Stetigkeit in
t = 0 zu zeigen bleibt.

Analog zur Uberlegung in (ii) sehen wir, dass fiir alle endlich dimensionalen Vektoren
gilt
(Bty, .., By,) ist n-dim. normalverteilt,

charakterisiert durch
E(t;) =0 und Cov(t;,t;) =E(tt;) =t firi<j
(sieche Rechnung zu (2)). AuBerdem ist auch
(X4y,...,X,) n-dim. normalverteilt (siche oben)
mit

k3 J ]

Da Q abzahlbar ist, ist also
{Xi,t € Q,t >0} verteilt wie {By,t € Q,t>0}.
Da wegen der Stetigkeit von B, gilt

lim Bi(w)=0 firalleweQ

t—0,t>0,teQ

folgt auch

lim X; =0 fast sicher.
t—0,t>0,t€Q

Da QN (0, 00) dicht in (0, 00) liegt und X; stetig ist fiir t > 0, gilt

0= lim X, = lim X; =0 fast sicher.

t—0,t>0,teQ t—0,t>0

Dies beweist (iv).



