
Institut für Ortgiese/Schubert
Mathematische Statistik WS 2014/2015
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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei X ∈ H0 und T eine Stoppzeit. Zeigen Sie: Wenn ⟨X⟩T = 0 fast sicher, dann gilt

P{XT∧t = 0 für alle t ≥ 0} = 1.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es seien M,N ∈ H0 und f ∈ L∗(M), g ∈ L∗(N) und T eine Stoppzeit, so dass

ft∧T (ω)(ω) = gt∧T (ω)(ω); Mt∧T (ω)(ω) = Nt∧T (ω)(ω) für alle t ≥ 0.

Zeigen Sie

(a) Für alle X ∈ H0 gilt ⟨M −N,X⟩t∧T = 0

(b) Folgern Sie: ⟨f ·M − g ·N,X⟩t∧T = 0.

(c) Zeigen Sie durch geschickte Wahl von X, dass ⟨f ·M−g ·N⟩t∧T = 0 und schließen
Sie daraus, dass fast sicher

(f ·M)t∧T = (g ·N)t∧T für alle t ≥ 0.

Hinweis: Sie dürfen für (b) die Kunita-Watanabe Identität benutzen.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zeigen Sie für X, Y ∈ S und für ∆ ∈ D:∑

k≥0

1

2
(Xtk+1∧t +Xtk∧t)(Ytk+1∧t − Ytk∧t) →

∫ t

0

Xs dYs +
1

2
⟨X, Y ⟩t, für ∥∆∥ → 0

lokal gleichmäßig in Wahrscheinlichkeit.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien B1 und B2 unabhängige Brown’sche Bewegungen. Gegeben eine 2× 2 Matrix
A, definieren wir stochastische Prozesse X,Y , so dass

(Xt, Yt)
T = A(B1

t , B
2
t )

T .

(a) Zeigen Sie, dass X und Y Martingale sind.

(b) Wie müssen Sie A wählen, so dass

⟨X⟩t = t, ⟨Y ⟩t = t, ⟨X,Y ⟩t = ρt,

für einen Parameter ρ ∈ R?

(c) Welche Werte kann der Parameter ρ nur annehmen?
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