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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Wenn F : [0,∞) → R Lipschitz-stetig ist, dann ist F von beschränkter Variation.

(b) Die Menge A aus der Vorlesung ist ein Vektorraum.

(c) Für X ∈ A ist V ∈ A+.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass für einen reellwertigen stetigen Prozess X von (lokal) beschränkter
Variation die quadratische Variation verschwindet, d.h. für alle δ > 0 und t ≥ 0 ist

lim
∆∈D,∥∆∥→0

P{T∆
t ≥ δ} = 0.

.

Aufgabe 3 (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass für ein Martingal M gilt:

(a) Für 0 ≤ u ≤ s < t

E[(Mt −Ms)
2|Fu] = E[M2

t −M2
s |Fu].

(b) Für 0 ≤ tk ≤ s < tk+1

E[(Mtk+1
−Mtk)

2|Fs] = E[(Mtk+1
−Ms)

2|Fs] + (Ms −Mtk)
2.

Aufgabe 4 (5 Punkte)
Sei B eine Brown’sche Bewegung und sei ∆n die Partition von [0, t] gegeben durch
tj = j2−nt mit j = 0, . . . 2n. Zeigen Sie,

lim
n→∞

T∆n
t = t fast sicher.

Hinweis: Berechnen Sie zunächst den Erwartungswert und die Varianz von T∆n
t und

nutzen Sie dann das Borel-Cantelli-Lemma. Sie dürfen eine Formel für das vierte Mo-
ment einer Normalverteilung mit Erwartungswert Null ohne Beweis verwenden.
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