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Aufgabe 1 (3 Punkte)

(a) Sei Xt ein Ft-Martingal. Weiter sei ϕ : R → R eine konvexe Funktion mit
E(|ϕ(Xt)|) <∞ für alle t ≥ 0. Zeigen Sie, dass dann (ϕ(Xt))t ein Ft-Submartingal
ist.

(b) Sei Xt ein Ft-Submartingal. Weiter sei ϕ : R → R eine konvexe nicht-fallende
Funktion mit E(|ϕ(Xt)|) <∞ für alle t ≥ 0. Zeigen Sie, dass dann auch (ϕ(Xt))t
ein Ft-Submartingal ist.

(c) Sei X ein rechtsstetiges Martingal. Zeigen Sie, dass dann

λP
(

sup
0≤s≤t

Xs ≥ λ

)
≤ E(X+

t ), λ > 0,

wobei X+
t = max(0, Xt) den Positivteil von Xt bezeichnet.

Aufgabe 2 (3 Punkte)
Sei (Xt)t≥0 ein stetiges, nicht-negatives Supermartingal und T = inf{t ≥ 0 : Xt = 0}.
Zeigen Sie,

XT+t = 0 für alle t ≥ 0

fast sicher auf {T <∞}.

Aufgabe 3 (6 Punkte)
Sei (Nt)t ein Poissonprozess mit Intensität λ > 0.

(a) Zeigen Sie, dass für jedes c > 0 gilt

lim sup
t→∞

P
(

sup
0≤s≤t

(Ns − λs) ≥ c
√
λt

)
≤ 1

c
√
2π
.

(b) Zeigen Sie, dass für jedes c > 0 gilt

lim sup
t→∞

P
(

inf
0≤s≤t

(Ns − λs) ≤ −c
√
λt

)
≤ 1

c
√
2π
.
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(c) Zeigen Sie, dass Nt

t
in Wahrscheinlichkeit gegen λ konvergiert.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst limt→∞
1√
λt
E(Nt − λt)+ = 1√

2π
mit Hilfe der Stirling-

Formel.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei B sei eine standard Brown’sche Bewegung.

(a) Zeigen Sie, dass (B2
t − t)t ein Martingal ist.

(b) Sei Bt gestartet in x und seien a, b ∈ R mit a ≤ x ≤ b. Sei

T a,b := inf{t ≥ 0 : Bt ≤ a oder Bt ≥ b}.

Berechnen Sie E[T a,b].

Hinweis: Sie dürfen Beispiel 1.39 der Vorlesung verwenden.

Abgabetermin: Fr. 7.11.2014, 12:00 Uhr, Briefkasten 145 (max 3 Pers. pro Abgabe).
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