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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Es sei (Ω,F ,F,P) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und τ und σ seien F-Stoppzeiten.
Zeigen Sie:

(i) Fτ ist σ-Algebra

(ii) Für τ(ω) = s für alle ω ∈ Ω ist Fτ = Fs

(iii) Für 0 ≤ σ ≤ τ gilt Fσ ⊂ Fτ

(iv) Fσ∧τ = Fσ ∩ Fτ

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Es sei X ein (E, E)-wertiger progressiv messbarer stochastischer Prozess auf einem
filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,F,P). Weiter sei T eine Stoppzeit. Zeigen
Sie, dass der Prozess (XT∧t)t≥0 progressiv messbar ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass für eine standard Brown’sche Bewegung B folgende Eigenschaften
gelten:

(i) Für jedes c > 0 ist (cBt/c2)t≥0 eine Brown’sche Bewegung.

(ii) Der Prozess X mit X0 := 0, Xt := tB 1
t

für t > 0 ist eine Brown’sche Bewegung.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass für eine standard Brown’sche Bewegung B und α ≥ 0 durch

Mt := exp(αBt −
1

2
α2t)

ein Martingal gegeben ist.
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