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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass das exponentielle Martingal exp{Mt − 1

2
〈M〉t} immer ein Supermar-

tingal ist, wenn M ∈M0
loc.

Hinweis: Verwenden Sie den Optional-Stopping-Satz und das Lemma von Fatou.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei X ein stetiges Supermartingal mit E[Xt] = 1 für alle t ≥ 0. Zeigen Sie, dass X
dann ein Martingal ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Betrachten Sie die stochastische Differentialgleichung

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt (1)

mit b(t, x) ∈ Rd, σ(t, x) ∈ Rd×d. Es gelten die folgenden Bedingungen

(i) σ(t, x) ist eine invertierbare d× d Matrix für alle t ≥ 0 und x ∈ Rd

(ii) b(t, x) und σ(t, x)−1 sind uniform beschränkt für t ≥ 0, x ∈ Rd

(iii) die Gleichung
dXt = σ(t,Xt)dWt, 0 ≤ t ≤ T

hat eine schwache Lösung mit Startverteilung µ.

Zeigen Sie, dass (1) für 0 ≤ t ≤ T dann ebenfalls eine schwache Lösung mit Startver-
teilung µ besitzt.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Sei W ein stetiger Prozess, der bezüglich Ft adaptiert ist. Zeigen Sie, dass W genau
dann eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung ist, wenn

f(Wt)− f(W0)−
1

2

∫ t

0

∆f(Ws)ds, 0 ≤ t <∞

für jedes f ∈ C2(Rd) ein lokales Martingal (bzgl Ft) ist. Hierbei bezeichnet ∆f den

Laplace-Operator, d.h. ∆f =
∑d

i=i
∂2f
∂x2

i
.
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