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Übungsaufgaben zur Stochastischen Analysis

Blatt 11

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Betrachten Sie die Wright-Fisher Diffusion (mit d = m = 1)

dXt =
√
Xt(1−Xt) dWt, X0 = x ∈ [0, 1].

Nehmen Sie an, dass es (mindestens) eine starke Lösung gibt und zeigen Sie, dass diese
eindeutig ist. Zeigen Sie außerdem, dass Xt ∈ [0, 1] für alle t ≥ 0 fast sicher gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Betrachten Sie für gegebene stetige Semimartigale X und H die lineare stochastische
Differentialgleichung

Yt = Ht +

∫ t

0

Ys dXs. (1)

Bezeichne LX(H) die Lösung von (1).

(a) Zeigen Sie, dass für ein weiteres Semimartingal K gilt

LX(H +K ·X) = LX(H +K)−K.

(b) Seien X, Y Semimartingale und Z := X + Y + 〈X, Y 〉. Zeigen Sie, dass es für
Semimartingale H und K ein Semimartingal S gibt mit

LX(H) · LY (H) = LZ(S)

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei T > 0 und EX sei ein Martingal. Zeigen Sie, dass für 0 ≤ s ≤ t ≤ T und eine
Ft-messbare Zufallsvariable Y mit ẼT |Y | <∞ gilt

ẼT [Y |Fs] =
1

EXs
E[Y EXt |Fs] P- und P̃T fast sicher.
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Sei γ > 0. Nehmen Sie an, dass X1 und X2 Lösungen von dX i
t =

√
γX i

t dW
i
t sind,

wobei W 1 und W 2 unabhängige Brown’sche Bewegungen sind und X1
0 = x1 > 0 und

X2
0 = x2 > 0. Zeigen Sie, dass Z := X1 +X2 eine schwache Lösung ist von

dZt =
√
γZt dWt,

mit Z0 = x1 + x2 und W einer geeignet gewählten Brown’schen Bewegung.
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