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Blatt 1

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Beweisen Sie die folgenden Aussagen

(a) Für eine Folge messbarer Funktionen Xn : (Ω,F) → (R,B) ist auch supnXn

messbar.

(b) Für reellwertige Zufallsvariablen X, Y auf (Ω,F) ist {X = Y } ∈ F .

(c) Sei (E, d) ein metrischer Raum mit Borel-σ-Algebra E und Zn : (Ω,F)→ (E, E)
eine Folge von messbaren Funktionen mit limn→∞ Zn(ω) = Z(ω) für alle ω ∈ Ω.
Dann ist Z auch messbar.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Seien X und Y Modifikationen mit rechtsstetigen Pfaden. Zeigen Sie, dass X und Y
ununterscheidbar sind.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Sei (Ω,F ,F) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und τ : Ω→ [0,∞].

(a) Für t ≥ 0 sei

F+
t :=

⋂
s>t

Fs.

Zeigen Sie, dass (F+
t )t≥0 eine Filtration ist.

(b) Zeigen Sie, dass die folgenden beiden Aussagen äquivalent sind

(i) τ ist schwache Stoppzeit, d.h. {τ < t} ∈ Ft für alle t ≥ 0

(ii) {τ ≤ t} ∈ F+
t
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Wir betrachten folgendes Modell zur Beschreibung der Entwicklung einer Populati-
onsgröße: Seien (Yn,k)n∈N0,k∈N i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in N0, wobei Yn,k die
Anzahl der Nachkommen des k-ten Individuums in der n-ten Generation modelliert.
Wir nehmen an, dass E(Yn,k) = µ < ∞ für alle n ∈ N0 und k ∈ N. Die Populations-
größe Sn, n ∈ N0 der n-ten Generation ist dann rekursiv definiert durch

S0 := 1, Sn :=

Sn−1∑
k=1

Yn−1,k, n ≥ 1.

Zeigen Sie, dass durch

Zn :=
Sn

µn
, n ≥ 0

ein Martingal bezüglich Fn = σ(S0, . . . , Sn) definiert wird.
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