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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Betrachten Sie die quadratische Verlustfunktion D(θ, θ̂) = (θ − θ̂)2. Bestimmen Sie den
Bayes-Schätzer und das Bayes-Risiko dieses Schätzers für die folgenden Modelle:

(i) Gegeben θ > 0 seien X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilt mit Xi ∼
Poi(θ). Die a-priori-Verteilung von θ sei durch die Gammaverteilung mit Parame-
tern α, β > 0 gegeben:

q(θ) = βα

Γ(α)θ
α−1e−βθ, θ > 0.

(ii) Gegeben θ ∈ R seien X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilt mit Xi ∼
N (θ, σ2), wobei σ2 > 0 bekannt sei. Die a-priori-Verteilung von θ sei durch die
Normalverteilung mit Erwartungswert a ∈ R und Varianz b2 > 0 gegeben.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn ∼ Bern(θ) unabhängige und identisch verteilte Zufallsvariablen, wobei
θ ∈ (0, 1). Betrachten Sie die Verlustfunktion

D(θ, θ̂) = (θ − θ̂)2

θ(1− θ) .

(i) Bestimmen Sie das Risiko des Schätzers θ̂ = Xn als Funktion von θ.

(ii) Zeigen Sie, dassXn der Bayes-Schätzer von θ für die a-priori-Dichte q(θ) = 1[0,1](θ)
und die angegebene Verlustfunktion ist.

(iii) Zeigen Sie, dass Xn der Minimax-Schätzer von θ für die angegebene Verlustfunk-
tion D ist.
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn unabhängig und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Xi ∼ Poi(λ),
λ > 0. Betrachten Sie die folgenden beiden Schätzer für θ := e−λ:

θ̂(1)
n = 1

n

n∑
i=1

1{Xi=0}, θ̂(2)
n = e−Xn .

(i) Sind diese Schätzer erwartungstreu / asymptotisch erwartungstreu?

(ii) Zeigen Sie, dass beide Schätzer asymptotisch normal verteilt sind und bestim-
men Sie die asymptotische relative Effizienz. Welcher Schätzer ist im Sinne der
asymptotischen relativen Effizienz besser?

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Berechnen Sie für jeden der folgenden Fälle die Likelihood-Funktion und überprüfen
Sie, ob T = T (X1, . . . , Xn) eine suffiziente Statistik ist. Zeigen Sie zusätzlich, dass der
jeweilige Maximum-Likelihood-Schätzer θ̂ML als Funktion von T darstellbar ist.

(i) X1, . . . , Xn unabhängig mit Xi ∼ Exp(θ), θ > 0 und T (X) = ∑n
i=1 Xi.

(ii) X1, . . . , Xn unabhängig (aber nicht identisch verteilt!) mit

X1 ∼ Poi(θ), X2 ∼ Poi(2θ), . . . Xn ∼ Poi(nθ), θ > 0,

und T = ∑n
i=1 Xi.

(iii) X1, . . . , Xn unabhängig mit Xi ∼ N (θ, σ2
i ), σ2

i bekannt für i ∈ {1, . . . , n}, θ ∈ R,
T (X) = ∑n

i=1 Xi/σ
2
i .


