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Wintersemester 2013/14

PD Dr. V. Paulsen Blatt 10 17.12.2013

Definition eines Integralprozesses auf einem Intervall [0,7)

Statt der Betrachtung auf dem Zeitintervall [0, 0o) kann auch die stochastische Integra-
tionstheorie fiir Martingale bzw. lokale Martingale durchgefiihrt werden, wenn diese nur
auf einem Zeitintervall [0,7) definiert sind. Salopp gesagt ist dazu oo iiberall durch 7" zu
ersetzen. Beispielsweise ist ein stochastischer Prozess (M;)o<i<r dann ein lokales Martin-
gal, wenn es eine aufsteigende Folge von Stoppzeiten (7, )nen gibt mit sup,cn 7 =1 , so
dass M™ ein Martingal ist fiir alle n € N. Fiir ein M € M, 4. und H € L} (M) kann

dann der stochastische Integralprozess ((H - M);)o<t<r in zur Vorlesung analoger Weise
definiert werden.

Aufgabe 1: Brownsche Briicke 8 Punkte

Sei W ein Wiener-Prozess. Fiir einen Endzeitpunkt 7" > 0 und einen Endpunkt b € R soll

ein stochastischer Prozess (X;):<r angegeben werden, der sich verhdlt wie ein Wiener-
Prozess W - gegeben W (T') = b. Definiere hierzu

t |
X, =b=— T —t

— S

dW

firalle 0 <t <T.

Zeigen Sie

1. X ist ein Semimartingal,

2. M, = fot 7—=dW,,0 <t < T ist ein L, Martingal aber kein #, Martingal,
3. M hat unabhéngige Zuwéchse

4. EX, = bk, VarX, = (T —t1)*(75 — 7) firalle 0 <t < T

5. Cov(X,, Xy) = (sAt)— % fiiralle 0 < s,t < T,

6. Die Verteilung von (Xi,,---,X;,) ist eine k-dimensionale Normalverteilung fir k&
Zeitpunkte 0 < t; <ty < -+ <tp <T.

7. X ist eine Losung der stochastischen Differentialgleichung

b— X,

dX, =
A

dt + dW,



mit Anfangsbedingung X, = 0, i.e.

"h— X,
Xt:/ov T d5+Wt

— S

firalle0 <t <T.

Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei (W) ein Wiener-Prozess. Bestimmen Sie fiir jedes n € N die Funktion y,, definiert
durch p,(t) = EW2" fiir alle ¢ > 0.

Hinweis: Benutzen Sie die Ito-Formel um eine Rekursionsgleichung fiir die p,, n € N
herzuleiten. Durch Ausrechnen der ersten Glieder kann dann die Formel erkannt werden,
die man dann durch Induktion beweisen kann.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien p und o Funktionen von [0, 00) — R mit

t t
/ lp(s)|ds < o0 / o?(s)ds < oo
0 0

fiir alle ¢ > 0. Definiere den stochastischen Prozess (S;);>o durch
t 1 t t

S, = exp (/ o(s)dW(s) — 5/ 02(5)d5> exp (/ u(s)ds) :
0 0 0

1. Zeigen Sie, dass der Prozess S die stochastische Differentialgleichung
dS(t) = S(t)(u(t)dt + o(t)dW (t))
erfiillt.

2. Benutzen Sie die obige stochastische Differentialgleichung, um eine gewchnliche Dif-
ferentialgleichung fiir f(¢) = ES(¢) herzuleiten.

3. Losen sie diese, um f explizit zu bestimmen.
4. Fiihren Sie die gleiche Prozedur durch zur Bestimmung von ES(t)2.

5. Berechnen Sie VarS(t).
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