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Aufgabe 1: 4 Punkte

Seien M,N stetige L2-Martingale und Πn , n ∈ N eine Zerlegungsfolge 0 = tn0 < tn1 < · · ·
mit supi t

n
i = ∞ für alle n ∈ N und |πn| = supi t

n
i − tni−1 → 0 für n → ∞. Zeigen Sie,

dass die quadratische Kovariation der Pfade von M,N entlang des Gitters gegen den
quadratischen Kovariationsprozess in Wahrscheinlichleit konvergiert. Für

KVn(t) =
∑
i

(M(tni ∧ t)−M(tni−1 ∧ t))(N(tni ∧ t)−N(tni−1 ∧ t))

ist also zu zeigen, dass für alle T > 0

sup
t≤T
|KVn(t)− < M,N >t | → 0

in Wahrscheinlichkeit für n→∞
Aufgabe 2: 2 Punkte

Sei W ein Wiener-Prozess. Zeigen Sie, dass es ein H ∈ L2(µW ) gibt mit H /∈ lbP .

Aufgabe 3: 6 Punkte

1. Zeigen Sie, dass jedes nichtnegative lokale Martingal ein Supermartingal ist.

2. Zeigen Sie, dass jedes beschränkte lokale Martingal ein beschränktes Martingal ist,
dass also

b(Mloc) ⊂ bM

gilt.

3. Geben Sie ein lokal beschränktes Martingal an, dass nicht beschränkt ist. Damit ist
also b(Mloc) echt in (bM)loc enthalten.

Aufgabe 4: 2 Punkte

Bezeichne mit

Mc,loc = {M ∈Mloc : M hat fast sicher stetige Pfade }

und mit
bMc,loc = {M ∈ (bM)loc : M hat fast sicher stetige Pfade }

Zeigen Sie

1. Mc,loc = (Mc)loc

2. bMc,loc = (bMc)loc



Aufgabe 5: 2 Punkte

Sei (τn)n∈N eine Folge von Stoppzeiten mit supn τn =∞ und so, dass für jedes n ∈ N der
Prozess M τn nicht unterscheidbar ist von N τn . Zeigen Sie, dass dann auch der Prozess
M nicht unterscheidbar ist von N .
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