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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei W ein Wiener-Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, (§¢):>0, P).
Fiir eine beziiglich des Lebesgue-Mafles quadratintegrierbare Funktion f definieren wir
H(t,w) = f(t) fir alle t > 0, w € Q. Zeigen Sie:

1. H ist previsibel,

2. Bestimmen sie EI(H), Varl(H) mit [(H) = [ HdW,
3. I(H) ist eine normalverteilte Zufallsvariable,

4. H - W hat unabhéngige Zuwichse.

Aufgabe 2: Zeittransformierter Wiener-Prozess 4 Punkte

Sei (Wy)i>0 ein Wiener-Prozess beziiglich einer Filtration (§:)i>0 und 7 : [0,00) — [0,T)
eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion mit 7(0) = 0. Definiere den sto-
chastischen Prozess (M;);>o durch

und die Filtration &; = §, fiir alle ¢ > 0.

1. Zeigen Sie, dass M ein Ly-Martingal mit cadlag Pfaden ist.
2. Bestimmen Sie das zu M gehorige Doleansmaf.

3. Bestimmen Sie Ly(uys) fiir den Fall, dass n streng monoton wachsend und differen-
zierbar ist. Zeigen Sie weiter, dass fiir H € Ly(up) der Prozess K definiert durch
K(t) = H(n '(t))1j07)(t) in Lo(pw) enthalten ist und

/ H(s)dM, = / K(t)dW ()

gilt.

Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien M ein Ly,-Martingal mit cadlag Pfaden und o, 7 P Stoppzeiten mit ¢ < 7 und
ta((0,7]) < oo. Dann sind wegen Aufgabe 1 Blatt 4 M7 und M? Martingale in Ha,
weshalb M, durch (M7). und M, durch (M), definiert werden kann. Zeigen Sie



/Y1((,ﬂdM = Y/(M, — M,)

fiir jede beschriankte §,-messbare Zufallsvariable Y,

(Yl(U,T]) M = Y(MT - MU)

fiir jede beschréinkte §,-messbare Zufallsvariable Y.

Aufgabe 4: 4 Punkte

Sei M ein Lo-Martingal und K € Lo(pys). Zeigen Sie die in der Vorlesung benutzte
Identitat

H-(K-M)=(HK) M

fir alle H € €&.
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