Gerold Alsmeyer

Einfiihrung in die Mathematische
Statistik

4. Dezember 2013

Skripten zur Mathematischen Statistik
Nr. 36 (4. Auflage, 2014)



Kapitel 1
Grundbegriffe der statistischen
Entscheidungstheorie

EINUNGSFORSLHER . N~ vor ———
AR B e e
E N )
DEItﬁEN SOFORTIGEN GEN FORDERN /

— STOPP. | S ".,.l/f?f/

Cartoon von Jan Tomaschoff

1.1 Begriffliche Abgrenzungen und ein Beispiel

Die mathematische Untersuchung zufallsabhidngiger Phinomene einschlieBlich der
Entwicklung des hierfiir bendtigten Riistzeugs bildet den Inhalt der W-Theorie. Am
Anfang steht immer die Vorgabe eines stochastischen Modells, das im Fall eines ge-
gebenen realen Phianomens natiirlich eine addquaten Beschreibung desselben liefern
sollte. Dabei verstehen wir unter “adidquat” einen hinreichenden Grad von Plausibi-
litdat der gemachten Annahmen. Erst dann tritt die Mathematik als exakte Wissen-
schaftauf den Plan, und zwar in Gestalt einer Analyse des Modells, zwecks Her-
leitung seiner wesentlichen Eigenschaften. Wohl jedem ist klar, dass eine korrekte
Modellierung realer Phinomene aufgrund ihrer Komplexitét nur in Ausnahmefillen
moglich ist. Ein Modell liefert so gut wie immer nur eine Approximation der Rea-
litat, wobei seine Giite davon abhéngt, inwieweit es die jeweils wesentlichen Ein-
flussparameter beriicksichtigt. Wihrend der Wahrscheinlichkeitstheoretiker (Pro-
babilist) nach Auswahl eines Modells nur noch reiner Mathematiker ist und das
tut, was er immer tut, ndmlich mathematische Sétze unter nunmehr festgelegten
Voraussetzungen beweist, hat der Statistiker einen den Probabilisten oft nur wenig
interessierenden, aber nicht minder gewichtigen Aspekt im Auge, ndmlich den der
Modellvalidierung. Gemeint ist das Bestreben, iiber die Analyse eines Modells in
Abhingigkeit gegebener Modellparameter hinaus auch eine Antwort auf die quanti-
tative Fragestellung zu geben, welche Werte diese Parameter in der realen Situation
tatsichlich annehmen. Dabei fischt er in der Regel im Triiben und muss sich deshalb



2 1 Grundbegriffe der statistischen Entscheidungstheorie

darauf konzentrieren, auf der Basis der ihm zur Verfiigung stehenden Information,
gemeint sind Beobachtungswerte (Daten), eine moglichst gute Schitzung abzuge-
ben. Fiir den Statistiker tritt also ein entscheidungstheoretischer Aspekt in den Vor-
dergrund, den es wiederum zunichst zu mathematisieren gilt, da ja keineswegs klar
ist, was unter “moglichst gut” tiberhaupt zu verstehen ist. Wer also geglaubt hat, in
dieser Vorlesung von der Mathematik Abstand nehmen zu miissen oder zu kdnnen,
der sei beruhigt oder enttiduscht: Statistik, in der hier vorgestellten Ausrichtung auch
“Mathematische Statistik” genannt, bildet eine mathematische Teildisziplin mit ei-
nem lediglich anderen Schwerpunkt, wobei zum Verstindnis die W-Theorie eine
unabdingbare Voraussetzung darstellt.

T

AufRldeungsergebnis

Abb. 1.1 Deskriptive Statistik: Ein Cartoon von der Webseite der hessischen Polizei

Die Bedeutung der Statistik weit iiber die Mathematik hinaus als eine Disziplin
mit starkem Anwendungsbezug wird schon dadurch deutlich, dass der Begriff heut-
zutage zum Grundwortschatz der meisten Menschen unserer modernen Industrie-
gesellschaft gehort und uns in vielfachen Bedeutungen und Zusammensetzungen
begegnet, z.B. in “statistisches Jahrbuch”, “Auflenhandelsstatistik”, “statistische
Auswertung von Versuchen” oder in Formulierungen wie “eine statistische Erhe-
bung hat gezeigt, dass ...” und “statistisch ist bewiesen, dass ... Wiirde man je-
doch verschiedene Personen nach einer mdglichst prdzisen Definition fragen, so
entstiinde vermutlich ein sehr diffuses Bild, wenn es sich nicht gerade um lauter
Experten handelte. Wir wollen daher mit einigen Klarstellungen und begrifflichen
Abgrenzungen beginnen.

Die ersten beiden zuvor erwihnten Begriffe “statistisches Jahrbuch” und “Au-
Benhandelsstatistik” betreffen die Erhebung und Zusammenstellung gewisser Daten.
Die Aufbereitung von Daten fiir einen schnellen und leichten Zugang zu den dar-
in enthaltenen Informationen fillt in das Gebiet der beschreibenden (deskriptiven)
Statistik und ist nicht Gegenstand dieser Vorlesung. Gleiches gilt fiir die explorative
Datenanalyse, die sich der Untersuchung von Daten widmet, iiber deren Zusam-
menhang nur geringes Wissen vorliegt. Im Zeitalter leistungsstarker Computer hat
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sie sich zu einem wertvollen Instrument entwickelt, dessen Techniken insbesondere
verwendet werden im sogenannten Data-Mining, wortlich etwa “Daten-Bergbau”
oder “Daten-Ausbeutung”, das die Erkennung von Mustern in grolen Datenmengen
mittels statistischer Techniken zum Ziel hat. Dagegen betreffen die oben genannte
“statistische Auswertung von Versuchen” sowie die Formulierungen “eine statisti-
sche Erhebung hat gezeigt, dass ...” und “statistisch ist bewiesen, dass ...” schon
eher den Gegenstand der von uns zu behandelnden, schlieflenden (inferentiellen)
Statistik, in der es um die mathematische Analyse von Daten im Hinblick auf Ent-
scheidungsprobleme geht, wie wir zuvor bereits angedeutet haben.

Ein einfaches Beispiel, das uns noch an verschiedenen Stellen wiederbegegnen
wird, soll die Problematik niher veranschaulichen:

Beispiel 1.1. Ein Unternehmen hat die Umstellung eines Produktionsverfahrens vor-
genommen und mochte diese bewerten. Vor der Umstellung hielten 12 % der er-
zeugten Produkte einer anschlieBenden Qualitidtskontrolle nicht stand und bildeten
somit Ausschuss. Zur Uberprl'jfung, ob der Ausschussanteil, also der Anteil man-
gelhafter Produkte, nach der Umstellung gesunken ist, werden 100 Produkte des
modifizierten Verfahrens derselben Qualititspriifung unterzogen. Wir nehmen ein-
mal an, dass sich dabei 90 als “gut” und 10 als “mangelshaft” ergeben. Genauer
besteht hier das Datenmaterial natiirlich aus 100 Einstufungen “gut” oder “‘man-
gelhaft”, spiter meistens mit “0” oder “1” codiert, die wir aber aus Platzgriinden
nicht einzeln auflisten.

Kann die Firma aufgrund dieser Beobachtungswerte schlielen, dass die Umstel-
lung fiir sie einen positiven Effekt hat, oder sollte sie lieber zum alten Verfahren
zuriickkehren?

Der fiir die Statistik charakteristische Aspekt dieser Fragestellung besteht darin,
dass das Eintreten von “gut”- bzw. “mangelhaft”-Ergebnissen einer einzelnen Uber-
priifung nicht nur von der Qualitét des Verfahrens sondern noch von einer Vielzahl
anderer, von uns nicht iiberschaubarer Einfliisse abhéngt, die wir in ihrer Gesamtheit
als zufillig ansehen konnen. Auf eine derartige Problematik treffen wir beispiels-
weise bei der Entscheidung iiber die Einfiihrung neuer Medikamente oder neuer
Diingemittel, bei dem Einsatz neuer Maschinen, bei der Verwendung eines neuen
Materials, das gewissen Anforderungen geniigen soll, etc.

Die Aufgabe der Statistik besteht darin, mathematische Modelle und Methoden
zu ihrer Analyse zu entwickeln, um aus einer durch Erhebung oder Messung
gewonnenen Stichprobe Entscheidungen abzuleiten, die die wahre, aber unbe-
kannte Verteilung der beobachteten zufilligen GroBe betreffen.

Zu diesem Zweck bedarf es zunichst einer Reihe notwendiger Formalisierungen
und Begriffsbildungen, die wir deshalb als nédchstes vornehmen wollen.
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1.2 Statistische Experimente und Entscheidungsfunktionen

Grundlage der mathematischen Behandlung einer statistischen Problemstellung bil-
det das statistische Experiment, welches das den Beobachtungen zugrundegelegte
Modell beschreibt.

Definition 1.2. Ein statistisches Experiment ist ein Tripel
@@ = (xvﬂ, (WQ)GE@)v

bestehend aus

(1) einer nichtleeren Menge X, genannt Stichprobenraum, die die Menge der
moglichen Beobachtungsergebnise bildet,

(2) einer o-Algebra o7 iiber X, die die beobachtbaren Ereignisse enthilt,

(3) einer Familie (Wy)gce von W-MaBen auf (X, <), die mit den Elementen des
Parameterraums © parametrisiert ist. Fiir 0 # 0’ gilt i.A. Wy # Wy,.

Mit jedem statistischen Experiment kann die Beobachtung einer Zufallsvariablen
X: (2, = (X,4)
und eine Familie (Pg)gece von W-Mafien auf (£2,2() verbunden werden, so dass
Py = Wo

fiir alle 8 € ®. Wir sprechen dann von einem statistischen Experiment mit Vertei-
lungsannahme (Wy)gce bei Beobachtung von X. Die explizite Gestalt von (0,2,
(Py)oco) spielt keine Rolle. Wird ein Wert x € X beobachtet, so interpretieren wir
diesen als den von X angenommenen Wert, auch dessen Realisierung genannt. Eine
messbare Funktion T auf (X, .<7) heiBt Statistik.

Erlduterungen anhand von Beispiel 1.1. Fiir die Auswertung der Qualititskontrolle
der getesteten 100 Produkte sind zwei Modellbildungen denkbar:

Modellbildung (A): Fir i = 1,...,100 setzen wir

X 1, falls i-tes Produkt mangelhaft,
"7 )0, falls i-tes Produkt gut,

so dass X = (Xj,...,Xj00) die Gesamtheit der Kontrollergebnisse (Versuchsresulta-
te) beschreibt. Nehmen wir an, dass die X; stochastisch unabhéngig und identisch

Bern(0)-verteilt sind mit unbekanntem Parameter 6 € [0, 1], d.h. Pg" = Bern(9), so
geniigt X einer @12 Bern(6)-Verteilung unter Py, d.h.
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100

Wy =P} = ®Bem(6).
i=1

Wir erhalten damit als statistisches Experiment

100
& = [ {0,131 93({0,11190), <®Bem(6)>
i=1 6€[0,1]

Modellbildung (B): Registrieren wir nur die Anzahl der mangelhaften Produkte,
beobachten wir also X = ):,-120? X;, so geniigt X unter den Modellannahmen von (A)
einer Bin(100, 0)-Verteilung unter Py, d.h.

W = P¥ = Bin(100,6).
Als statistisches Experiment ergibt sich in diesem Fall
6”2 = ({Oa la ceey 100}7m({07 17 ey 100})7 (Bln(1007 6))96[0‘1])'

Unter Zugrundelegung eines der beiden Modelle soll nun eine “verniinftige” Ant-
wort auf die Frage “Ist das neue Produktionsverfahren dem alten vorzuziehen?” ge-
funden werden. Zieht man als Bewertungskriterium nur den Parameter 6 heran, so
lasst sich die Frage prizisieren zu:

“0 <0.127 oder “0 >0.1277

Die Entscheidung fiir eine der beiden Alternativen soll aufgrund der Realisierung x
von X geschehen. Es ist also eine Vorschrift anzugeben, die jeder moglichen Beob-
achtung x € X eine dann zu treffende Entscheidung zuordnet. Dies wird wiederum
mathematisch formalisiert:

Definition 1.3. Ist D eine nichtleere Menge, deren Elemente die moglichen Ent-
scheidungen bilden, und ® eine 6-Algebra iiber D, so heifit jede messbare Abbil-
dung 6 : (X, %) — (D,®) Entscheidungsfunktion. (D,®) wird Entscheidungsraum
genannt.

Erlduterungen anhand von Beispiel 1.1. In Beispiel 1.1 sind die beiden Entschei-
dungen

neuer Prozess ist besser

I
I

dy “0 <0.127

d» = “0>0.127 = neuer Prozess ist nicht besser

zu betrachten, also

(D,®) = ({d1,d2},B({d1,d2})).
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Mobgliche Entscheidungsfunktionen bei Modellbildung (A) sind etwa

dy, falls ¥/%x <8,

dy, falls Y1 %0x; > 8,

1=

81:{0, 1} =D, &i(x) := {

d fallsx; A1 firi=1,....50
&:{0, 1} =D, &) = { 1, fallsx;#1furi=1,...,50,
d», sonst,
wobei x = (x1,...,x100), und bei Modellbildung (B)

8 :{0,1,..,100} = D, & (x) =

dy, fallsx <S8,
dy, fallsx>8,

8 :{0,1,..,100} - D, &(x) =

dy, falls x gerade,
dp, falls x ungerade.

Dabei ist anzumerken, dass 8; und 6Al die gleiche Entscheidung liefern und dass &,
und &, wenig sinnvoll sind.

1.3 Risikofunktionen und Optimalititskriterien

Nachdem der Begriff der Entscheidungsfunktion mathematisch formalisiert worden
ist, soll nun ein Maf3stab gefunden werden, der eine Bewertung dieser Funktionen
erlaubt. So soll z.B. die Aussage “die Entscheidungsfunktion & ist besser als die
Entscheidungsfunktion &,” einen mathematischen Inhalt erhalten.

Wir legen fiir das Folgende ein statistisches Experiment & = (X,.%7,(Wy)gco)
und einen Entscheidungsraum (D, D) als gegeben zugrunde.

Definition 1.4. Eine Verlustfunktion ist eine Abbildung L : ® x D — [0,%0], so dass
L(6,-):d+— L(0,d) fiir alle 6 € ® messbar ist.

L(6,d) gibt den Verlust an, den man beim Treffen der Entscheidung d und
beim Vorliegen der Verteilung Wy erleidet. Im Allgemeinen nimmt man an, dass
L(6,d) =0, falls d bei Vorliegen von Wy eine “richtige” Entscheidung bildet. Die
Messbarkeit von d — L(6,d) ist eine technische Voraussetzung, um die im Folgen-
den auftretenden Integrale bilden zu konnen.

Erlduterungen anhand von Beispiel 1.1. Falls 8 < 0.12, so ist d; die “richtige”
Entscheidung, andernfalls d;. Eine Verlustfunktion ldsst sich z.B. angeben, indem
man zwei Konstanten L, L, > 0 wihlt und
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0, falls 6 <0.12
Ly, fallsf >0.12

Ly, falls6 <0,12

L(6,dy) =
0, falls® >0.12

und L(0,ds) := {

definiert. Will man auch die Abweichung des wahren Parameters vom kritischen
Wert 0.12 im Fall einer “falschen” Entscheidung beriicksichtigen, so ist beispiels-
weise

0 falls 6 < 0.12
L(6,d) == OO
L1|6—0.12], falls 6 >0.12
und

L]0 —0.12|, falls 6 <0.12
Lo.d) = {7 |, falls ’
0, falls6>0.12

moglich.

Definition 1.5. Ein statistisches Modell ist ein Tripel
< =(€,(D,D),L),

bestehend aus einem statistischen Experiment &', einem Entscheidungsraum (D, D)
und einer Verlustfunktion L.

Um Entscheidungsfunktionen vergleichen zu kénnen, wird als néchstes das Risi-
ko einer solchen Funktion eingefiihrt. Den Erwartungswert beziiglich Py bezeichnen
wir im Folgenden im Eg.

Definition 1.6. Sei .7 = (&, (D,®), L) ein statistisches Modell und
F ={6:(%,4)— (D,D)}

die Menge der Entscheidungsfunktionen. Dann heifit R : @ x % — [0,00], definiert
durch

R(0,5) := /3€L(6,6(x))W9(dx):EQL(6,6(X)), (1.1)

Risikofunktion. Fiir festes 0 € .% nennt man R(-,8) Risikofunktion zu §.

Die Messbarkeit des in (1.1) auftretenden Integranden ist nach Annahme gesi-
chert.

Der Vergleich von Entscheidungsfunktionen basiert nun auf dem Prinzip der Ent-
scheidungstheorie und verwendet als Mafstab fiir deren Giite ihre Risikofunktio-
nen. In der Praxis wird man natiirlich auch andere Kriterien als die Risikofunkti-
on beriicksichtigen miissen, wie z.B. die einfache Berechenbarkeit eines Verfahrens
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oder dessen Verhalten, wenn die wahre Verteilung nicht zu der im Modell angenom-
menen Verteilungsklasse (Wy)gce gehort (Robustheit). Dennoch ist es von grofem
Wert, Losungen in der hier angenommenen, idealisierten Situation zu bestimmen,
auch wenn sie in der Praxis noch abgeédndert werden sollten, denn die Giite eines
Verfahrens wird sicher an dem gemessen, was im Idealfall optimal ist.

Wir kommen nun zur Formalisierung des Giitebegriffs von Entscheidungsfunk-
tionen.

Definition 1.7. Sei . = (&, (D, D), L) ein statistisches Modell und .%# die Menge
aller zugehorigen Entscheidungsfunktionen. Auf .# wird folgende Ordnungsstruk-
tur eingefiihrt:

0186 <& R(0,0)<R(0,5)firalled €O,
gelesen “O; ist mindestens so gut wie (nicht riskanter als) 8”;
d<8& < 0, =<8undR(0,0,)<R(0,) fir mindestens ein 6 € O,

gelesen “0y ist besser (weniger riskant) als &,”.

R(0,04)

R(0,55)

R(0,54)

) 1 1 2
Abb. 1.2 Vergleich des Riskos von drei Entscheidungsfunktionen
Beziiglich dieser Ordnungsstruktur werden zwei Entscheidungsfunktionen je-

doch i.A. nicht vergleichbar sein, wie Abb. 1.2 verdeutlicht. Dort sind &, und &3
bzgl. “<” nicht miteinander vergleichbar, wihrend &, < &; und & < &, gilt.
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Definition 1.8. Sei .#° C .%. Eine Funktion & heifit gleichmdfig beste Ent-
scheidungsfunktion in ¢, falls

e und & <& firalle 6 € %

gilt. Im Fall J#" = % heifit & einfach gleichmdifig beste Entscheidungsfunktion.

In nichttrivialen Situationen existiert i.A. keine gleichmifBig beste Entscheidungs-
funktion, wie das anschlieBende Beispiel verdeutlicht:

Beispiel 1.9. Um die Wirkung eines Diingemittels auf das Wachstum einer bestimm-
ten Pflanzensorte zu untersuchen, wobei die erzielte Ertragsdnderung pro Anbau-
flacheneinheit als Kriterium dient, werden die Ertrige von n Paaren von Fldchenein-
heiten gemessen. Jedes Paar besteht aus jeweils einer Einheit mit und einer Einheit
ohne Diingemittel bei sonst gleichen Anbaubedingungen. Die durch das Diinge-
mittel resultierende Ertragsidnderung soll unter Benutzung dieses Versuchsplans
geschditzt werden. Als statistisches Modell konnte in dieser Situation das folgen-
de dienen:

Sei Xj ; der Ertrag der Einheit mit Diingemittel im j-ten Paar und X, ; der Er-
trag der Einheit ohne Diingemittel im j-ten Jahr. Sei auBerdem X; = X ; — X ; die
Ertragsdifferenz. Der Vektor X = (X, ...,X,,) dieser Differenzen ist eine Zufallsva-
riable mit Werten in X = R, so dass wir als o-Algebra Z(R") wiihlen. Unter der
Annahme, dass die Ertragsdifferenzen fiir jedes Paar Normal(u,o?)-verteilt und
voneinander unabhingig sind — eine in der Praxis sehr oft gemachte Annahme —
folgt

9

(Wo)oco = <®Normal(u, Gz))
i=1 (u,02)ERx(0,00)

wobei 8 = (1,6%) und @ = R x (0,). Wihlen wir den Mittelwert als MaB fiir
die Ertragsidnderung, so ergibt sich als Entscheidungsraum die Menge aller mogli-
chen Mittelwerte, also D = R, versehen mit der Borelschen o-Algebra Z(R). Eine
gebriuchliche Verlustfunktion ist in diesem Fall die quadratische Verlustfunktion

L((“? Gz)vd) = (d - “)2

Wir zeigen im Folgenden, dass in dem hiermit festgelegten statistischen Modell
keine gleichméBig beste Entscheidungsfunktion existiert. Fiir jedes tt € R setzen
wir 8, = . Dann folgt offensichtlich

R((.0%),80) = [ L(1,0%).8,(3)) Wiy g2)(d) = 0
fiir alle 6% > 0. Fiir eine gleichmiBig beste Entscheidungsfunktion §* miisste also

R((1,0%),6") < R((n,6%),8,) = 0
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fiir alle (1,6?%) € O gelten, d.h.
0 = R((u,07),8"%)
= [ (80~ 1) Wiy o) (@)

n/2 n
~ [0 - (5552) em(—z;z;(x,»—u)Z) A" (dx).

Rn

Dies impliziert weiter, dass der Integrand A"-f.ii. verschwindet und somit
0*(x)=pn AL

fiir jedes (u,0?) € @ gilt, was offensichtlich unméglich ist.

Eine unter allen Entscheidungsfunktionen gleichmifig beste finden zu wollen,
macht also keinen Sinn. Andererseits gibt es in der vorliegenden Situation eine sehr
naheliegende Entscheidungsfunktion: Das starke Gesetz der gro3en Zahlen besagt,
dass das arithmetische Mittel 7~ (X; 4 ... + X,)) von unabhingigen und identisch
verteilten Zufallsgrofen fiir n — oo mit Wahrscheinlichkeit 1 gegen den Mittelwert
EX; konvergiert. In unserem Fall ist  der unbekannte Mittelwert, und es liegt des-
halb nahe, als Entscheidungsfunktion das sogenannte Stichprobenmittel

X1+ ... +x,
n

S(x) = % =
zu wihlen. Dann gilt
S _ S X
/]R 3(x) Wiy 2 (dx) = /R B(0) P, oo (d)

= 1
= ]E(“ycz)(S(X) = ;;Ewﬁz)& = U.

Im Mittel liefert & also stets das “richtige” Ergebnis; man bezeichnet eine solche
Entscheidungsfunktion als erwartungstreu [¥¥ Definition 1.13]. Als dessen Risiko
berechnen wir unter Benutzung der stochastischen Unabhéngigkeitder X;, 1 <i <n:

RU1,69,8) = [ (560~ Wy o) (@) = By ) (B0) — 40
o 1 &
= VaI'(“‘O.Z)é(X) = Var(upz) <n ;Xz)
n 2
= — ZVaer =

Je mehr Beobachtungen man zur Verfiigung hat, desto geringer wird demnach bei
“verniinftigen” Entscheidungsfunktionen das Risiko.
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Wir halten fest, dass das Finden einer gleichméBig besten Entscheidungsfunkti-
on i.A. nicht moglich ist und daher zunichst eine Klasse “verniinftiger” Entschei-
dungsfunktionen festgelegt werden muss, in Beispiel 1.9 etwa die erwartungstreuen
Entscheidungsfunktionen. Eine andere Moglichkeit besteht darin, von dem vektori-
ellen GiitemaR R(-, ) zu einem reellwertigen GiitemaB f(R(-,8)) iiberzugehen, so
dass nur noch eine reellwertige Gro3e zu minimieren ist.

Definition 1.10. Ein &) € .% heiBt Minimaxverfahren, falls gilt:

supR(0,0) < supR(0,0) fiiralled € .Z. (1.2)
6cO 6co

Bei Gebrauch eines Minimaxverfahrens will man sich also gegen den ungiinstig-
sten Fall absichern. Die gewihlte Bezeichnung erklart sich, wenn man (1.2) um-
schreibt zu

maxR(0, = minmaxR(6,6),
6cO ( 60) 0c.F 6O ( )

natiirlich vorausgesetzt, dass die auftretenden Suprema tatsdchlich Maxima sind.

Definition 1.11. Auf @ seien eine o-Algebra und ein W-MaB & gegeben. & wird
als Vorbewertung oder auch a priori Verteilung bezeichnet. Dann heit & € % ein
Bayes-Verfahren zu &, falls

/R(e,(so)g(de) < /R(e,a)g(de) fiir alle § € .
0] (©]

(Da Risikofunktionen stets nichtnegativ sind, existieren die auftretenden Integrale,
konnen aber den Wert oo haben.)

Beim Bayes-Ansatz wird unterstellt, dass der Statistiker gewisse Vorkenntnisse
iiber das Auftreten des Parameters 0 besitzt, die sich in einer W-Verteilung & auf
der Menge ® aller moglichen Parameter niederschlagen. Natiirlich muss man ne-
ben der Wahl einer geeigneten o-Algebra auf ® sicherstellen, dass die integrierten
Risikofunktionen messbar sind. Die Benutzung von Bayes-Verfahren ist unter Sta-
tistikern nicht unumstritten und hat zu einer Unterscheidung von Bayesianern und
Frequentisten gefiihrt, die sich friiher teilweise heftig befehdeten.

Eine minimale Anforderung an eine Entscheidungsfunktion besteht darin, dass
es keine bessere im Sinne von Definition 1.7 gibt.
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Abb. 1.3 Bayesian Learning: Eine etwas eigenwillige Sicht der Entstehungsgeschichte des Men-
schen. Quelle: http:/stats.stackexchange.com

Definition 1.12. Eine Entscheidungsfunktion &y € .% heiBit zuldissig, falls kein 0 €
Z mit 6 < & existiert.

Obgleich die Forderung der Zuldssigkeit verniinftig erscheint, kann ihr Nachweis
fiir eine gegebene Entscheidungsfunktion ein schwieriges mathematisches Problem
darstellen. Dariiber hinaus kann es passieren, dass eine in einer vorgegebenen sinn-
vollen Teilklasse beste Entscheidungsfunktion nicht zuldssig ist [F¥ Satz 2.61 fiir
eine derartige Situation].

1.4 Typen von statistischen Modellen

Sei & = (X, 47, (Wp)oco) hiernach immer ein gegebenes statistisches Experiment.

1.4.1 Schiitzprobleme

Das statistische Modell der Punktschdtzungen ist eine Abstraktion der Situation des
Beispiels 1.9. Sei y: ® — R eine Parameterfunktion, die nach Beobachtung von
x € X durch ein d € R™ geschitzt werden soll. Es ist also D C R” und © = Z(R™)p
die zugehorige Borelsche (Spur-)o-Algebra. Man benutzt in diesem Fall hdufig eine
Verlustfunktion der Gestalt
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L(8,d) = (y(6)—d) " T'(y(6)—d),
inder I eine positiv definite Matrix bildet. Speziell fiir m = 1 und I" = 1 heif3t
L(6,d) = (y(6) —d)?

quadratische oder auch Gauf3-Markovsche Verlustfunktion.

Entscheidungsfunktionen werden in der vorliegenden Situation als Schditzer oder
Schiitzfunktionen (fiir y(0)) bezeichnet. Beispiel 1.9 hatte gezeigt, dass es i.A. kei-
nen Sinn macht, einen optimalen unter allen Schitzern zu suchen, da ein solcher
nicht existiert. Stattdessen schrinkt man die Suche auf eine Teilklasse “‘verniinfti-
ger”, etwa aller erwartungstreuen Schitzer ein.

Definition 1.13. Ein Schitzer g : X — R™ fiir y(0) heit erwartungstreu, falls

Eog(X) = [gdWs = ¥(0)

fiir alle 6 € ©.

Fiir einen erwartungstreuen Schétzer ergibt sich im Fall m = 1 bei quadratischer
Verlustfunktion

R(6.8) = [ (s()~7(6) Wa(dx) = [(s(X) ~Eog(X))* dPo = Vareg(X).

In diesem Fall hat also das Risiko die anschauliche Interpretation der mittleren qua-
dratischen Abweichung vom wahren Wert der Parameterfunktion.

1.4.2 Bereichsschitzungen

Nehmen wir an, dass in Beispiel 1.9 aufgrund der Beobachtung x die Benutzung
des Schitzers d(x) = X den Wert 112.5 liefert. Eine derartige Aussage wird uns
hiufig nicht ausreichen, denn wir wiinschen uns eine Vorstellung iiber die Prédzision
bzw. den moglichen Fehler in der Schitzung. Dies fiihrt dann zu Angaben der Form
x+y als Schitzwert, im Beispiel etwa eine Ertragsdnderung von 112.5 +5.3. Wie
ist nun eine solche Aussage zu interpretieren? Tatséchlich hat man keine Garantie,
dass der zu schitzende Wert zwischen den Grenzen 112.5 —5.3 und 112.5+5.3
liegt, und muss daher eine wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation zugrunde-
legen. Grenzen der vorliegenden Art werden so gewihlt, dass mit hoher vorgegebe-
ner Wahrscheinlichkeit, z.B. 95 %, der unbekannte Parameter tatsichlich zwischen
diesen Grenzen, d.h. in der durch sie beschriebenen Menge liegt. Eine Formalisie-
rung dieser Uberlegungen fiihrt zum Begriff des Konfidenzbereichs.
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Gegeben sei wieder eine Parameterfunktion y: @ — R™, deren wahrer Wert y(6)
mit gewisser Prizision zu schitzen ist. Als Entscheidungen wihlt man nun Teilmen-
gen von R™, wobei die getroffene Wahl C C R™ gerade die Entscheidung bedeutet,
dass y(0) in C liegt.

Definition 1.14. Ein Konfidenzbereich fiir y(0), auch Bereichsschiitzfunktion ge-
nannt, ist eine Abbildung C : X — PB(R™) mit der Messbarkeitseigenschaft

{xeXx:y(0)eCkx)} e

fiir alle 6 € ©. Die Menge aller Konfidenzbereiche fiir y(6) wird mit € bezeichnet.
Fiir a € [0, 1] heiBt ferner C ein Konfidenzbereich zum Niveau 1 — @ oder auch
(1 — o) 100%-Konfidenzbereich, falls

Wo({xeX:7(8) eC(x)}) > 1-a

fiir alle 6 € ®. Die Menge aller Konfidenzbereiche zum Niveau 1 — o bezeichnen
wir mit €_g.

Die Bezeichnung (1 — a)% anstelle von a% hat ihren Grund in der statisti-
schen Tradition, das Symbol « fiir kleine Irrtumswahrscheinlichkeiten zu verwen-
den und demgemal durch 1 — o eine Wahrscheinlichkeit nahe bei 1 fiir eine korrekte
Entscheidung zu suggerieren, ohne « tatsédchlich zu spezifizieren. (1 — o)100%-
Konfidenzbereiche sollen also mit hoher Wahrscheinlichkeit 1 — o gewihrleisten,
dass der wahre Parameter ¥(6) in der gewihlten Entscheidung liegt. Natiirlich ist
dies immer der Fall, sogar mit 1 — @ = 1, wenn man C(x) = R” wihlt; ande-
rerseits erscheint diese Bereichsschitzfunktion wenig sinnvoll. Um wiederum zu
einem Optimierungsproblem zu gelangen, wihlt man zu jedem 6 € @ eine Teil-
menge F(6) von “falschen” oder “besonders ungiinstigen” Parameterwerten, z B.
F(0)={6"€©:0 # 6}. Gesucht wird dann eine Bereichsschitzfunktion, die bei
wahrem 8 die fiir 0 “falschen” Parameter mit moglichst geringer Wahrscheinlich-
keit enthilt.

Definition 1.15. C heilit gleichmdifig bester Konfidenzbereich in €* C € bzgl. F,
falls Cp € €* und

Wo({x€ X:¥(6") € Co(v)}) = min Wo({x € X:7(6') € C(v)})

fiir alle 6 € ©® und 6’ € F(6) gilt. Im Fall €* = &€;_, nennt man Cy gleich-
mapflig besten Konfidenzbereich zum Niveau 1 — o oder auch gleichmdflig besten
(1 — o) 100%-Konfidenzbereich.
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1.4.3 Testprobleme

Das allgemeine Testproblem bildet eine Abstraktion der in Beispiel 1.1 vorliegenden
Situation: Gegeben seien disjunkte H, K C @, genannt Hypothese bzw. Alternative',
mit H + K = ©@. In unserem Beispiel bestand der Entscheidungsraum D aus zwei
Elementen dy und dk. Es ist nun niitzlich, eine Vergroerung von D vorzunehmen,
die auch die Alltagssituation der Unentschlossenheit modelliert. In einer solchen
Situation werfe man eine moglicherweise unfaire Miinze und entscheide sich, je
nach Resultat des Miinzwurfs, fiir dy oder fiir dg. Dies nennt man Randomisieren
mit Wahrscheinlichkeit y, wobei y € (0, 1) die Wahrscheinlichkeit fiir dx angibt.

Um das beschriebene Vorgehen zu beriicksichtigen, erweitern wir den Entschei-
dungsraum zu D = [0, 1], wobei

0 = dy = Annahme der Hypothese,
1 = dx = Annahme der Alternative = Verwerfen der Hypothese,
(0,1) > y = Randomisieren mit Wahrscheinlichkeit 7.

Als 0-Algebra iiber D wihlt man natiirlich die Borelsche o-Algebra %([0, 1]).
Definition 1.16. Jede Entscheidungsfunktion ¢ : X — [0, 1] in einem Testproblem

heiflt Test oder Testfunktion. Nimmt ein Test nur die Werte 0 oder 1 an, nennt man
ihn nichtrandomisiert, andernfalls randomisiert.

Als Verlustfunktion benutzt man die Neyman-Pearsonsche Verlustfunktion

L(0,7) = v, falls@ € H,
= 1—y, falls@ck

fiir alle y € [0, 1], speziell

0, falls@ €H,
1, falls@ ek

1, falls@€H,
0, fallsf K.

L(6,0) = { und L(6,1) = {

Ein Test ¢ hat damit die Risikofunktion

/(p dWy = Ep@(X), falls® € H,

R(6,9) =
/(1—(/)) dWy = I—Eg(p(X), falls 6 € K.

Die Funktion By : 6 — Eg¢(X) nennt man die Giitefunktion von ¢, manchmal auch
Operationscharakteristik oder abgekiirzt OC-Funktion.

! Ebenfalls gebriuchliche Bezeichnungen fiir # und K in der Statistikliteratur sind Nullhypothese
bzw. Alternativhypothese.
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Hat man eine Entscheidung getroffen, kann diese entweder richtig sein oder man
begeht einen der folgenden Fehler:

Irrtiimliches Verwerfen der Hypothese Fehler 1. Art.
Irrtiimliche Annahme der Hypothese = Fehler 2. Art.

Die Konsequenzen dieser beiden Fehler sind hdufig sehr unterschiedlich. Unter-
sucht man z.B. einen Patienten auf das Vorliegen einer bestimmten gefihrlichen
Krankheit, so fiihrt die Fehlentscheidung fiir das Vorliegen der Krankheit, und da-
mit die Durchfiihrung einer Behandlung, héufig nur zu einer gewissen zeitlichen
und/oder finanziellen Belastung des Patienten, wihrend eine Nichtdiagnostizierung
der tatsdchlich vorliegenden Krankheit weitaus ernstere Folgen haben kann.

Man kann mittels eines Testverfahrens i.A. nicht erreichen, dass die Wahrschein-
lichkeiten fiir einen Fehler 1. Art und einen Fehler 2. Art simultan klein werden. Es
ist daher iiblich, sich eine Schranke fiir den Fehler 1. Art vorzugeben, und Testfunk-
tionen zu suchen, die den Fehler 2. Art unter dieser Nebenbedingung minimieren.
Dies bedeutet fiir den Entscheidungstriger,

als Alternative stets diejenige Entscheidung zu wihlen, die bei irrtiimlicher
Annahme als riskanter eingeschétzt wird.

In der obigen Situation wiirde man demnach die Alternative als “der Patient ist ge-
sund” wihlen.

Fiir 0 € H gibt R(0,¢) = Eg(X) gerade die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler
1. Art bei Benutzung von ¢ an, wihrend die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2.
Art durch R(0,¢9) = 1 —Eg@(X) fiir 6 € K gegeben ist.

Definition 1.17. Sei o € [0, 1] ein vorgegebenes Irrtums- oder Signifikanzniveau.
Dann heif3t ¢y ein Test zum Niveau a., falls

Eopo(X) < a fiiralle 6 € H.

Die Menge all dieser Tests wird mit @, bezeichnet. Minimiert ¢y auerdem den
Fehler 2. Art unter allen Tests in @, d.h.

Eopo(X) = max Ego(X) fiiralle 6 € K,
PEPy

so heillt ¢y gleichmdflig bester Test zum Niveau Q..

Erlduterungen anhand von Beispiel 1.1. In der hier vorliegenden Situation hat die
Entscheidung, die Produktion auf das neue Verfahren umzustellen, obwohl das alte
besser war, i.A. unangenehmere Konsequenzen als die Entscheidung fiir die Bei-
behaltung des alten Verfahrens, obwohl eine Umstellung besser gewesen wire. Man
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wird deshalb die erstere als Alternative wihlen und das Testproblem wie folgt fest-
legen:
®=10,1], H=[0.12,1] und K =10,0.12).

Bei Zugrundelegung von Modellbildung (B) entspricht die dort angegebene Ent-

scheidungsfunktion §; (®¥° im Anschluss an Definition 1.3) dem nichtrandomisier-
ten Test
1, fallsx <S8,

Pilx) = {0, falls x > 9.

Ebenso moglich ist beispielsweise ein randomisierter Test der Form

1, fallsx<7,
o(x) = %, falls x = 8,
0, fallsx>9.

Als Giitefunktion von ¢@; erhalten wir offensichtlich
S 7100\ 100—j
Bogi(X) = Pox <8) = ¥ (") 0/1-0)0
=0\ J
und als Giitefunktion von ¢, entsprechend

1

Eg(/)z(X) = PQ(XS7)+EP9(X:8)

1.5 Dominierte Experimente und Exponentialfamilien

Wir haben im vorherigen Abschnitt eine Gliederung der statistischen Theorie hin-
sichtlich der Art der statistischen Entscheidungsprobleme vorgenommen. Eine wei-
tere Unterscheidung ldsst sich nach der Art der betrachteten Familie (Wy)geco von
W-Malflen geben. Dazu definieren wir zunichst

Definition 1.18. Sei & = (X,.27,(Wy)oco) ein statistisches Experiment. Die Fa-
milie (Wy)gece wird ebenso wie das Experiment & als dominiert bezeichnet, wenn
ein o-endliches Maf v auf (X,.o7) existiert, so dass Wy < v fiir alle 6 € © gilt.

Nach dem Satz von Radon-Nikodym existieren in diesem Fall die v-Dichten

AW

fo = , <d.h. We(A) = /fedv fiir alle A € Q%)
dv A
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fiir alle 8 € ©.
Die Untersuchung von statistischen Experimenten mit Parameterraum

O CR? fiireind > 1

wird als parametrische Statistik bezeichnet und zuerst Gegenstand dieses Textes
sein. Bildet ® dagegen eine Teilmenge eines unendlichdimensionalen Raums, so
handelt es sich um ein Problem der nichtparametrischen Statistik, in der eine typi-
sche Familie von W-MaBen z.B. durch (W(g, 0,))(0,,0,)c0 Mit W(g, 0,) = O] ® 03
und

O ={(01,0>) : O; stetiges W-MaB auf (R, Z(R))}

gegeben ist.

Beispiel 1.19. Die Familie (Normal(u,c?)) (1,62)cRx (0,0) der Normalverteilungen
ist bekanntlich durch v = A&, das Lebesgue-MaB auf (R, Z(R)) dominiert. Dasselbe
gilt fiir die Familie (Exp(0))gc (o) der Exponentialverteilungen und viele andere

bekannte Verteilungsklassen.

Beispiel 1.20. Im Fall eines abziihlbaren Stichprobenraums X mit o/ = PB(X) ist
jede auf diesem definierte Verteilungsklasse (Wg)gce dominiert, und zwar durch das
ZihlmaB auf X. Als konkretes Beispiel wihlen wir X = {0, ...,n} und die Familie
(Bin(n, 0))gc(0,1) der Binomialverteilungen. Die Zihldichte von Wy = Bin(n, 6) hat
die Gestalt

folx)= (Z) 0*(1—6)""" fiir jedes x € X.

Die fiir die Anwendung besonders bedeutsamen dominierten Verteilungsklassen
der parametrischen Statistik werden durch folgende Definition gegeben.

Definition 1.21. Sei & = (X, <, (Wp)pco) ein dominiertes statistisches Experi-
ment mit dominierendem MaB v. Man nennt (Wy)gco eine Exponentialfamilie,
falls die v-Dichten fy = % folgende Gestalt besitzen: Es existieren in kK € N und
Abbildungen C, Oy, ..., Or : @ — R und messbare Abbildungen #, 71, ..., T : X — R,
so dass fiir jedes 6 € ®

k
fo = C(8)exp (ZQ,(G)T,) h v-fii (1.3)
i=1

Setzen wir v* = hv, so folgt unter Benutzung von Korollar 13.5 in [2]

dWy
dv*

k
= C(0)exp (Z Q,(G)T,) >0 v (1.4)
i=1

und daraus weiter [B¥° Satz 13.11 in [2]]:
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Lemma 1.22. In einer Exponentialfamiie % = (Wy)gco sind alle Elemente paar-
weise dquivalent, und zwar gilt fiir N € <f

Wo(N) =0 fiirallelein® € ® < V*(N)=0.

Eine Aussage ist also genau dann v*-f.ii. giiltig, wenn sie Wp-f.s. fiir jedes 6 € ©
gilt, und fiir letzteres schreiben wir im Folgenden auch kurz # -f.s. Mit (1.4) sieht
man, dass die in der Definition der fy auftretende Funktion % stets dem dominie-
renden Mall v “zugeschlagen” werden kann und sich deshalb die grundlegenden
statistischen Eigenschaften von % allein aus der Gestalt der Exponentialterme
exp (Z{-‘zl Qi(6)T;) ergeben. Fiir jedes 6 € © gibt C(6) den Normierungsfaktor an
und erfiillt die Beziehung

X -1
C(6) = (/eXP <Z‘1 Qi(B)Ti(x)> h(X)V(d’X)) : (1.5)

Man nennt % daher auch k-parametrige Exponentialfamilie in (Qy,...,0x) und
(T1,...,T). Wie man sich leicht mittels Ubergang zu einem anderen dominierenden
MaR iiberlegt, sind weder k noch die Vektoren (Qy,...,Q) und (77, ..., T;) eindeutig
bestimmt. Wir gehen darauf mangels Bedeutung fiir unsere Zwecke jedoch nicht
weiter ein und verweisen auf WITTING [21, Korollar 1.154 auf S. 146f.].

Beispiel 1.23. Die Familie (Normal(m62))(“362)6RX(0’N) ist eine 2-parametrige
Exponentialfamilie, denn fiir die zugehérigen A -Dichten gilt

¥ — 2
f(”762)()€) = (27[)71/266)([) <( 26/'21) )

1 u? L 5, Hu
- (Zn)‘/ZceXp<_w>eXp (‘zozx Tt

:C([.L,O'z)

dh. (1.4) mitk =2, v* = A,

u
PR

0x(u,0%) = 5 Ti(x) = x> und TD(x) = x.

Q](,u,Gz) =

202’

Beispiel 1.24. Die Familie (Bin(n,0))gc(o,1) ist fiir festes n € N eine einparametrige
Exponentialfamilie, denn fiir die zugehdrigen Zihldichten auf {0, ...,n} gilt

= (Jo-or = woren(( 2} ()

=C(8)

dh. (1.3) mitk = 1,
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0/(8) = log (139), Ti(x) = x und h(x) = <”>

X

Eine einfache Anwendung des Transformationssatzes liefert

Satz 1.25. Ist # = (Wy)eco e¢ine k-parametrige Exponentialfamilie in Q =
(O1,..,Qk) und T = (Th,....T), so ist #T := (W] )gco eine k-parametrige Ex-
ponentialfamilie in Q und der Identitiit auf R¥.

Beweis. Es geniigt der Hinweis, dass offensichtlich fiir alle 6 € ©

awg ¢ .
T (t) = C(8)exp( Y Qi(0); | #7'-fs., (1.6)
i=1
gilt, wobei 1 = (#y, ..., ;). |

Eine weitere niitzliche Eigenschaft von Exponentialfamilien bildet ihre Konsi-
stenz bei der Bildung von Produktmafen. Wir sagen, dass eine Zufallsvariable ei-
ne Eigenschaft unter (IPg)gce besitzt, wenn sie diese Eigenschaft unter jedem Py,
0 € O, besitzt.

Satz 1.26. Es seien Xi,...,X, unter (Pg)gce unabhingige Zufallsvariablen und
X=Xy, Xn)-

(a) Bildet (I[Dgi)gg@ fiir jedes i = 1, ...,n eine Exponentialfamilie, so gilt dies auch
fiir die Familie (P} )gco.

(b) Sind Xi,...,X, ferner identisch verteilt und bildet (Pg‘ Joco eine k-pa-
rametrige Exponentialfamilie in Q = (Qy,...,Q) und T = (T, ..., Ty.), so ist
auch (P} )gce eine solche, und zwar in Q und

=

Ty (x) := iT(x,-) = (iiTl(xl),..., Tk(xi)>, X = (X1yeeeyXp)-

i=1
Beweis. Da (a) sehr leicht nachzurechnen ist, betrachten wir nur Teil (b) und notie-

ren, dass

dP§ " dPy) T
aor® = [T = cor [Tew (ZQi<9>Tf<"f>>

I
A
—
[ea}
S—
=
[¢]
ol
o
N

was offensichtlich die Behauptung beweist. a
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Als nichstes wollen wir auf den Ubergang zu einer anderen, sehr naheliegenden
Parametrisierung einer Exponentialfamilie # = (Wy)gco in Q = (01, ..., Ox) und
T =(T1,...,T;) eingehen. Setzen wir

¢ = (&,...,&) = (01(0),...,01(0))

und beachten in (1.5), dass C(6) von 6 nur iiber Q(6) abhingt, wir also 0.B.d.A.
C(Q(8)) = C(&) schreiben kénnen, so folgt nach Umparametrisierung Wo ~~ Wy

dw, k
dvf = C({)exp (,Z'l CjTj> v*£.ii.

Wir nennen § = {(6) natiirlichen Parameter und sagen in diesem Fall, dass # =
(We)¢ep(o) in natiirlicher Parametrisierung gegeben ist. Letztere erweist sich bei
der Untersuchung analytischer Eigenschaften von % als besonders geeignet [55°
Satz 1.27]. Im Allgemeinen bildet Q(®) nur eine Teilmenge von

k
3= {5 = (&1, &) ERk10</eXP (Zéﬂ') av’ <°°}7 (1.7)
J=1

die als natiirlicher Parameterraum von # bezeichnet wird. 3 besteht aus genau
denjenigen Parametern &, fiir die exp (le‘:] ¢ ]T]) nach Normierung durch

‘ -1
€)= ( [ew (;em) dv*)

eine v*-Dichte bildet, d.h. ein W-MaB W mit dieser Dichte auf (X,.<) definiert.

Die wichtigsten analytischen Eigenschaften von Exponentialfamilien in natiirli-
cher Parametrisierung fasst der nachfolgende Satz zusammen, wobei i = +/—1 die
imagindre Einheit bezeichnet.

Satz 1.27. Sei W = (W; ) ¢c3 eine k-parametrige Exponentialfamilie in § und T mit
natiirlichem Parameterraum 3. Dann gilt:

(a) 3 ist konvex.
(b) Besitzt 3 innere Punkte, d.h. 3% 0, so sei

R = {E:C—Hyzéeg,yeRk} c ck

Dann wird fiir jede bzgl. aller Wy, e ,%, integrierbare Funktion ¢ : X — R
durch F : R — C,
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k
F@E) = [oWexp (_zl chTj(x)> V' (d)

eine Funktion definiert, die in jedem &; bei festgehaltenen &, ...,E;_1,&j41,
.oy & holomorph ist.

(c) Es gilt fiir alle (v, ..., o) € NE

9% 9%
ST T

k
= (oW . Tl % exp (Z@jmx)) v*(d)

F(&)
(1.8)

Beweis. Wir verweisen auf das Buch von WITTING [21, Satz 1.161, Hilfssatz 1.162
und Korollar 1.163 auf S. 150ff] sowie auch Satz 40.4 in [2]. O

Im Hinblick auf die Frage, wann der natiirliche Parameterraum innere Punkte
besitzt, geben wir zunéchst die folgende

Definition 1.28. Eine k-parametrige Exponentialfamilie # = (Wy)gco in (01, ...,
Oy) und (7T1,...,T}) besitzt vollen Rang, wenn 1,0Qj,...,Q; linear unabhingig auf
® und 1,71, ..., T; linear unabhingig auf N° fiir jede % -Nullmenge N € ./ sind,
wobei letzteres bedeutet:

k
C()+ZC]'T]' =0 #As. = c¢=..=c = 0.
j=1

Fiir k-parametrige Exponentialfamilien vollen Rangs in natiirlicher Parametrisie-
rung gilt schlieBlich:

Satz 1.29. Sei W = (W§)§e 3 eine k-parametrige Exponentialfamilie vollen Rangs
in § und T mit natiirlichem Parameterraum 3. Dann gilt:

(a) 3 besitzt ein nichtleeres Inneres.
(b) Die Funktion

k
¢ = —logC(§) = log </eXp<ZCjTj> dv*>
j=1
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ist strikt konvex.

Beweis. Wir verweisen erneut auf WITTING [21, Satz 1.161 auf S. 150]. O

1.6 Und zum Ende noch ein paar Formalitiiten

Dieser Abschnitt, der beim ersten Lesen
getrost iibersprungen werden kann, dient
der Klarstellung einiger Formalitédten, auf
die der Leser im Bedarfsfall zuriickgrei-
fen kann, wenn er zu einem spéteren Zeit-
punkt im bisweilen schwer passierbaren
Dickicht notwendiger Bezeichungen und
Definitionen den Uberblick zu verlieren
— droht oder schon verloren hat.

Das folgende Schema beschreibt die typische Grundsituation der in den nachfol-
genden Kapiteln behandelten statistischen Modelle.

(2,2, (Pg)geo) - (X,47,(P)oco) — (X", (Ph™)peo)
N—— N——
=Wo)oco =W )oco

Die Beobachtungsvariable X ist auf einem nicht néher spezifizierten Raum (£,2()
mit einer Familie (Pg)gce von W-MaBen definiert und induziert das gegebene stati-
stische Experiment & = (X, &7, (Wy)gco ) in der Mitte des Schemas. Eine Statistik T
auf dem Stichprobenraum (X, .</) mit Werten in einem messbaren Raum (X', /")
dient hiufig der Datenreduktion (etwa der Ubergang von x = (x1,...,x,) € R" zu
T(x) =x1+... +x, € R) und fiihrt zu dem reduzierten Experiment [¥ Definition
2181 67 = (X', ", (Wy Joco).

Bei drei Familien von W-Maflen auf i.A. verschiedenen messbaren Rdumen stellt
sich die Frage nach einer sinnvollen Notation fiir die entsprechenden Erwartungs-
werte (Integrale). Mit [Eg bezeichnen wir immer den Erwartungswert beziiglich Py,
also Eg(e) = [ dPg, was in Analogie zur W-Theorie geschieht, wo E(e) = [ e dP.
Entsprechend benutzen wir Varg fiir die Varianz von ZG auf (£2,2() unter Py.
Fiir das Integral einer messbaren numerischen Funktion g : (X, 27) — (R, 28(R))
beziiglich Wy fiihren wir kein eigenes Erwartungswertsymbol ein, sondern schrei-
ben einfach Wy(g), was insbesondere Wy(A) = Wy(14) impliziert. Eine entspre-
chende Notation gilt fiir bedingte Erwartungswerte unter Pg und Wy, also Eq(e|e)
bzw. Wy (e|e). Keine eigene Kurzschreibweise benutzen wir dagegen fiir Integrale
beziiglich WGT . SchlieBlich sei noch auf die folgenden Zusammenhinge zwischen
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den verschiedenen Integralen hingewiesen:

We(g) = Egg(X), (1.9)
/h dW] = Wo(h(T)) = Egh(T(X)) (1.10)
Wo(g]S=")oS(X) = Wp(g|S)oX = Ee(g(X)|S(X)), (1.11)

wobei die letzte Zeile Py-f.s. gilt und dquivalent ist zu der Wg -f.s. giiltigen Identitét
Wo(glS=-) = Eg(g(X)[S(X) =") (1.12)

Die auftretenden Funktionen und Zufallsvariablen sind natiirlich auf jeweils geeig-
neten messbaren Riumen definiert. (1.9) und (1.10) folgen direkt mittels des Trans-
formationssatzes, wéahrend wir fiir (1.11) noch notieren, dass

[ syare = [ gaWy = [ Walels) awe
{S(X)eB} {seB} {seB}
— [ Wolgls =5) W§tas) = [ Walsls =) P3¥)(as)
= [ Walgls=")oS(X) dPy
{S(X)eB}

fiir alle messbaren Teilmengen des Bildraums von § gilt.



1.6 Und zum Ende noch ein paar Formalitidten

Statistikerwitze zum Ersten

Statistiker zu sein heifit niemals sagen zu miissen, man sei sich sicher.

Zwei Statistiker befinden sich auf dem Weg von LA nach New York. Nach etwa einer Stunde
Flugzeit meldet sich der Pilot mit der Nachricht, dass gerade ein Triebwerk ausgefallen sei,
aber kein Grund zur Sorge bestehe, da sie noch drei intakte Triebwerke hétten. Die Flugzeit
verldngere sich allerdings von urspriinglich 5 auf 7 Stunden.

Nur wenig spiter teilt er mit, dass ein weiteres Triebwerk ausgefallen sei, fiigt aber beruhi-
gend hinzu, dass ja noch zwei funktionieren wiirden. Lediglich die Flugzeit betrage nun 10
Stunden, um in New York anzukommen.

Wiederum eine Weile spiter meldet sich der Pilot erneut iiber Sprechfunk, um den Ausfall
des dritten Triebwerk mitzuteilen. Grund zur Panik bestehe aber nicht, denn die Maschine
konne problemlos mit einem Triebwerk fliegen. Die Flugzeit betrage nun aber leider 18
Stunden bis New York.

An diesem Punkt dreht sich der eine Statistiker zum anderen und seufzt “Meine Giite, ich
hoffe, dass nicht auch noch das letzte Triebwerk ausfillt, sonst miissen wir namlich fiir
immer hier oben bleiben!”

Statistik spielt in der Genetik eine wichtige Rolle. Beispielsweise kann man mit Statistik be-
weisen, dass die Anzahl der Nachkommen eine Erbeigenschaft ist. Wenn deine Eltern kin-
derlos geblieben sind, ist die Wahrscheinlichkeit sehr gro3, dass du auch keine bekommst.






Kapitel 2
Parametrische Schitztheorie und Suffizienz

2.1 Drei Methoden zum Finden von Schéitzern

Im Folgenden seien ein statistisches Experiment & = (X,.o7, (Wy)gep) mit @ C R?
und eine zu schitzende Parameterfunktion y: ® — R™ zugrundegelegt. Zum Ein-
stieg stellen wir uns die Frage, ob es einfache und/oder schnelle Verfahren gibt, zu
einem “verniinftigen” Schitzer fiir y(6) zu gelangen, auch wenn dieser nicht unbe-
dingt gewisse Optimalititskriterien erfiillt. In manchen Féllen ist dies sehr einfach,
wie das folgende Standardbeispiel zeigt: Sei y(0) = 1(0) der unbekannte Mitel-
wert einer Verteilung W, der auf der Basis von n stochastisch unabhingigen, iden-
tisch Wg-verteilten Beobachtungen Xj,...,X,, geschitzt werden soll. Es gilt dann

Wy = lP’gX"'"’X") = Wé’ fiir alle 8 € @. Als guter und zudem intuitiv naheliegender
Schitzer fiir 1£1(0) erweist sich das Stichprobenmittel
_ xX1+...+x,
X1 s dn) 1= Ty = ——,

denn er ist erwartungstreu, also
Egg(Xl,...,X,,) = EQY,Z = ‘LL(G)

fiir alle 6 € ©, und besitzt nach dem starken Gesetz der grolen Zahlen auflerdem
die asymptotische Eigenschaft

limX, = pu(6) Py-fs.

n—so0

fiir alle 6 € @. Bei wachsender Zahl von Beobachtungen strebt der Schitzer also
stets — genauer mit Wahrscheinlichkeit 1 — gegen den wahren Parameter. Dies nennt
man starke Konsistenz.

27
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2.1.1 Die Momentenmethode
Statistik mag langweilig sein, aber es hat seine Momente.

Verweilen wir bei der zuvor betrachteten speziellen Situation und nehmen zusitzlich
an, dass Eg|X;|? < oo fiir alle 8 € ® C R? gilt. Dann bilden offensichtlich

(1) . X1+...+x,

Xp = Xp = ,
n

2 2

_) . X{+...+x,

Xn =,
n

@y
X, = —
n

erwartungstreue und stark konsistente Schitzer fiir

1(8) = EoXi, a(6) = EoXi, ... pa(6)=EeX{.
Die Momentenmethode beinhaltet nun folgendes Vorgehen:
Stelle fiir den d-dimensionalen Parameter 6 = (64, ..., 0,) die Gleichungen
(1] )= (e, 00),
2 % = m(6,...00).
2.1)
[d] 5 = pa(6r,....64)
auf und versuche, diese fiir 6y, ..., 0, zu 16sen.
Definition 2.1. Gegeben seien Realisierungen xi, ..., X, von n unabhingigen, iden-

tisch verteilten ZG Xj,...,X,, zum Schitzen von 6 = (6y,...,0,), d > 1. Es gelte
Eg|X;|? < co. Besitzt das Gleichungssystem (2.1) eine Losung 6= (X1, %n)s
so heiBt diese ein Momentenmethode-Schdtzer (MMS) fiir 6 und jede Komponente
0; = 0;(x1,...,x,) ein MMS fiir 0;, j =1,...,d, bei gegebenem x = (x1,...,X,).

Der Leser beachte bei dieser Definition, dass ein MMS als Funktion von x =
(x1,...,X,) nicht notwendig fiir alle x € X zu existieren braucht. Aus entschei-
dungstheoretischer Sicht liefert die Momentenmethode also moglicherweise einen
nur partiell, d.h. auf einer echten Teilmenge X’ des Stichprobenraums definierten
Schitzer. In diesem Fall ist eine Berechnung seiner Risikofunktion und damit der
Vergleich mit anderen Schitzern offenbar unmoglich, es sei denn, Wy ((X')¢) =0
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fiir alle 8 € ® oder man vervollstindigt die Definition des Schitzers in irgendeiner
verniinftigen Weise auf (¥')°. Andererseits wird diese mathematisch unbefriedigen-
de Feststellung aus praktischer Sicht hinnehmbar, wenn man bedenkt, dass die Mo-
mentenmethode dem stets mit einer fest gegebenen Beobachtung (Datensatz) kon-
frontierten Anwender lediglich ein mogliches Verfahren liefert, zu einer Schitzung
des unbekannten Parameters zu gelangen. Fiihrt sie zu keinem Ergebnis, muss er
sich eben nach einer Alternative umschauen.

Zur Veranschaulichtung der Methode betrachten wir eine Reihe von Beispielen.

Beispiel 2.2. (Normalverteilungen) Nehmen wir an, dass Xi, ..., X, stochastisch un-
abhiingig und jeweils Normal(u, ?)-verteilt sind mit unbekanntem Parameter 8 =
(u, 02) € R x (0,00). Dann gilt 4;(60) =E¢X; = pund i,(6) = Eng—l—Varg(Xl) =
u? + o2. Folglich ist das Gleichungssystem

Xn = W,
%) = p’+o?,
in 4 und 62 zu 16sen. Wir erhalten

o = u(xy,....,xy,) = X, und

2 - 1 ¢ -
C° = 0°(x1,..0,Xp) = xg,)—x,% = fZ(x,-—xn)z.
i=1

In diesem einfachen Beispiel liefert die Momentenmethode Schitzer fiir die un-
bekannten Parameter, die mit unserer Intuition tibereinstimmen und zudem auf dem
ganzen Stichprobenraum X definiert sind. Von gréBerem Nutzen sind jedoch An-
wendungen auf Schitzprobleme, in denen keine offensichtlichen Schitzer fiir die
unbekannten Parameter existieren.

Beispiel 2.3. (Gammaverteilungen) Seien X, ...,X, stochastisch unabhingig und
jeweils I"(a,B)-verteilt mit unbekanntem Parameter 8 = (,f8) € (0,%0)%. Die
Lebesgue-Dichte von X unter P, g) lautet also

fiap) () = ()" B e Pr1 g 0 (x).

Ferner gilt

EpXi = % und  Var (g ) X1 = %7
also (g p)X7 = 2% Demnach ist hier das Gleichungssystem
_ o
X, = E’
2 = a(l+a)

ﬁZ
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in o und B zu 16sen. Wir setzen v2 = Xy) —x2 = n~! .
gen Beispiel gesehen, ist v,zl der MMS fiir die Varianz der X;. Das Gleichungssystem
(2.1) kann zu

(xj —X,)*. Wie im vorheri-

_ (04
Xn = B7
(04
V% = W
umgeformt werden, und man erhilt daraus leicht als MMS fiir ¢ und 8
%)’ P
a = <") und B = .
Vp Vi

Das zuvor gewihlte Vorgehen, Gleichung [2] mit Xﬁ) durch eine mit v,% = XSZZ) —
=2

%2 =n! Yoy (x) —X,)? zu ersetzen, ist natiirlich immer moglich, indem man in
(2.1) die quadrierte Gleichung [1] von Gleichung [2] abzieht. Anstelle von [2] tritt
dort folglich der MMS fiir die Varianz

[2/] V%=/.12(91,...76d)—ul(eh...,@d)z.

Beispiel 2.4. (Binomial-Verteilungen) Als letztes Beispiel betrachten wir die Situa-
tion n unabhingiger Bin(m, p)-verteilter Beobachtungen Xj, ..., X,, mit unbekannten
Parametern m € Nund p € (0,1), d.h. 6 = (m, p).

Da bekanntlich EgX; = mp und VargX; = mp(1 — p), erhalten wir das Glei-
chungssystem

Xp = mp,
va = mp(1—p)

in m und p und daraus nach ein wenig Algebra die MMS

=2
n

Xy — V2

@:

und ﬁ:x—le—
m

fiir m bzw. p. Der aufmerksame Leser wird feststellen, dass m, p auch negative
Werte annehmen und dass m i.A. nicht ganzzahlig ist. Dieses Problem, dass der
Wertebereich eines Schitzers nicht mit dem des zu schitzenden Parameters iiber-
einstimmt, tritt haufig auf und bildet neben der Moglichkeit eines nur partiell de-
finierten Schétzers ein weiteres unerfreuliches Phanomen, das bei Verwendung der
Momentenmethode auftreten kann. Der Fairness halber muss allerdings festgehal-
ten werden, dass sich hier negative Werte fiir 7 und p nur dann ergeben, wenn
die Stichprobenvarianz v,zl den Wert des Stichprobenmittels v, iibersteigt, was ei-
ne hohe Schwankungsbreite der Daten (relativ zum Mittelwert) bedeutet und damit
generell eine hohe Unzuverlédssigkeit jedweder Schitzung nach sich zieht. Die Mo-
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mentenmethode hat uns aber immerhin zwei Kandidaten von Schitzern fiir m und p
geliefert, was im Fall von m ein keineswegs einfaches Problem darstellt.

2.1.2 Die Maximum-Likelihood-Methode

Die Maximum-Likelihood-Methode ist eine der populérsten Techniken zum Fin-
den von Schitzfunktionen, wenngleich auch sie von den zuvor angesprochenen
unerfreulichen Phinomenen begleitet wird. Zu ihrer Beschreibung benétigen wir
zundchst folgende

Definition 2.5. Sei & ein durch v dominiertes Experiment mit Dichten fg = %.
Gegeben den Beobachtungswert X = x € X, wird L(-|x) : @ — [0, ), definiert

durch
L(8x) := fo(x),

als Likelihood-Funktion von X (gegeben x) bezeichnet. Entsprechend heif3t
£(0]x) :=1logL(6|x) Log-Likelihood-Funktion von X (gegeben x).

Im Fall einer diskreten Verteilungsfamilie (Wp)gce mit dominierendem Zihlmal
gibt L(0]x) also nichts anderes als die Wahrscheinlichkeit des Beobachtungswertes
x unter Wy an, und das Maximum-Likelihood-Prinzip bedeutet, diejenige Verteilung
W@ zu finden, unter der diese Wahrscheinlichkeit maximiert wird. Man kann die In-
terpretation auf den allgemeinen Fall iibertragen, wenn man den Wert fy(x) bis auf
einen von O unabhiingigen Faktor als Wahrscheinlichkeit einer infinitesimalen Um-
gebung von x auffasst, was zumindest im Fall v = A" und stetiger fg gerechtfertigt
ist, weil in diesem Fall

Po(X € Be(x)) ~ fo(x) A"(Be(x))

fiir kleine € > 0 gilt, wobei B¢ (x) die n-dimensionale e-Kugel um x bezeichnet. Wir
definieren nun weiter

Definition 2.6. Existiert zu gegebenem Beobachtungswert x € X ein Parameter-
wert 0(x) € O, in dem L(:|x) sein Maximum annimmt, so heilt 6(x) Maximum-
Likelihood-Schditzer (MLS) fiir 6 auf der Basis von x. Existiert 0 (x) fiir alle oder

zumindest fiir (Wp)gecp-fast alle x € X, so heifit die Funktion 6 einfach Maximum-
Likelihood-Schditzer fiir 6.

Wir unterstellen in dieser letzten Definition implizit, dass 9 als Abbildung von
X nach @ C RY messbar ist, sofern iiber @ die Borelsche Spur-c-Algebra Z(R%)g
zugrundegelegt wird.
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Es spielt selbstverstindlich fiir das Ergebnis keine Rolle, ob wir die Likelihood-
Funktion L(0]x) oder die Log-Likelihood-Funktion ¢(6|x) maximieren. Mathema-
tisch ist hiufig die Funktion ¢(6|x) leichter zu analysieren, und zwar vor allem dann,
wenn X aus n unabhingigen und identisch verteilten Komponenten X, ..., X, be-
steht, wobei (Pg' Joco < p fiir ein o-endliches MaB p gilt. In diesem Fall ergibt

sich nimlich mit gg = dPy' /dp und fo = dP¥ /dp"
L(6|x) = Hgg(xj), X=(X1,ees %),
j=1

und folglich
n
L(0]x) = Zloggg(xj).
Jj=1

Wird nun das Maximum mittels Differentiation nach 6 bestimmt, erweist sich dies
bei einer Summe meistens leichter als bei einem Produkt.

Betrachten wir als néchstes wieder eine Reihe von Beispielen.

Beispiel 2.7. (Normalverteilung) Gegeben sei die Situation von Beispiel 2.2 mit un-
abhiingigen, Normal(u, 6?)-verteilten X1, ..., X,. Nehmen wir zunichst an, dass ¢
bekannt ist, so dass nur u als unbekannter Parameter auftritt. Als Log-Likelihood-
Funktion erhalten wir dann

n n 1 &
O(ulx) = _510g2ﬁ—510g62—7‘_2Z(xj—u)z, (2.2)
j=1

deren Ableitung durch

™=

d 1
—A(ulx) = =
e = G X

(xj — )

(x1+...+x,)/nals

gegeben ist. Setzen wir diese gleich 0, so ergibt sich [i(x) =X, =
= 0 und damit als MLS

(eindeutige) Losung der Log-Likelihood-Gleichung €(1|x

d%é(xnu) =—n/o?<0.

Vertauschen wir die Rollen, indem wir u als bekannt und 6> als unbekannt an-
nehmen, so ergibt sich natiirlich dieselbe Log-Likelihood-Funktion wie in (2.2), nur
dieses Mal mit 6% > 0 als Argument. In diesem Fall schreiben wir also £(o|x). Die

Log-Likelihood-Gleichung nimmt dann die Form

fiir 4, denn

d n 1
—2€(G|x) = ——=

n
2
N - =0
do 202 T 257 j;l(x, 2
an und liefert den MLS G2(x) = n~ ' ¥1_, (x; — )%, wie man leicht nachrechnet.

Kommen wir schieBlich zu dem Regelfall, dass sowohl u als auch &> unbe-
kannte Parameter bilden. Die Log-Likelihood-Funktion in (2.2), nun ¢(u,o?|x),
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ist also in (u,c?) zu maximieren. Dazu betrachten wir die partiellen Ableitungen
%E(/.L, 02|x) und =% ¢(1t, 62|x), genauer die Log-Likelihood-Gleichungen

do?

P , o
@f(ﬂﬁ lx) = gj;(xj—ﬂ) =0,

n

0 2 1 ¢ )
Wg(#’ff lx) = —ﬁ‘i‘ﬁ;(%—ﬂ) = 0,

und erhalten wie zuvor fi(x) = X, als MLS fiir 4 und 62(x) = v2 als MLS fiir 2,
wobei v,% wie in 2.3 definiert ist. Auf den Nachwelis, dass die Jacobi-Matrix der
zweiten partiellen Ableitungen von (i, o|x) an der Stelle (%,,,v2) negativ definit ist,
haben wir verzichtet. In der vorliegenden Situation stimmen also MLS und MMS
iiberein.

Beispiel 2.8. (Poisson-Verteilungen) Im Fall n stochastisch unabhéngiger, jeweils
Poisson(0)-verteilter Beobachtungen mit unbekanntem Parameter 6 € (0, ) gilt
fiir x = (xq,...,x,) € Nj

em’cn n
L(6Jx) = ¢ 7o dh. £(B]x) = —n6+nx,logh — ) logx;!.
=1

xi!eox,! ]

Differenziert man wieder £(6,x) nach 6, so ergibt sich leicht 6 (x) = X, als MLS fiir
0. Dieser stimmt erneut mit dem MMS iiberein. Der Leser beachte, dass @(x) im Fall
x=(0,...,0) nur dann zu einem zuléssigen Schitzwert fiihrt, wenn wir den Parame-
terraum © um den entarteten Parameter 6 = 0 erweitern, wobei Poisson(0) := .

Beispiel 2.9. (Binomial-Verteilungen) In der Situation von Beispiel 2.4 sei m € N
bekannt und p € (0, 1) unbekannt. Dann gilt fiir x = (xy,...,x,) € {0, ...,m}"

o (o) - ()22,

und damit

Uplx) = (Z log (r)) +mnlog(1 — p) + nX,log p — nx,log(1— p).
j=1 j

Das gewohnte Vorgehen liefert p(x) = X,,/m als MLS fiir p. Dabei sind p(0, ...,0) =
0und p(m,...,m) = 1 nur dann zuléssige Schitzwerte, wenn wir den Parameterraum
um p =0 und p = 1 erweitern, wobei Bin(m,0) := & und Bin(m, 1) := §,.

Nehmen wir als nichstes an, dass p bekannt und m unbekannt ist, so erhalten
wir dieselbe Likelihood-Funktion wie vorher, jedoch mit m anstelle von p als Ar-
gument, wobei (') := 0 fiir x ¢ {0,...,m}. In diesem Fall liegt ein diskretes Maxi-
mierungsproblem vor, da m € N, und wir notieren als erstes, dass L(m|x) = 0 fiir
m < max|< <, X;j. Fiir m > max<j<,x; gilt offensichtlich
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Lim—1x)  Ijom—x) 2 Xj
Lp) ~ (m(i—py P H( )

J=1

Da diese Funktion streng monoton wachsend in m ist, lautet die Bedingung an den
MLS 77i(x)
L(m—1 L(m
LG-I) |y MEN
L(m|x) L(m+1|x)

was dquivalent ist zu

1f7)< 1—p)" und 1——
H( m ( p) un ]I_Il< m+1

=1

> = (1-p)"

Man kann dieses Maximierungsproblem l6sen, indem man beispielsweise nume-
risch die eindeutige Nullstelle Z des Polynoms

n

fep(@) = [I(1=xj2)— (1 —p)"

J=1

in [0,1/max;<;<,x;] bestimmt. Der MLS i(x) ist dann die groBte ganze Zahl <
1/

Kommen wir schlieflich zu dem Fall, dass sowohl m als auch p unbekann-
te Parameter bilden. Differentiation der Log-Likelihood-Funktion nach p ergibt
analog zum eingangs betrachteten Fall (i bekannt), dass ¢(p,m|x) fiir jedes feste
m > maxi<j<pX;j an der Stelle p,(x) = X,/m ihr Maximum annimmt, was insbe-
sondere die Beziehung p(x) = X,/ liefert. Es bleibt also lediglich 7 zu bestim-
men, wozu wir gleich voraussetzen, dass nicht alle x; denselben Wert haben, da
sich andernfalls offenbar p(x) = 1 und m(x) = x; als MLS ergeben. Statt jedoch
den Quotienten wie zuvor zu betrachten, ist es hier giinstiger, den Parameter m als
kontinuierlich anzusehen, die partielle Ableitung %E(p,mpc) zu bestimmen und

schlieBlich eine Nullstelle von %E(pm,m\x) etwa mittels des Newton-Verfahrens
zu berechnen. Natiirlich bleibt dann noch zu zeigen, dass diese tatsdchlich einen
MLS fiir m bildet. Wir wollen darauf nicht weiter eingehen, erwéhnen allerdings
noch eine Arbeit aus dem Jahr 1981 von OLKIN, PETKAU & ZIDEK [12], die ge-
zeigt haben, dass der MLS m sehr instabil sein kann. Zur Illustration betrachten sie
zwei Datensitze von fiinf Beobachtungen einer Bin(m, p)-Verteilung, deren Para-
meter m und p beide unbekannt sind. Der erste Datensatz lautet (16, 18, 22, 25, 27),
der zweite (16, 18, 22, 25, 28) Der Unterschied zwischen beiden besteht als lediglich
darin, dass beim zweiten als letzte Beobachtung 27 durch 28 ersetzt wurde. Fiir den
ersten Datensatz ergibt sich als MLS m = 99, fiir den zweiten dagegen m = 190. Der
Grund fiir diesen gewaltigen Unterschied liegt darin, dass die Likelihood-Funktion
in einem sehr grofen, den MLS enthaltenden Intervall nahezu konstant ist, was zur
Folge hat, dass schon eine geringfiigige Anderung ihres Verlaufs durch Veriinderung
der Daten die Maximalstelle erheblich verschiebt.
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Eine niitzliche Eigenschaft von MLS ist ihre Invarianz unter Parametertransfor-
mationen. Zur Prizision dieser Feststellung sei y: @ — @’ eine Parameterfunktion.
Zum Schitzen von y(0) (bei Beobachtung von X = x) mit Hilfe der Maximum-
Likelihood-Methode definieren wir zunéchst die von Y induzierte Likelihood-Funk-
tion Ly(-|x) : y(©) — [0,00) durch

Lynk) = sup  L(6]).
0cO:y(0)=n

Ein Wert 7] (x) € y(©) heiBt MLS fiir 1 = 7(6) zur Beobachtung x € X, falls dieser
L,(-|x) maximiert. Die naheliegende Frage, ob (6 (x)) einen MLS fiir  gegeben x
bildet, beantwortet

Satz 2.10. Seien & = (X,.o7,(Wp)oco) ein statistisches Experiment, y: © — @’

~

eine Parameterfunktion und 6(x) ein MLS fiir 0 zu gegebenem x € X. Dann ist

~

N (x) = ¥(6(x)) ein MLS fiir n = y(0) zu x.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich leicht aus der Gleichungskette

Ly (7(6(x))]x) = max _ L(68Jx) = L(8(x)|x) = maxL(6x)
0€0:y(0)=y(6(x)) 9co
= max max L(6|x) = max L Xx). O
ney(®) 6:y(0)=n (Ok) ney(o) Y(m)

Dieser Satz liefert insbesondere die formale Bestitigung dafiir, dass es in Bei-
spiel 2.7 keine Rolle spielt, ob wir den MLS fiir die Varianz 62 durch Maximierung
der Likelihood-Funktion in 62 bestimmen, wie dort geschehen, oder durch Maxi-
mierung in ¢ und anschliefender Quadrierung des Resultats.

2.1.3 Die Bayes-Methode

Beispiel 1.9 hatte gezeigt, dass es in nichttrivialen Situationen aussichtslos ist, einen
unter allen Schitzern gleichméBig besten finden zu wollen, da dieser fiir jeden Para-
meter das Risiko 0 besitzen miisste. Der Bayessche Ansatz bietet einen Ausweg aus
diesem Dilemma, indem er die Risikofunktion R(6, &) nicht fiir jedes 6 zu minimie-
ren versucht, sondern lediglich deren Mittelung beziiglich einer a priori Verteilung
&, dh.

B(E,5) = /@R(e,a)g(de).

Ein Schitzer 6 mit minimalem Bayes-Risiko B(&, 8) = B(&) heiBt Bayes-Schiitzer
(BS) bzgl. & [*= auch Definition 1.11].

Das Problem der Berechnung von Bayes-Schitzern taucht in verschiedenen Kon-
texten auf. Hier geht es uns allerdings nur darum, eine weitere Moglichkeit des
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Findens interessanter Schétzer vorzustellen; fiir eine ausfiihrlichere Diskussion ver-
weisen wir auf die Monographie von LEHMANN [11, S. 336ff]. Die generelle
Schwierigkeit besteht offenkundig darin, die a priori Verteilung & auszuwihlen. Ei-
ne Moglichkeit bildet die Auswahl eines plausiblen Elements aus einer mathema-
tisch giinstigen und zugleich hinreichend flexiblen parametrischen Verteilungsfami-
lie. Bevor wir dies anhand von zwei Beispielen demonstrieren, wollen wir zunichst
das zugrundegelegte Modell in geeigneter Weise festlegen und das allgemeine Vor-
gehen zur Berechnung von Bayes-Schitzern beschreiben:

Die Zuordnung 6 — Wy (A) sei messbar fiir jedes A € <7, eine technische Voraus-
setzung, die uns keine Kopfschmerzen zu machen braucht, weil sie von den aller-
meisten gebrduchlichen Verteilungsfamilien erfiillt wird. Wir konnen dann anneh-
men, dass der unbekannte Parameter die Realisierung einer weiteren Zufallsvaria-
blen A bildet, die zusammen mit der Variablen X auf einem W-Raum (Q,2(,]P)
definiert ist, wobei

PA = & und PXM=0 = w,

fiir alle & € ®. Man wihle etwa (Q2,2) = (0 x X, 8(0) ® «7), A, X als Projektio-
nen auf die erste bzw. zweite Komponente und definiere P(A x B) := [, Wp(B) £ (d0).
Die unbedingte Verteilung PX von X lautet demnach

We() = [ Wol) £(d6) = EWA().

Fiir das Bayes-Risiko eines beliebigen Schiitzers § unter & konnen wir nun auch
schreiben:

B(E.6) = [ R(6.5)&(d6)
= [ [ 1(6.6() Wo(ax) £(a0)
0JX
_ / / L(6,8(x))PXA=0 (ax) PA(d6) 2.3)
0JXx
- / / L(6,5(x)) PAX=x(d0) P¥ (dx)
xXJo
_ / E(L(A, §(x))|X = x) PX(dx).
X
Die Berechnung eines Bayes-Schitzers ist im Prinzip sehr einfach. Betrachten
wir zunichst die Situation vor Erhalt einer Realisierung der Beobachtungsvariablen

X. Gegeben eine zu schitzende Parameterfunktion 7 : ® — R und eine hierfiir
gewihlte Verlustfunkion L, ist dann jedes d € R, das

d — EL(A,d) = /@L(e,d)g(de)

minimiert, ein BS fiir y(6). Nach Erhalt eines Datums x wird die a priori Verteilung
& durch die sogenannte a posteriori Verteilung von A, d.h. durch PAX=* ersetzt,
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und einen BS bildet jedes s (x) € R™, welches das a posteriori Risiko
d — E(LA,d)X =x) = / L(6,d) PAK=x(49) 2.4)
e

minimiert [/ (2.3)]. Mathematisch prizise lautet das Ergebnis:

Satz 2.11. Neben den zuvor gemachten Voraussetzungen gelte:

(1) Es gibt einen Schitzer & mit endlichem Bayes-Risiko.
(2) Es gibt einen Schiitzer 6, so dass 6(x) fiir We-fast alle x das a posteriori
Risiko (2.4) minimiert.

Dann ist § ein BS fiir Y(0) (vgzl. &).

Beweis. Ist § irgendein Schitzer mit endlichem Bayes-Risiko, so hat dieser auch
endliches a posteriori Risiko E(L(A, 6(x))|X = x) fiir We-fast alle x, und es folgt
vermoge (2)

o > E(L(A,8(x))|X =x) > E(L(A,8(x))|X =x) We-fs.

Die Behauptung ergibt sich nun durch Integration bzgl. PX auf beiden Seiten [0
(2.3)]. O

Voraussetzung (1) sichert lediglich, dass jeder BS eine endliche Risikofunktion
besitzt. Im speziellen Fall der quadratischen Verlustfunktion L(8,d) = (y(8) —d)?
ergibt sich:

Korollar 2.12. Gegeben die Voraussetzung von Satz 2.11, bildet
6(x) = E(r(A)[X =x)

einen BS fiir y(0) unter quadratischer Verlustfunktion.

Beweis. Nach Satz 2.11 ergibt sich 8 durch minimierung von
d — E((y(A) —d)*|X =x)

und damit die Behauptung als definierende Eigenschaft des bedingten Erwartungs-
werts [/ [2, Satz 51.1]]. O

Eine in vielen Situationen interessante Frage lautet, wann ein BS eindeutig be-
stimmt ist. Diesbetreffend notieren wir:
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Korollar 2.13. Gegeben secien die Voraussetzungen von Satz 2.11 und eine in d
strikt konvexe Verlustfunktion L(6,d) [z.B. L(6,d) = (y(0) —d)*]. Dann ist der

BS S W -f.s eindeutig bestimmt, falls W = (Wp)gco < We.

Beweis. Ist L(0,-) strikt konvex, gilt offenbar dasselbe fiir E(L(A,-)|X = x) auf
I :={d :E(L(A,d)|X = x) < eo}. s (x) bildet deshalb die eindeutige Minimalstelle
dieser Funktion, sofern I, # 0. Nach den Voraussetzungen in Satz 2.11 (unter Hin-
weis auf EL(A, 5 (X)) < oo) ist letzteres aber We-f.s. und somit #/-f.s. der Fall. O

In allen drei weiter unten behandelten Beispielen sind die Voraussetzungen des
Korollars erfiillt und der jeweilige BS deshalb eindeutig. Fiir die notwendige Be-
rechnung der a posteriori Verteilung PA IX=x erweist sich dort, wie in vielen anderen
Beispielen, der folgende Satz als niitzlich, der im Grunde schon aus der W-Theorie
bekannt ist:

Satz 2.14. Sei [ ein o-endliches Maf3 und & eine a priori Verteilung mit U-
Dichte g. Sei ferner (Wp)oco eine Verteilungsfamilie auf (R", Z(R")) und eben-
falls dominiert durch ein c-endliches Maf v. Schlieflich sei fg := dWy/dVv und

fe(x) == Jo fo(x)&(dB). Dann bildet

0
z"’(){)‘z)(x)l{f‘5 >0y +8(0)1—0) (2.5)

A|X=x 0) =
Ve ) 7

eine W-Dichte der a posteriori Verteilung PAR=x Jfiir We ~fast alle x.

Beweis. Da X Werte in (R", 2(R")) annimmt und % (R") abzihlbar erzeugt wird,
konnen wir nach Satz 53.13 in [2] die fp so wihlen, dass die Abbildung (6,x) —
fo(x) messbar ist. Damit bildet aber g(0)fg(x) eine u ® v-Dichte von (A,X) und
Jfe eine v-dichte von X, wie man sofort nachpriift. Es folgt die Behauptung gemif
Satz 53.11 in [2]. O

Beispiel 2.15. (Bernoulli-Verteilungen) Die Beobachtungsvariable X bestehe aus n
unabhiingigen identisch Bern(60)-verteilten Komponenten X, ..., X,, mit unbekann-
tem Parameter & € @ := (0, 1) Eine mathematisch giinstige und zugleich flexible
Familie von a priori Verteilungen fiir 6 bilden die Betaverteilungen B(a,b), (a,b) €
(0,00)2, mit A-Dichten

I'(a+D)

Zap(X) = Wxa_l (1=x)"""10 1 (x).

Abb. 2.1 illustriert dies anhand sechs ausgewdihlter Parameterkombinationen. Be-
achte, dass B(1,1) = Unif(0,1) gilt. Wir notieren auBerdem, dass
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a=b=2 a=5, b=2 a=3, b=7
1 2 2
0.5 1] 1]
0.5 1 0.5 1 0.5 1
a=b=6 a=0.5,b=4 a=b=0.5
3 10 10
2,
5 5]
1
0.5 1 0.5 1 0.5 1

Abb. 2.1 Dichten der 3(a,b)-Verteilung

a ab
a+b und VarB(a’b)_(a+b)2(a+b+1)'

EB(a,b) = (2.6)

Um den BS 9 fiir 0 bei quadratischer Verlustfunktion zu bestimmen, miissen
wir zuniichst die a posteriori Verteilung PAX=* berechnen, wobei x = (x1, ...,x,) €
{0,1}" und A 4 B(a, b) fiir irgendeine feste Parameterkombination (a,b) € (0,0)>.
Wir bedienen uns des zuvor gezeigten Satzes 2.14 mit g = A und v = ZdhlmaR auf
{0,1}". Es gilt

fo(x) = Po(X) =x1,....X =x) = es(l — 9)"7S

fiir alle 6 € (0,1) und x = (x1,...,x,) € {0,1}", wobei 5 := Y.}, x;. Hieraus folgt
offenbar fz > 0 auf {0,1}", und wir erhalten vermége (2.5) als bedingte A -Dichte

FAR=N ) = Cla,box) 0 (1 - 0)PH 11 ,(6),

also wieder eine Betaverteilung, ndmlich (a + s,b+n —s), als a posteriori Vertei-
lung. Fiir die auftretende Konstante ergibt sich damit natiirlich ohne weitere Rech-
nung

I'(a+b+n)
T'(a+s)C(b+n—s)

aus der Normierung. Gemif Korollar 2.12 und mit (2.6) folgt als BS fiir y(6) = 0
bei quadratischer Verlustfunktion

C(a,b,x) =

a+s

é\(x) = E(A\sz) = Eﬁ(a+s,b+n—s) = m,

den wir wegen X = s/n auch in der Form

~ a+b a n
= X 2.7
6(x) <a+b+n) a+b+<a+b+n>x @7
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schreiben konnen. Der BS ergibt sich demnach als gewichtetes Mittel von +b, dem
a priori Schitzer fiir 6 vor Erhalt der Daten, und dem kanonischen Schétzer X fiir
den Mittelwert 6 ohne Benutzung einer a priori Verteilung. Fiir grofe # ist hierbei
offenkundig der “a priori Anteil” klein, was auch der Intuition entspricht, denn mit
wachsender Zahl von Beobachtungen wird man den Daten mehr und mehr Gewicht
geben und das a priori Mittel 1 gleichsam korrigieren. Setzen wir a = b = 0 in
(2.7), ist X sogar die exakte Bayes Losung des Problems, die zugehorige Vorbewer-
tung mit A-Dichte 8~1(1 — 9)_11(0’1)(9) jedoch kein W-MaBl mehr. Man spricht
dann von einer verallgemeinerten Vorbewertung (engl. improper prior). Abschlie-
Bend sei noch erwihnt, dass sich derselbe BS im Fall einer Bin(n, 6)-verteilten Be-
obachtung ergibt, d.h., wenn X =Y | X;.

Beispiel 2.16. (Normalverteilungen, unbekannter Mittelwert) Gegeben n unabhingi-
ge, jeweils Normal(u,6?)-verteilte ZuallsgroBen, sei 62 > 0 bekannt und der Mit-
telwert 1 € R der zu schitzende Parameter. Als giinstige Familie von a priori Ver-
teilungen erweisen sich hier Normalverteilungen. Falls A < Normal (v,7?), erhalten
wir unter erneuter Benutzung von Satz 2.14 nach einiger Rechnung

]P)A‘sz - N I’lf/Gz*l*V/Tz 1
n/o2+1/12 "'n/o?+1/72
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Die Details iiberlassen wir dem Leser zur Ubung. Bei quadratischer Verlustfunktion
ergibt sich als BS fiir u

() 1/7? v n/c? _
X) = ——> —_ | X
K njo? +1/7 njot i1/ )"
d.h. analog zum vorherigen Beispiel ein gewichtetes Mittel des kanonischen Schiit-
zers X und dem a priori-Schitzer v.

Beispiel 2.17. (Normalverteilungen, unbekannte Varianz) Sei nun [ bekannt, o.E.
1 = 0 (andernfalls gehe zum Beobachtungsvektor X — u = (X; — u,....X;, — i)
iiber), und 02 > 0 der unbekannte Parameter. Auch in dieser Situation ldsst sich
eine giinstige Klasse von a priori Verteilungen angeben. Nehmen wir an, dass

|
Al = A I'(a,p)

fiir ein (a, B) € (1,00) x (0,00). Mit anderen Worten: Wir betrachten zunichst eine
wohlbekannte Vorbewertung fiir den Parameter 1/2¢2. Dann gilt mit der Bezeich-
nung g, g fiir die Dichte der I'(c, 8)-Verteilung und der Beziehung %yga,ﬁ (y) =

%8%1,{3 »)

1 B = B
EA) =E(— | = 7—— _ dy = —.
Als a posteriori Verteilung fiir A’ ergibt sich unter Beachtung von pt =0

n

Y i (2.8)

=1

Ny— 1
PAYX= — I(a+n/2,B+ns?), s :=-—
n

Bei quadratischer Verlustfunktion ist deshalb gemaf Korollar 2.12 und (2.8)

1 B+ s?
E X=x)=-""
<2A’ x) 200+n—2

B 200 -2 B n n 2
T \20+n-2/) 2002 200+n—2

der BS fiir 6% und einmal mehr eine gewichtetes Mittel des a priori Schitzers bl aﬁ_ )

und des kanonischen Schitzers s> [gemiB 2.7 der MLS fiir 62 im Fall u = 0].

o-(x)

In jedem der drei diskutierten Beispiele hatten wir, zur gegebenen Verteilungs-
klasse # fiir den Beobachtungsvektor X, die Klasse der a priori Verteilungen ¥
so gewihlt, dass die a posteriori Verteilungen wieder zur selben Klasse ¥ gehoren.
Man nennt ¥ in diesem Fall die zu % konjugierte Klasse von a priori Verteilungen,
deren mathematische Definition jedoch noch einiger Sorgfalt bediirfte. Wir gehen
darauf nicht weiter ein.
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2.2 Datenreduktion und Suffizienz

Betrachten wir wieder ein statisisches Experiment & = (X, %7, (Wp)gce) und neh-
men zur Motivation des Folgenden an, dass der Stichprobenraum X von hoher
Dimension ist. In diesem Fall besteht zweifellos ein Interesse darin, irrelevante
Informationen, die in den Daten vorhanden sind, auszusondern (Einsparung von
Speicherplatz, bessere Berechenbarkeit). Man denke etwa an die Situation in Bei-
spiel 1.1, in der die Stichprobe aus einem Vektor x = (x1,...,x100) € {0,1}'%° mit
100 Komponenten besteht und sich die Frage stellt, ob nicht die Erhebung von
S100 = X1 + ... + X100 Zu ebenso guten statistischen Entscheidungen fiihrt. Was un-
ter einer derartigen statistisch gleichwertigen Datenreduktion zu verstehen ist, soll
in diesem Abschnitt formalisiert und damit prézisiert werden. Wir erinnern daran,
dass jede messbare Abbildung T auf (X, .e/) Statistik genannt wird.

Definition 2.18. Sei & = (X, 9/, (Wp)oco) ein statistisches Experiment und 7 :
(X,9) — (¥, o) eine Statistik. Als durch T reduziertes Experiment bezeichnet
man das Tripel

T = (X, A, (W )oco)-

Der Definition liegt folgende Interpretation zugrunde: Benutzt der Statistiker in
der Untersuchung eines Experiments eine Statistik 7', so zieht er zur Entscheidungs-
findung nicht den beobachteten Wert x heran, der eventuell eine Vielzahl irrelevanter
Informationen enthélt, sondern den “reduzierten Wert” T'(x) = ¢, im zuvor genann-
ten Beispiel 1.1 etwa T (x,...,x100) = 2}201 x;. Natiirlich sollte eine Datenreduktion
so durchgefiihrt werden, dass keine wesentlichen Informationen verloren gehen. Um
zu einer mathematischen Prizisierung dieser Forderung in unserem Modell zu ge-
langen, stellen wir zunéchst folgende Uberlegung an: Sei eine Familie (Pg)gce von
W-MaBen auf einem messbaren Raum (Q,2() gegeben. Um Aussagen iiber den un-
bekannten Parameter zu gewinnen, entwerfen zwei Statistiker jeweils Experimente
und beobachten Realisierungen der Zufallsvariablen X bzw. X’ aus demselben Stich-
probenraum (X,.27). Sie gelangen somit zu statistischen Experimenten

(%,&Z/,(Wg)ge@) mit Wy = ]P%(

bzw. /
(xvdv(wé)ee@) mit WQ/ = ]Plg .

Vom Standpunkt der statistischen Entscheidungstheorie sind beide Vorgehenswei-
sen dquivalent, wenn Wy = Wé fiir alle 8 € O gilt, weil in diesem Fall die resultie-
renden statistischen Experimente iibereinstimmen. Betrachten wir vor diesem Hin-
tergrund das Problem der Datenreduktion: Die Beobachtung des ersten Statistikers
werde wieder représentiert durch die Zufallsvariable X, d.h. Wy = IP’g . Typischer-
weise nimmt X Werte im R” an, n > 2, so dass Wy ein W-Maf auf (R", B(R"))
bildet. Eine Datenreduktion hat hdufig das Ziel, eine niedrigere Dimensionalitit zu
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erreichen, indem eine Statistik 7 : R" — Rk, k < n, benutzt wird. Die Beobachtung
in dem durch T reduzierten Experiment wird dann durch 7" o X représentiert und hat
die Verteilung P1°X = W[ Letztere bildet ein W-MaB auf (R, 2(R¥)), und es gilt
WT o We.

Wir werden nun eine Datenreduktion als suffizient bezeichnen, falls der zweite
Statistiker unabhéngig vom Ausgangsexperiment, unter blo3er Benutzung der redu-
zierten Daten einen Zufallsmechanismus derart konstruieren kann (z.B. mit einem
Zufallszahlengenerator, beschrieben durch die Zufallsvariable X'), dass PX' = We
fiir alle 6 € O gilt. Dabei ist zu beachten, dass dieser Mechanismus nicht mehr vom
Parameter 0, der ja unbekannt ist, abhdngen darf. Dies fiihrt zu folgender

Definition 2.19. Sei & = (X,./,(Wg)gce) ein statistisches Experiment. Eine Sta-
tistik 7 : (X,47) — (X',o7') heiBt suffizient (fiir & oder (Wp)oco), falls fiir je-
des A € o/ eine messbare Abbildung W(A|T =) : ¥’ — [0,1] existiert, so dass
W(A|T = -) fiir jedes 6 € O eine Version der faktorisierten bedingten Wahrschein-
lichkeit Wy (A|T = -) bildet, d.h., wenn

WoanT ') = [

A/W(A|T =1) WJ (dr)

firalle A € @/, A’ € &' und 0 € O gilt.

Die Suffizienz einer Statistik 7 bedeutet also, dass die bedingte Wahrscheinlich-
keit von X € A gegeben T'(X) =t unter jedem Py dieselbe ist, d.h. von 6 nicht mehr
abhingt.

Anmerkung 2.20. Aquivalent zu der Existenz einer von 6 unabhingigen Version der
faktorisierten bedingten Wahrscheinlichkeit W(A|T = -) ist natiirlich die Existenz
einer von 6 unabhingigen Version des nicht faktorisierten Pendants W(A|T) =
W(A|o(T)) fiir jedes A € «/. Demzufolge kann man auch die Suffizienz fiir o-
Algebren definieren:

Eine Unter-o-Algebra .7 von &7 heiBt suffizient, falls es fiir jedes A € 7 eine
von 6 unabhingige Version W (A|.%#) der bedingten Wahrscheinlichkeit von A
gegeben 7 gibt.

Anmerkung 2.21. Im Fall eines polnischen Raums X, insbesondere also im Fall X =
R”, kann W (-|T = -) als stochastischer Kern gewiihlt werden. Der Beweis verluft
dhnlich dem von Satz 53.4 in [2], wobei wir auf Witting [18], Satz 3.15 auf S. 341,
verweisen. Aus

Wo(ANT 1 (A")) = Pe(X €A, T(X) € A)
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fiir alle A € o7 und A’ € &/’ folgt dann die Beziehung
W(T =) = PXTO= wlgs,

fiir alle 6 € ©. Suffizienz der Statistik 7 kann also in diesem Fall auch dadurch
ausgedriickt werden, dass eine von 6 unabhingige Version der bedingten Verteilung
von X gegeben T'(X) existiert.

Anmerkung 2.22. Kehren wir noch einmal zu den Uberlegungen vor Definition 2.19
zuriick. Der zweite Statistiker, dem nur der Wert ¢ der Statistik 7' als Beobachtung
gegeben ist, kann nun — zumindest theoretisch — folgende Vorgehensweise wihlen:
Er fiihrt ein weiteres Zufallsexperiment auf (X, .2/) mit zugrundeliegender bedingter
Verteilung W (-|T = r) durch. Dessen Ausgang wird durch eine Zufallsvariable X’ :
(2,2) — (X, o) reprisentiert, wobei

Py 1O = W =)

fiir alle 6 € © gelte. Dann sind aber (X,.%7,(PX)gco) und (X, 7, (PX )geo) in der
Tat dquivalente Experimente, denn

Po(X' € A) = A/p{g’lT<X>=t(A) pr
_ /3€,W(A|T:t) W (df) = Wo(A) = Pg(X € A)

firalle ® € ® und A € &

Anmerkung 2.23. Im Folgenden benutzen wir Wy (-|T = -) sowohl fiir die bedingte
Verteilung als auch fiir den zugehdrigen bedingten Erwartungswert. Gegeben eine
unter Wy quasi-integrierbare Funktion g : X — R, gelte also

Wo(glT =1):= [ g(x) Wo(dxlT =1).

Man erhilt in der iiblichen Weise unter Benutzung des Funktions-Erweiterungsargu-
ments: Ist g : X — R eine unter jedem Wy quasi-integrierbare Abbildung, d.h.
JgdWy = Egg(X) existiert fiir jedes 6 € O, so gibt es eine messbare Abbildung
W(g|T =) : X’ — R, die fiir jedes 0 eine Version des faktorisierten bedingten Er-
wartungswertes Wy (g|T = -) = E¢(g(X)|T(X) = -) bildet. Kann man W(-|T = )
als bedingte Verteilung gemél Anmerkung 2.21 wéhlen, so folgt nach [2, Satz 53.6]

W(t|T:t):/xg(x)W(dx|T:t) Wl s,

fiir alle 6 € O.

Beispiel 2.24. Betrachten wir nochmals die in Beispiel 1.1 beschriebene Situation.
In Abschnitt 1.2 hatten wir zwei verschiedene Modellbildungen vorgestellt. Bei der
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ersten bestand die Beobachtung aus einem Zufallsvektor X = (X, ...,X,), n = 100,
mit Komponenten

X 1, falls i-tes Produkt mangelhaft,
"7 )0, falls i-tes Produkt gut,

die unter jedem Py stochastisch unabhéngig und jeweils Bern(6)-verteilt sind, d.h.
Wo =P = ®'_, Bern(0) = Bern(6)". W hat also die Zihldichte

folx) = Wa({x}) = " (1— )"

fiir alle x = (x1,...,x,) € {0,1}", wobei s, = ¥.7_, x;. Das zugrundeliegende statisti-
sche Experiment hat die Form

& = ({071}’17%({071}”)7 (Bern(e)n)GE[O,l])-

Als zweite Modellbildung hatten wir das statistische Experiment gewihlt, wel-
ches lediglich die Summe 7'(X) = Y7, X; beobachtet, d.h.

& = ({0,1,...,n},‘}3({0,1,...,n}), (Bin(n,@))ee[o’l])

unter Beachtung von 7 (X) 2 Bin(n, 0) unter Py. In diesem Fall liegt offensichtlich
eine Datenreduktion vor, &3 ist ndmlich das durch T reduzierte Experiment é’lT, und
es stellt sich die Frage nach deren Suffizienz, genauer nach der Suffizienz von T :
{0,1}" = {0,...,n}, x = (x1,...,x,) — $,, fiir &1. Dazu berechnen wir Wy (A|T =)
fiir beliebiges A C {0, 1}", wobei wir uns 0.B.d.A. auf A = {x} beschrinken. Es gilt

We({x}n{x' € {0,1}":T(¥') =¢})
X =t

Wo({xH[T =1) = W (x' € {0,1}7: T( )

Wi
7‘;({)6}) , fallss, =1,
= WD)
0, fallss, #t
95)1(1 _ e)n_sn
= Qeri—ey
0, fallss, #t

falls s, =1,

1
TN falls Sp — t,
= (z)
0, fallss, #t
Wir erhalten somit tatsdchlich die Suffizienz von T mit
1
WAIT =1) = = |[AN{x: T (x) =t}|.

()
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2.3 Das Neyman-Kriterium fiir Suffizienz

Um die Suffizienz einer Statistik nachzuweisen, sind bei Benutzung der Definition
bedingte Wahrscheinlichkeiten zu berechnen. Da dies mit viel Miihsal verbunden
sein kann, stellt sich die Frage nach einem handlichen Kriterium fiir Suffizienz. Ein
solches bildet das Faktorisierungs-Kriterium von Neyman, kurz auch Neyman- oder
Neyman-Fisher-Kriterium genannt, das im Folgenden hergeleitet wird. Als Hilfsre-
sultat bendtigen wir

Lemma 2.25. Sei # = (Wy)gco eine dominierte Familie von W-Maflen auf dem
messbaren Raum (X, .e/). Dann gilt:

(a) Es gibt eine abzihlbare Teilfamilie W' = (Wg)gca von W, die zu W dqui-
valent ist, d.h. Wo(N) = 0 fiir alle 6 € ® genau dann, wenn Wy (N) = 0 fiir
alle 6 € O'.

(b)  Es gibt ein zu W dquivalentes W-Maf3 v, zum Beispiel v =Y ;> 2_jW9j mit
{61,0,,...} = O gemiif3 (a).

Beweis. Zu zeigen ist nur Teil (a). Es bezeichne pt das 0.B.d.A. als endlich voraus-
gesetzte dominierende MaR von %/, fg die p-Dichte von Wy und Ky := {fg > 0}.
Setze

F = { U Kg:0D1 abz'ahlbar}
ocl

und p :=sup{u(C) : C € Z}. Da % unter der Bildung abzihlbarer Vereinigungen
abgeschlossen ist, gibt es eine abzihlbare Teilmenge ®’ von @, so dass u(D) =
p fiir D := Ugce Ko € F. Wir zeigen die Aquivalenz von #” := (Wy)gce' und
# . Dazu notieren wir als erstes, dass ((Ky N D) = O fiir alle & € ©. Andernfalls
gibe es namlich ein 6y mit p(Kg, N D) > 0, was fiir D' = D+ Kg, N D° € .# dann
w(D') > u(D) = p lieferte, also einen Widerspruch zur Maximalitit von p. Nach
dieser Feststellung folgt weiter

Wo(A) = We(ANKg) +We(ANKegND)+We(ANKgND) = We(ANKg)ND)
fiiralle 6 € ® und A € . Um nun % < #" nachzuweisen (die umgekehrte Domi-

niertheit ist trivial), sei N € & eine #"’-Nullmenge, d.h. Wy (N) = O fiir alle 6 € @’.
Es folgt (NN Kg) = 0 fiir alle 6 € ®' vermdge

0= WoNNKo) = [ fudu
NN{fg>0}

[k Satz 10.2 in [2]] und dann weiter

u(NNKgND) = u (Nngm U 1@) < Y u(NnKegnKy) =0
Ve®’ ve®@’
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und wegen # < u demnach Wy (NN KgND) =Wy(N)=0fiiralle 6 € 6. O

Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir nun zuerst eine Vorstufe des angekiindig-
ten Faktorisierungs-Kriteriums.

Satz 2.26. Sei # = (Wyp)gco eine dominierte Familie von W-Mafen auf (X, <)
und v ein zu W dquivalentes W-Maf3 der Form v =Y~ 2~ JW@ Genau dann ist
eine Statistik T : (X, o) — (X', o") suffizient (fiir W' ), wenn fiir ]edes 0 € O eine
o' -messbare Funktion gg existiert, so dass gg o T eine v-Dichte von Wy bildet.

Beweis. “=" Sei T als suffizient vorausgesetzt und W(A|T) = W(A|T =)o T fiir
A € /. Aufgrund der speziellen Gestalt von v sieht man sofort ein, dass W(A|T)
auch eine Version von V(A|T) =¥ ;> 2‘/W9j (A|T) bildet, also v(g|T)v-f.s. fiir jede
nicht-negative Funktion g gilt. Weiter folgt aus der Aquvalenz von (Wp)gco und
v die Aquivalenz ihrer Einschriinkungen auf o(T'), bezeichnet mit (Wy|o(r))oceo
bzw. Vio(T)- Nach dem Satz von Radon-Nikodym [13.9 in [2]] zusammen m1t dem
Faktorisierungslemma [52.1 in [2]] existiert deshalb eine ¢(7T)-messbare Vio(T)"
Dichte fg = gg o T von Wy (7). Wir folgern aus der Suffizienz von T

Wo(4) = [ WAIT) dW

/ W(A|T) dWy|5(r)

W(A|T)(ge oT) dVis(r)

V(1a-(gooT)|T) dv

>@\>@\\

14-(ggoT) dv
= / gooT dv
A
fiir alle A € o7, wobei die besagte v-f.s. giiltige Beziehung v(g|T) = W (g|T) fiir

die vierte Zeile benutzt wurde. Damit ist gg o T aber sogar eine Dichte von Wy bzgl.
v und die Behauptung bewiesen.

“«<” Existiere fiir jedes 0 eine «7'-messbare Funktion gg mit gg o T = dWy/dV,
und sei (1) = V(A|T =1) fiir A € &/ Dann folgt

Jrwewd @) = [ oT)(gooT) av
= [ VulT)(gooT) dv
{TeA}

= [ Vla-(geoT)IT) dv
{TeA)
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_ / 14-(g00T) dv
J{TeA'}

- / 14 dW,
J{TeA'}

Wo(AN{T € A'})

fiir alle 6 € ©, A € o und A’ € &’. hy(r) bildet somit gemiss Satz 46.2 in [2]
eine von 6 unabhingige Version der faktorisierten bedingten Wahrscheinlichkeit
Wo(A|T =t), d.h., T ist suffizient. O

Wir sind nun in der Lage, das angekiindigte Neyman-Kriterium zu beweisen.

Satz 2.27. (Neyman-Kriterium fiir Suffizienz) Sei 7 = (Wy)gco eine dominierte
Familie von W-Mafen auf (X, /) mit dominierendem Maf} . Genau dann ist eine
Statistik T : (X, ) — (X', ") suffizient (fiir #'), wenn fiir jedes 6 € © eine </'-
messbare Funktion gg und eine of -messbare Funktion h existieren, so dass durch
(g9 oT) - h eine u-Dichte von Wy gegeben ist.

Beweis. Sei v das nach Lemma 2.25 existierende zu % #quivalente W-Mal der
Form v =Y ;-2 /W, fiir geeignete {61,6,...} CO.

“=" Nach dem vorherigen Satz gibt es dann .&7’-messbare Funktionen gg, so
dass gg o T = dWy /dv. Aufgrund der Aquivalenz von % und v folgt natiirlich auch
v < U und somit die Existenz einer y-Dichte / von v. Insgesamt erhalten wir unter
Verwendung von Korollar 13.5 in [2]

dWy . dWy dv

=220 o T)-h.

“«” Wir konnen gleich gg, & > 0 annehmen, da andernfalls der Ubergang zu
|gol, |h| das Gewiinschte liefert. Sei u’ = hy, woraus wegen Wy = ((ggoT)-h)u
sofort dWy /d’ = gg o T folgt. Wir erhalten

dv de.

- = 277 e 27/gg oT.
T AT

Nun ergibt sich aber unter nochmaliger Benutzung von Korollar 13.5 in [2]

dWy dWy /dv gooT £o
= _— = — = —_ o
dv au' /7 dp' Yj>1277gg; 0T Yi>127/ge;
fiir alle 6 € ® und daraus die Suffizienz von 7" vermoge Satz 2.26. ad

Die anschlielenden Beispiele sollen demonstrieren, wie einfach es mit Hilfe des
Neyman-Kriteriums oft ist, suffiziente Statistiken fiir ein statistisches Experiment
zu finden.
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Beispiel 2.28. Kehren wir noch einmal zu der in Beispiel 1.1 beschriebenen Situati-
on zuriick und betrachten das Experiment ({0, 1}",B({0,1}"), (Bern(6)")gco,1])-
Die Zihldichte von Wy auf {0, 1}" lautet

fe(xla"'7xn) = 93;1(1_6)"*5’;,’ Sp = X1+ ...+ Xn,

woraus jetzt mit dem Neyman-Kriterium die Suffizienz der Statistik T (xy,...,x,) =
sp folgt (setze go(¢) = 6'(1 — 6)" " und h = 1). In Beispiel 2.24 hatten wir dies
durch direktes Nachrechnen gezeigt.

Beispiel 2.29. (a) Sind X{, ..., X,, stochastisch unabhingige, jeweils Normal(u,c?)-
verteilte ZG mit unbekanntem Parameter 8 = (u,0?) € R x (0,0), so hat X =
(Xy,...,X,) unter Py die A"-Dichte

1 1 &
fo(x) = WGXP <_W Z(Xi—ﬂ)2>

\
oQ
D

[}
—~
=
—

=
~
ey
—

=
~—
N

wobei

und

- 1 1 u nuz
5ot = oy (5t =3 )

Die Statistik 7 ist somit suffizient fiir (Normal(u, 62)”)(”’62)€RX<0@).

(b) Nehmen wir an, dass ledigich = 6 unbekannt ist, u dagegen eine bekannte
Konstante, so bleibt zwar die zuvor definierte Statistik 7 suffizient, doch dasselbe
gilt auch fiir U (x) = Y1, (x; — 1)?, da f2(x) = g2 o U(x) mit

~ ) 1 u
82(u) = 7(277:)"/2611 exp (—Z—GZ) .

(c) Ist schlieBlich u unbekannt und 62 eine gegebene Konstante, so erhilt man
als suffiziente Statistik neben T auch 71, da nun fy, (x) = (g, 0 71(x)) - ~(x) mit

o w w | 3
g#(t) = exXp <262 — 2(y2> und h(x) = mexp <— 262 .

Beispiel 2.30. Sind Xj, ..., X, stochastisch unabhingige Unif(a,b)-verteilte ZG mit
unbekanntem Parameter 6 = (a,b), —o0 < a < b < o0, s0 hat X = (Xj,...,X,,) die
A2-Dichte
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1 n
fo(x) = b—a) i=11(a,h)(xi)

1 .
= frapten) (sine) 1o (o)

1 .
= (b _ a)n l(a_roo)x(foojl) (lrgilani’ lrgiaz(nxj) .

Nach dem Neyman-Kriterium bildet somit 7'(x) := (minj<j<, X;, maxj<;<,X;) €ine
suffiziente Statistik fiir (Unif(a,b)") _cocach<oo-

Ebenso wie die vorherigen Beispiele ergibt sich das folgende Korollar als direkte
Konsequenz des Neyman-Kriteriums.

Korollar 2.31. Sei # = (Wp)gco eine k-parametrige Exponentialfamilie mit Dich-
ten
dWy

k
ol C(8)exp (Z{ Q,»(9)T,-> h  v-fii. (2.9)

beziiglich eines dominierenden Mafes v. Dann ist (11, ..., T;.) suffizient fiir #'.

Gegeben unabhingige, identisch verteilte X1, ..., X,, mit Werten in einem messba-
ren Raum (%, .¢7) und Verteilungen IP%(' = Wy fiir alle 6 € O, die eine k-parametrige
Exponentialfamilie wie in 2.31 bilden, impliziert das Korollar insbesondere die Suf-
fizienz der Statistik

Tz(x> = (i{ Tl (x,-),...,

fiir #" = (Wg)oce bzw. das zugehorige Produkt-Experiment &" = (X", /", W™"),
wie sich sofort unter Hinweis auf Satz 1.26(b) ergibt. Die Dimension dieser Statistik
hingt offenkundig nicht von der Anzahl der Beobachtungen ab.

(agE

ﬂ(x,)), X = (X1yeeeyXn),

i=1

Das niéchste Korollar zeigt, dass es zu einem statistischen Experiment i.A. “viele”
suffiziente Statistiken gibt.

Korollar 2.32. Gegeben cine suffiziente Statistik T : X — X fiir das dominierte
statistische Experiment & = (X,.o/,(Wg)gco ), ist jede weitere Statistik S : X — X"
mit T = koS fiir eine messbare Abbildung k : X" — X' ebenfalls suffizient.

Beweis. Bezeichnet u ein dominierendes MaR fiir (Wp)gece und fy die u-Dichte
von Wy, so existieren gemil dem Neyman-Kriterium Funktionen gg und 4, so dass

fo = (geoT)-h = (ggokoS)-h = (ggoS)-h
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fiir alle 6 € O gilt, wobei gg = gg o k. Damit folgt aber auch die Suffizienz von §
nach demselben Kriterium. a

Beispiel 2.33. Wir hatten in 2.29 gesehen, dass T'(x) = (¥}_; x;, ¥ x?) eine suffi-
ziente Statistik fiir (Normal(u, 62)")( 1,62)cRx (0,) definiert. Mit Hilfe von Korollar
2.32 ergibt sich nun sofort, dass dies auch fiir

(xi xn)2> y
1

bestehend aus Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz, der Fall ist, denn 7' (x) =
(nS1(x), nSy(x) +nS1(x)?).

-

S| =

S(x) = (S1(x),82(x)) = (xn,

1

2.4 Minimalsuffizienz

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf die Frage eingehen, in welchem Umfang
eine Datenreduktion in einem gegebenen statistischen Modell durchgefiihrt werden
kann, also auf die Frage nach einer maximalen Reduktion. Im Hinblick auf suffizi-
ente Statistiken wollen wir demnach wissen, ob es eine solche gibt, die unter allen
am “grobsten” oder “einfachsten” ist. Dies fithrt zum Begriff der Minimalsuffizienz.

Definition 2.34. Sei & = (X,47,#) ein statistisches Experiment. Eine suffiziente
Statistik 7* : X — X' heiBt minimalsuffizient (fiir & oder %), wenn sie liber jeder
weiteren suffizienten Statistik 7" faktorisiert, d.h., wenn

T* = hoT W -fs.

fiir eine geeignete messbare Funktion £ gilt.

Minimalsuffiziente Statistiken existieren unter sehr schwachen Voraussetzungen
[==" z.B. BAHADUR [3]], insbesondere wenn das Experiment & dominiert und der
Stichprobenraum euklidisch ist und versehen mit der Borelschen ¢-Algebra, d.h.,
wenn (X, %) = (R", Z(R")) fiir ein n > 1. Es gibt aber auch Ausnahmen, wie die
Arbeiten von LANDERS & ROGGE [10] und PITCHER [16] zeigen.

Bei der Frage nach der Konstruktion von minimalsuffizienten Statistiken wollen
wir uns im Folgenden auf den Fall beschrinken, dass die zugrundeliegende Vertei-
lungsfamilie % aus dquivalenten MaBien besteht. Diese Voraussetzung gilt insbe-
sondere fiir Exponentialfamilien.
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Satz 2.35. Sei W' = (W;)o< j<n eine endliche Familie dquivalenter Verteilungen auf
einem messbaren Raum (X, /) mit Dichten fy, ..., fy bzgl. eines dominierenden

Mapfles W. Dann definiert
- (8
fo' o

eine minimalsuffiziente Statistik fiir ¥ .

Beweis. Da alle W; dquivalent sind, stimmen die Mengen { f; > 0} u-f.ii. liberein,
und T ist ferner wohldefiniert, falls wir % := 0 vereinbaren. Nun gilt aber fiir jedes
Jj €10,...,n} auch

dw; dw; 1 dW, ;

Al Rl iy fedi ﬁ = pjoT Wyfs.,

dWo du/ du Jo

wobei p;(x1,...,x,) = x; die j-te Projektion bezeichnet. Die Suffizienz folgt des-
halb gemifl dem Neyman-Kriterium 2.27 mit Wy als dominierendem Maf3. Nach
diesem existieren aber auf3erdem fiir jede weitere suffiziente Statistik S Funktionen

h,80,...,8n, so dass f; = (gjoS)-h, also fj/fo = (gj/g0) oS u-f.i. Dies impliziert

schlieBlich
T = (gl,..., g”) oS Wy-fs.
80 80
und somit die Minimalsuffizienz von 7. O

Fiir beliebige Familien dquivalenter Verteilungen kann man die Minimalsuffizi-
enz einer Statistik nun oft durch Kombination des vorherigen Satzes mit dem Fol-
genden Lemma zeigen.

Lemma 2.36. Sei # eine Familie diquivalenter Verteilungen und %} eine endliche
Teilfamilie. Dann ist jede Statistik T, die minimalsuffizient fiir #q und suffizient fiir
W ist, bereits minimalsuffizient fiir ¥ .

Beweis. Sei T eine Statistik wie im Lemma gefordert und S eine weitere fiir #
suffiziente Statistik. Dann ist S natiirlich auch suffizient fiir #p, und wegen der
Minimalsuffizienz von T fiir #} existiert eine messbare Funktion A, derart, dass
T = hoS #y-f.s. und somit # -f.s., denn # und % sind nach Voraussetzung dqui-
valent. O

Fiir Exponentialfamilien konnen wir nun zeigen:
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Satz 2.37. Sei W = (Wp)gcp eine k-parametrige Exponentialfamilie von Verteilun-
gen auf (X,.o/) mit v-Dichten gemdf3 (2.9). Dann ist T = (T, ..., T;) minimalsuf-
fizient fiir #, wenn 2(0) := {(Q1(8),...,0k(0)) : 8 € O} C R* innere Punkte
besitzt.

Beachte, dass die Bedingung an 2(®) vermége Satz 1.29 insbesondere gilt,
wenn # vollen Rang besitzt [F¥ Definition 1.28] und 2(®) dem natiirlichen Para-
meterraum 3 von #/, definiert in (1.7), entspricht.

Beweis. Die Suffizienz von T fiir 7 gilt gemdl Korollar 2.31. Sei # = (Tg)o< j<k
eine Teilfamilie von % mit k + 1 Elementen. Nach Satz 2.35 und einer einfachen
bijektiven, von 0y, ..., 6; abhidngigen Transformation folgt, dass

gl

. k
T(x) = (Z(Qj(el) —0;(60))T;(x), ..,

j=1 j=1

(Q;(6r) — Qj(90))Tj(X)>

minimalsuffizient fiir %} ist, und damit wegen

Q1(61) — Q1(60) ... Ox(61) — Ox(60) Ti
T =AQ- T = : : S
01(6c) —01(60) - Ok(6k) — Ok(60) T;
auch die Minimalsuffizienz von T fiir #}, sofern AQ eine reguire Matrix bildet.
Dies kann aber durch geeignete Wahl von 6y, ..., 6, immer erreicht werden, weil
2(0©) nach Voraussetzung innere Punkte besitzt. Die Minimalsuffizienz von T fiir
W ergibt sich nun aus Lemma 2.36. a

Jedes der drei folgenden Beispiele bildet eine Exponentialfamilie, fiir die die
Bedingung an 2(0) trivialerweise erfiillt ist.

Beispiel 2.38 (vgl. Beispiel 2.28). W = (Bin(m,p)")pe(0,1),m > 1 fest: Dann sind
T(x) = sp = X1 + ... +x, und T (x) = X, minimalsuffiziente Statistiken.

Beispiel 2.39. W = (Poisson(8)")go: Dann sind wiederum 7 (x) = s,, und T'(x) =
X, minimalsuffiziente Statistiken.

Beispiel 2.40 (vgl. Beispiele 2.29 und 2.33). # = (Normal(u, 62)")(H362)6RX(0’&):
Dann sind T'(x) = (s, L} xf) sowie T (x) = (X, % Y (x; —¥,)?) minimalsuffizi-
ente Statistiken.

2.5 Vollstiandigkeit, Verteilungsfreiheit und der Satz von Basu

Im weiteren Verlauf unserer Betrachtungen werden wir neben der Suffizienz einen
weiteren Begriff bendtigen, und zwar den der Vollstindigkeit einer Statistik. Wir
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beginnen mit einer kurzen Motivation einschlieBlich der Definition von Verteilungs-
freiheit, die wir dem ausgezeichneten Werk von LEHMANN [11, S. 45f] entnommen
haben. Diese ist umso bemerkenswerter, weil in den meisten Lehrbiichern die Defi-
nition der Vollstidndigkeit eher auf den Leser “niederkommt” nach dem Motto: Hier
ist die Bedingung, die wir jetzt benotigen, aber fragen Sie mich nicht, warum!

Erinnern wir uns: Die wesentliche Konsequenz bei Vorliegen einer suffizienten
Statistik T besteht darin, dass die zugrunde liegende unbekannte Verteilung Wy fak-
toriell in einen von 0 unabhingigen Anteil W (:|T = -) und einen von 6 abhingigen
Anteil WQT zerlegt werden kann, ausgedriickt durch die Beziehung

Wo(dx) = W(dx|T =1) W[ (dr).

Der von 6 unabhingige Anteil W (:|T = t) enthilt also lediglich zusitzliche In-
formationen iiber Wy, die den Parameter nicht mehr betreffen, und erlaubt daher
den Ubergang ohne Informationsverlust von dem statistischen Experiment & =
(X,97,(Wg)oco) zu dem durch T reduzierten Experiment &7, das in 2.18 defi-
niert wurde. Die interessante Frage, in welchem Umfang eine Datenreduktion in
einem gegebenen Experiment & moglich ist, scheint somit davon abzuhéngen, wie-
viel zusitzliche, den Parameter nicht betreffende Information in den Verteilungen
Wy enthalten ist. Dies fiihrt zu folgender

Definition 2.41. Sei & = (X,.«7,(Wp)oco) ein statistisches Experiment und wie

iiblich Wy = P¥X. Eine Statistik 7 : (X, <) — (X', ") heifit

(a)  verteilungsfrei (engl. ancillary) (fiir & oder (Wg)geo ), falls W) = IP’Z(X) un-
abhéngig von 0 ist.

(b)  verteilungsfrei 1. Ordnung (fiir & oder (Wy)egco), falls EgT (X) nicht von 0
abhiéngt.

Verteilungsfreie Statistiken bilden also den Gegenpol zu suffizienten Statistiken,
indem sie iiberhaupt keine Auskunft iiber den unbekannten Parameter liefern. An-
dererseits konnen selbst minimalsuffiziente Statistiken immer noch sehr viel vertei-
lungsfreies Material enthalten, denn es gibt Situationen, in denen zu einer minimal-
suffizienten Statistik 7' die Transformation f(7') mit einer geeigneten nichtkonstan-
ten Abbildung f verteilungsfrei ist. Dennoch erscheint der Umkehrschluss plau-
sibel: Eine Datenreduktion mittels einer suffizienten Statistik 7" kann nicht weiter
verbessert werden, wenn es keine nichtkonstante Funktion f gibt derart, dass f(7T')
verteilungsfrei ist. Unter leichter Verschirfung der Voraussetzung, indem wir “ver-
teilungsfrei” durch “verteilungsfrei 1. Ordnung” ersetzen, werden wir diese Aussage
tatsdchlich in Satz 2.43 bestitigen. Die verschirfte Voraussetzung lésst sich offenbar
auch folgendermaflen formulieren:

X)

Eof(T(X))=c fa.8e® = f=c P{¥fs.fa0co (2.10)
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fiir beliebige ¢ € R. Subtrahiert man die Konstante ¢, so erweist sich (2.10) als
dquivalent zu

Eof(T(X))=0 fabec® = f=0P,%fsfa6co 2.11)

und rechtfertigt die anschlieBende Definition.

Definition 2.42. Sei & = (X, %7, %) ein statistisches Experiment, wobei # =
(Wo)peco und Wy = PX. Eine Statistik T : (X, o) — (X', /") heiBt vollstindig (fiir
& oder W ), falls sie der Bedingung (2.11) geniigt.

Hier nun das angekiindigte Ergebnis, das im Wesentlichen auf BAHADUR [3]
zuriickgeht.

Satz 2.43. (von Bahadur) Sei & = (X, %7, (Wy)oco) ein statistisches Experiment.
Dann folgt aus der Suffizienz und Vollstindigkeit einer Statistik T : (X,%7) —
(X, ") stets deren Minimalsuffizienz, sofern (X',</") ein Borel-Raum ist.

Beweis. Da (X', 47") ein Borel-Raum, also das bimessbare Bild einer Borelschen
Teilmenge von [0, 1] ist, kénnen wir 7 0.B.d.A. als reellwertig annehmen'. Sei
W = Wp)gco und S : (X,o) — (X", o/") eine beliebige suffiziente Statistik.
Wir miissen 7 = f oS # -f.s. fiir eine geeignete messbare Funktion f zeigen, was
vermoge (einer leichten Verallgemeinerung) des Faktorisierungslemmas 52.1 in [2]
damit gleichbedeutend ist, dass fiir alle A € o7’ ein geeignetes B € «/” existiert mit
14(T) = 15(S) # -£.5.2 Dies wiederum gilt, wenn W (T € A|S) — 14(T) =0 # f.s.
fiir alle A € «7’. Bedingen dieser Differenz unter 7 und Integration bzgl. Wy liefert

/x(W(W(T € AIS)|T) = 14(T)) dWy = We(T € A)—Wo(T €A) = 0

fiir alle 6 € ® und daher W (W (T € A|S)|T) = 14(T) # -f.s. wegen der Vollstindig-
keit von T. Damit erhalten wir aber weiter

0

IN

W((W(T € AlS) = 14(T))*|T)
= W(W(T € A|S)?) =214(T)W(W(T € A|S)|T) +14(T)?

! Ist némlich ¢ : (X', 27") — (C, %(C)) eine bimessbare Bijektion fiir ein C € ([0, 1]), so gilt of-
fenkundig T~ (27") = (¢ o T)~'(%(C)) und folglich, dass mit T auch die reellwertige Abbildung
¢ o T vollstidndig und suffizient ist.

2 Dann folgt nimlich fiir geeignete primitive Funktionen g,, f;, dass

T = limg,oT = lim f,oS W -fs.
n—soo n—soo

und daraus die #/5-f.s. Konvergenz der f,, gegen ein f, was T = f oS # -f.s. impliziert.
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W(W(T € AlS)*|T) —1a(T)
< WW(T €AIS)|T)—14(T) = 0 #fs.,

was offenkundig W(T € A|S) = 14(T) # -f.s. beweist. O

Wir betonen nochmals, dass eine minimalsuffiziente Statistik i.A. nicht vollstidn-
dig sein muss. Die Umkehrung von Satz 2.43 ist folglich falsch. Richtig ist dagegen,
dass entweder keine oder alle minimalsuffizienten Statistiken fiir ein Experiment
vollstindig sind. Dies ergibt sich aus der Tatsache, dass jede minimalsuffiziente Sta-
tistik iiber jeder anderen solchen faktorisiert sowie dem anschlieBenden einfachen

Lemma 2.44. Sei & = (X,9/,(Wy)oco) ein statistisches Experiment und T eine
vollstindige Statistik fiir &. Dann ist auch f o T fiir jedes messbare f vollstindig
fiir &.

Beweis. Sei S = foT. Aus

Eog(S(X)) = Eg(gof)(T(X)) = 0

fiir alle 8 € O folgt wegen der Vollstiandigkeit von T

Wy (s =0}) = Wi ({gof =0}) = 1,
dh.g=0 WBS -f.s. fiir alle 8 € ©. Dies zeigt die Vollstindigkeit von S. a

Unsere eingangs angestellten Uberlegungen hatten zum Begriff der Vollstindig-
keit als Kriterium fiir das Fehlen weiterer verteilungsfreier Information gefiihrt. Dies
rechtfertigt die Vermutung, dass eine vollstindige suffiziente Statistik von jeder ver-
teilungsfreien Statistik unabhingig ist und wird im folgenden Satz von BASU [4]
bestatigt.

Satz 2.45. (von Basu) Sei & = (X,.7,(Wy)gco) ein statistisches Experiment und
T eine volilstindige und suffiziente Statistik fiir &. Dann ist jede verteilungsfreie
Statistik unabhdngig von T.

Beweis. SeiS: (X,47) — (X', o/") eine verteilungsfreie Statistik und Q die Vertei-
lung von S unter jedem Wy. Fiir A’ € &7’ definieren wir fy/(t) := W (S € A'|T =1).
Dann gilt

Eo(fu(T(X))~ Q) = [(W(S € A'|T) =~ Q(4") dWy

= [ (seay — Q) awp =0



2.5 Vollstandigkeit, Verteilungsfreiheit und der Satz von Basu 57

fiir alle 6 € ® und A’ € &’. Da T vollstindig ist, folgt fyy = W(S € A'|T =-) =
O(A") W] -£.s. fiir jedes 6 € © und somit die Behauptung. O

Bevor wir eine interessante Anwendung des Satzes von Basu geben, notieren wir
das folgende Resultat fiir Exponentialfamilien.

Satz 2.46. W = (Wy)eco sei eine k-parametrige Exponentialfamiie von Verteilun-
gen auf (X,.97) mit v-Dichten gemdf} (2.9). Besitzt 2(0) :={(01(0),...,0r(0)) :
6 € ®} C R¥ innere Punkte, so ist T = (Ti,..., Ty) vollstindig fiir ¥

Beweis. Wir verweisen auf WITTING [21, Satz 3.39 auf S. 356f]. O

Es sei an dieser Stelle nochmals erwihnt [vgl. Satz 2.37], dass im obigen Satz
innere Punkte auf jeden Fall existieren, wenn #” vollen Rang besitzt und 2(®) dem
natiirlichen Parameterraum 3 von % entspricht.

Beispiel 2.47. (Unabhdngigkeit von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz bei
Normalverteilungen) Gegeben sei ein Zufallsvektor X = (X, ..., X)), bestehend aus
stochastisch unabhingigen, unter P, ;2) jeweils Normal(u, 6?)-verteilten ZG mit

unbekanntem Parameter (i, 62) € R x (0,0), folglich

Winor) = B,

(o) = Normal(u,c?)".

Wir hatten in 2.40 festgehalten, dass

T(x) = (xn,llqzn:(xj—xnf) =: (8(x),V*(x))

j=1

fiir die Verteilungsfamilie (Normal(p, 62)”)( 1,62)eRx (0,0o) Minimlasuffizient ist, und
werden im Anschluss zeigen, dass das Stichprobenmittel S(x) und die Stichproben-
varianz V?(x) auBerdem unter jedem Win,o2) stochastisch unabhingig sind. Dazu

halten wir ein beliebiges 02 > 0 fest und erinnern daran, dass S in diesem Fall suf-
fizient ist fiir die reduzierte Verteilungsfamilie (Normal(u,c>)") per (55 2.29(c)).
Eine Anwendung von Satz 2.46 liefert ferner die Vollstindigkeit von S. Es reicht
deshalb unter Hinweis auf den Satz von Basu zu zeigen, dass V2 fiir die reduzierte
Familie verteilungsfrei ist, wozu wir uns folgendes iiberlegen: Sei

Yj = Yj(u) == X;—u

fir j=1,...,n. Dann sind Y1,...,Y, unter P( stochastisch unabhéngig und je-

u,02)
weils Normal(0, 6%)-verteilt?. Dariiber hinaus liefert eine einfache Rechnung

3 Funktionen g(8,X) der Beobachtungsvariablen X und des unbekannten Parameters 6, deren
Verteilung fiir jedes 6 dieselbe ist, werden in der englischsprachigen Literatur pivotal element
oder einfach pivor genannt. Eine verteilungsfreie Statistik ist natiirlich immer auch ein pivot, aber
die Umkehrung gilt nicht.
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1 & -
VAX) = oY (X —ptp=Xa)® = VAY),
n =
wobei Y natiirlich den Vektor der Y; bezeichnet. Mit IP”(/“ o) ist aber auch
VA pViX) V2
Fluot) = Fluot) = o)

unabhiingig vom Parameter y (bei festem ) und somit V?(X) in der Tat vertei-
lungsfrei fiir (Normal(u,62)") yer.

Dass das Stichprobenmittel S(x) = X,, auch fiir die Verteilungsfamilien
(Bin(m,p)") pe(o,1),  (Poisson(8)")g=o und  (NBin(m,p)")pe(0,1)

jeweils eine vollstidndige Statistik bildet, kann der Leser unter Benutzung von Satz
2.46 leicht selbst nachweisen.

2.6 GleichmiiBig beste erwartungstreue Schitzer

Im Folgenden sei ein statistisches Modell
y = ((xﬂda(we)eE@))(DvD)aL)
zum Schitzen einer reellen Parameterfunktion y: ® — R gegeben, wobei (D, D) =

(R, %Z(R)) und L(8,d) = (d — y(9))? [%= auch Unterabschnitt 1.4.1]. Die Risiko-
funktion eines Schitzers g : (X, ) — (R, %(R)) hat somit die Form

R(0,8) = [ (2(x)—7(6))Wa(dx) = Eo(g(X)—¥(0))*

Wie anhand von Beispiel 1.9 gesehen, macht die Suche nach einem gleichmifig be-
sten Schétzer in nichttrivialen Situationen keinen Sinn, da ein solcher nicht existiert.
Man muss deshalb zunichst eine Einschriankung der zugelassenen Schétzfunktionen
auf eine verniinftige Teilklasse vornehmen. Eine derartige Einschrénkung bildet die
Forderung der Erwartungstreue an eine Schatzfunktion g:

[ stoWadx) = Eog(x) = 7(6)
fiir alle @ € O [¥= Definition 1.13]. Fiir das Risiko von g folgt dann

R(6,8) = Eo(g(X) —Epg(X)) = Vargg(X)
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fiir alle 6 € ©. Im Anschluss wollen wir uns mit dem Problem beschéftigen, ob und
wie eine optimale, gemif} der vorherigen Zeile also varianzminimierende Schitz-
funktion unter allen erwartungstreuen gefunden werden kann. Wir definieren zuvor:

Definition 2.48. Es bezeichne 7%, die Menge aller erwartungstreuen (engl. unbia-
sed) Schitzer fiir y(6). Ein Element g* € %, heilt gleichmdif3ig bester erwartungs-
treuer Schiitzer (GBES) fiir y(0), wenn fiir alle 6 € ® und g € % gilt:

R(6,g") = Vargg™(X) < Vargg(X) = R(6,g).

Wir stellen im Anschluss die kanonischen erwartungstreuen Schitzer fiir den
Mittelwert und die Varianz bei unabhingigen, identisch verteilten Beobachtungen
vor. Wir werden spiter zeigen, dass dieser unter gewissen Voraussetzungen auch
GBES bilden.

Beispiel 2.49 (Stichprobenmittel). Beobachtet werde der Zufallsvektor (X, ..., X,)
mit stochastisch unabhingigen, identisch verteilten ZG X, ..., X, unter jedem Py.
Sei Wy = Pgl, d.h. Wy = Wg Sofern Eg|X|| = [ x| Wy (dx) < oo fiir alle 6 € O, de-
finiert, wie bereits am Anfang von Abschnitt 2.1 festgestellt, das Stichprobenmittel
g1(x) =X, einen erwartungstreuen Schiitzer fiir 1 (8) = [ xWp (dx) mit (moglicher-
weise unendlichem) Risiko

— 1
R((—),i,,) = VargX, = ZVargXl.

Beispiel 2.50 (Stichprobenvarianz). Im Fall IE@XI2 = foWQ (dx) < o fiiralle 0 € ®
erwarten sicherlich viele, dass die Stichprobenvarianz Y. (x; —X,)?/n erwartungs-
treu fiir die Varianz 9, (6) =VargX; ist. Diese Vermutung bedarf jedoch einer klei-
nen Korrektur, die darauf der beruht, dass in diesem Schitzer der Mittelwert ¥; ()
implizit durch X, mit geschitzt wird. Tatsédchlich gilt

n

Eo (f(Xj—XnV) = Eo (fX}—zanxj+nxﬁ>

Jj=1 j=1

n
Eg XJZ —l’l)?i
Jj=1

= nEgX} —nVargX, —n(EgX,)*
nY(0) +n11(6)* —%a(6) —nn(6)?
(n—1)n(6),

und somit definiert nicht }.}_; (x; — %)% /n, sondern
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(xj_fn)z

oh

g(x) = (n—1)7"

j=1

fiir n > 2 einen erwartungstreuen Schitzer fiir 1»(0). Ist der Mittelwert 7, (0) = u
konstant und bekannt, so definiert auch gz(x) = n~! (= u)? einen erwar-
tungstreuen Schitzer fiir 5 (6), wie man sofort nachrechnet. Da in der Literatur
die Bezeichnung “Stichprobenvarianz” sowohl fiir n~! ;!:1 (x) —X,)? als auch fiir
(n—1)""¥_, (xj —X,)* verwendet wird, sollte man sich beim Lesen von Statistik-
Texten stets der jeweils gewéhlten Definition vergewissern.

Um als nichstes der Frage nachzugehen, wie zu einem erwartungstreuen Schitzer
g fiir y(0) ein besserer konstruiert werden kann, nehmen wir an, dass im betrach-
teten Schitzmodell . eine suffiziente Statistik 7 : (X,2/) — (X', 2/") gegeben ist.
GemiB Bemerkung 2.23 kénnen wir dann die Funktion g* : ¥ — R durch

g'(t) = WIT =1) = E(g(X)[T(X) =1)

definieren und erhalten mit g* o7 : X — R i.A. eine neue Schitzfunktion fiir y(0),
die tatsichlich eine Verbessserung bildet, wie der nachfolgende auf C.R. RAO [17]
und D. BLACKWELL [6] zuriickgehende Satz zeigt.

Satz 2.51. (von Rao-Blackwell) Fiir den zuvor definierten Schdtzer g* o T fiir y(0)
gilt:

(a) g*oT € Uy, d.h. g* oT ist ebenfalls erwartungstreu.
(b) Vargg*oT(X) < Vareg(X) fiir alle 6 € ©.
(c) Fiir alle 6 € ® mit Vargg(X) < oo gilt:

Vargg*oT(X) =Vargg(X) < g'oT =g Wyfs.

Beweis. Aussage (a) ist trivial, und dasselbe gilt fiir (b), falls Vargg(X) = . Sei
also ein 6 € © mit Varpg(X) < « gegeben. Dann erhalten wir

Vargg(X) = Eg(g(X) —7(6))?
= Eo{(s(X)—g" oT(X))+(¢" o T(X) - ¥(6))}?
= Eg(g(X)—g"oT(X))?>+ Vargg* o T(X) (2.12)
+2Eo{(8(X) =g oT(X))(g" o T(X) —¥(6))}
> Vargg" oT(X) +2Ee{(g(X) —g o T(X))(g" o T(X) —¥(6))}.

Die Behauptung ergibt sich nun, weil der zweite Term in der letzten Zeile verschwin-
det. Es gilt ndmlich

Eo{(g(X) —g" o T(X))(g" o T(X) - 7(6))}
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= Eg{E(g(X) —g"oT(X))|T(X))(g" o T(X)—¥(6))}
= Ep{(g"oT(X)—g oT(X))(g oT(X)—7(0))} =0

unter Ausnutzung der Definition von g* beim vorletzten Gleichheitszeichen.

Zum Nachweis von (c) geniigt der Hinweis, dass aus (2.12) weiter

Vareg'oT(X) = Vargg(X) & Eo{(s(X)—g"oT(X))}® = 0
& g—g'oT =0 Wyfs.

folgt, sofern Vargg(X) < oo vorausgesetzt wird. O

Satz 2.51 zeigt also, dass zu gegebenem erwartungstreuen Schitzer g bei Vorlie-
gen einer suffizienten Statistik 7 durch Bedingen stets ein mindestens ebenso guter
erwartungstreuer Schitzer g* o T konstruiert werden kann. Aus Teil (c) ergibt sich
auBerdem, dass g* o T sogar eine echte Verbesserung darstellt, falls fiir wenigstens
ein O die Varianz von g unter Wy endlich ist und g nicht bereits selbst schon Wy-
f.s. eine Funktion von T bildet. Bevor wir die Niitzlichkeit dieses Satzes anhand
von Beispielen demonstrieren, wollen wir ein weiteres Resultat beweisen, das so-
gar die Optimalitit eines so erhaltenen Schitzers g* o T zeigt, sofern T auch noch
vollstindig ist. Es geht zuriick auf LEHMANN & SCHEFFE [12] und ist deshalb nach
ihnen benannt.

Satz 2.52. (von Lehmann-Scheffé) In der Situation des Satzes von Rao-Blackwell
sei T auflerdem vollstindig. Dann gilt fiir jeden Schiitzer § € Uy, dass g* o T einen
GBES bildet, wobei g* =W (g|T =-).

Beweis. Sei g € %y und g* = W (g|T = -). Wir miissen zeigen, dass fiir alle 6 € @
und h € %,
Vargg*oT(X) < Vargh(X)

gilt. Fiir beliebiges h € %, setzen wir h* = W (h|T = -). Dann folgt aus Satz 2.51,
dass auch h* o T € %y sowie

Vargh*oT(X) < Vargh(X)
fiir alle 8 € ©. Zudem liefert die Erwartungstreue fiir alle 6 € @
[0 W (1) = ol oT(X) = (6) = Eog"oT(X) = [ g"(t) W ().
x/ x/
also [y (h*(t) —g* (t))WJ (dt) =0, so dass h* = g*(W, )gco-f.s. aufgrund der Voll-

standigkeit von T folgt. Die Schitzer h* o T und g* o T stimmen somit (Wy)gce-f.s.
tiberein, und beziiglich des Risikos erhalten wir fiir alle 6 € @

Vargg*oT(X) = Vargh*oT(X) < Vargh(X),
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was die gewiinschte Optimalitit beweist, da & beliebig gewéhlt war. a

Mittels Satz 2.51 erhilt man auch leicht die folgende Eindeutigkeitsaussage:

Korollar 2.53. Existiert in einem Schétzmodell mit vollstindiger und suffizienter
Statistik T : (X,o) — (X!,/") ein GBES g fiir y(0), so ist dieser bereits Wy-f.s.
eindeutig bestimmt fiir alle 6 € O mit Vargg(X) < .

Beweis. Gegeben zwei GBES g, A fiir y(6) mit folglich identischen Varianzen unter
jedem Wy, liefert zundchst Satz 2.51 g = g*oT und h = h* o T Wp-f.s. fiir alle
0 €O :={0cO:Vargg(X) < «}. Wie im vorherigen Beweis gezeigt, impliziert
die Erwartungstreue beider Schitzer in Verbindung mit der Vollstindigkeit von T
auBerdem g* = h* (W[ )gco-f.s. und somit g = h (Wp)gco-f.s. O

Mit Hilfe des Satzes von Lehmann und Scheffé und dessen Korollar zur Eindeu-
tigkeit kann man nun in einer grofen Zahl von Anwendungen den GBES auf eine
der beiden folgenden Weisen bestimmen:

(1) Durch Angabe eines beliebigen erwartungstreuen Schitzers, der iiber einer
suffizienten und vollstindigen Statistik faktorisiert.

(2) Durch Bedingen eines beliebigen erwartungstreuen Schétzers unter einer voll-
standigen und suffizienten Statistik.

Dabei kann die zweite Methode allerdings mit einigem Rechenaufwand verbunden
sein. In den ersten drei der anschlieBenden Beispielen benutzen wir Methode 1,
wihrend das vierte eine Anwendung von Methode 2. bildet.

Im Folgenden sei X = (Xi,...,X,) stets ein Zufallsvektor mit unter jedem Pg
unabhingigen und identisch verteilten Komponenten. Ferner seien wie schon frither

Wy = P};l, d.h. Wy = VT/(;', und 7 = (Wp)eco, X = (x1,...,x,) und s, = x1 + ... + X;.

Beispiel 2.54. Bildet (W )gco eine 1-parametrige Exponentialfamilie in Q(6) und

~

T(x) = x bzgl. v, d.h.

dW

() = C(0)e2®%  yfii.,

so ist # gemiB Satz 1.26(b) eine 1-parametrige Exponentialfamilie in Q(6) und
der suffizienten Statistik 7'(x) = s,, [=¥ Korollar 2.31]. Setzen wir voraus, dass die
Menge {Q(0) : 6 € O} innere Punkte hat und somit 7' auch vollstindig ist [’ Satz
2.46], so folgt nun sofort aus Satz 2.52, dass das Stichprobenmittel g(x) = X, der
GBES fiir y(6) = EgX ist. Dieses allgemeine Resultat konnen wir beispielswei-
se auf die Spezialfille (Bin(m, p)")pe(0,1)» (Poisson(0)") g0, (NBin(m, p)") e (0,1),
(Exp(8)")g>¢ oder auch (Normal(pt,0%)")er mit festem 62 > 0 anwenden.
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Beispiel 2.55 (Normalverteilungen). Falls Wy = Normal(it,6?) fiir 6 = (u,62) €
R x (0,0), so bildet # offenkundig eine 2-parametrige Exponentialfamilie, die den
Voraussetzungen in Satz 2.52 geniigt, und deshalb 7' (x) = (%,,n~! Yoy (xj— %,)?)
eine vollstindige und suffiziente Statistik fiir 7 [F¥ Beispiel 2.40]. In Beispiel 2.49
wurde gezeigt, dass

1 n
g1(x) =x, und g(x) = — (xj —%)?
=1

erwartungstreue Schiitzer fiir EgX] = u bzw. Var gX; = 62 sind. Da diese offenkun-
dig von x nur iiber T (x) abhingen, liefert erneut Satz 2.52, dass g; und g, bereits
die GBES fiir y bzw. 62 bilden.

Beispiel 2.56 (Gleichverteilungen). Betrachten wir als nachstes den Fall, dass VT/Q =
Unif (0, 0) fiir 6 > 0. Dieses Beispiel unterscheidet sich von den vorherigen darin,
dass # = (Unif((0,%)"))g~0 keine Exponentialfamilie bildet, wie sich sofort aus
der Nicht-Aquivalenz der Wy ergibt. Wegen

dWe 1 1 .
folx) = () = @jl;lll(o,e)(xj) = giloo)(xw) A"

folgern wir aus dem Neyman-Kriterium die Suffizienz von T'(x) = x(,) := max j<, X;.
Als néchstes zeigen wir, dass 7 sogar vollstindig ist fiir . Offensichtlich gilt

n tn
Wo(T <t) = Po(Xi <1) = Po(Xi <1, Xy <1) = Po(X1 <1)" = o2
fiir alle 6 > O und 7 € (0,6), so dass
awl nt"~! .
d; (1) = =g loo) AL (2.13)

Sei nun f eine messbare numerische Funktion mit Eg f o T(X) = 0 fiir alle 8 > 0,
was nach dem soeben Gezeigten dquivalent ist zu

n—1 _ — n—1
SHOr A = /(O.O)f (1) A (dr)

(0,6

fiir alle 8 > 0. Dann gilt aber auch
vi((ab)) = [ fH@)e ! Adr)
(a,b]

= f_(z‘)z‘"_1 A(dr) =: v ((a,b])
(a,b]

(2.14)

fiir alle 0 < a < b < o0, wobei v~,v" die Borel-MaBe auf (0,00) mit A-Dichten
f= ()" bzw. f*(t)¢"~! bezeichnen. Da die halboffenen Intervalle einen N-stabi-
len Erzeuger von #((0,c0)) bilden, impliziert (2.14) die Gleichheit von v~ und
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v sowie folglich auch die A-f.ii. giiltige Gleichheit ihrer Dichten, was schlieBlich
fT = f~ A-f.i. und damit die Vollstéindigkeit von T beweist. Unter Benutzung von
(2.13) erhalten wir leicht

und somit die Erwartungstreue des Schitzers g(x) = (1+ %)x(”) fiir y(6) = 0. Satz
2.52 liefert einmal mehr, dass g bereits der GBES fiir 9 ist.

Wer Lust hat, kann zur Ubung folgendes rechenaufwendigere Vorgehen wihlen:
Wegen EgX; = 6/2 definiert g(x) = 2x; einen ersten erwartungstreuen Schétzer fiir
6. Mit Methode (2) ergibt sich dann wiederum der obige Schitzer g als GBES nach
Berechnung von g*(t) = W(g|T =1t) und Setzen von g(x) = g* o T'(x).

Beispiel 2.57 (Poisson-Verteilungen). Als letztes Beispiel wollen wir mittels Metho-
de (2) fiir die Familie # = (Poisson(6))g~o den GBES fiir

-~ o O
7(0) = Wo({k}) = ¢ ® o keNo,

berechnen. Wie man direkt sieht, bildet #" = (Poisson(0)")g~¢ eine 1-parametrige

Exponentialfamilie vollen Rangs in 6 und der Statistik 7' (x) := s, die daher suffi-

zient und vollstdndig fiir das betrachtete Experiment ist. Ein offensichtlicher erwar-

tungstreuer Schitzer fiir y;(0) lautet g(x) = 1 (x1), denn

k
Eos(X) = Bo(Xi=k) = ¢ *7. = n(6)
fiir alle © > 0. Im trivialen Fall n = 1 ist g als Funktion von T (x) = T (x ) = x; bereits
der GBES. Wir notieren im Hinblick auf das allgemeine Ergebnis weiter unten, dass
g auch in der Form g(x) = Bin(xy, 1)({k}) geschrieben werden kann, sofern wir die
iibliche Vereinbarung Bin(m,0) := & und Bin(m, 1) := §,, fiir alle m € N treffen.
Sei hiernach n > 2 vorausgesetzt. Wir miissen dann zur Bestimmung des GBES

§°(1) = W(WIT =1) = P(X, =[S, =1)

fiir beliebige # € Ny berechnen. Unter Benutzung von W) = ]P";” = Poisson(n0) fiir
alle 6 > 0 und n > 1 erhalten wir
P (X1 =k,S, =1)

Pl (Sn = t)

P(Xl = k|Sn = l) =
. Pl(Xl =kXo+..+X, Zl—k)
P[(Sn ZI)

B Pl(Xl = k)]P’l(Sn,1 :tfk)
B Py(Sh=1)
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t—k
L N A et Vi

B k! =K ) |

0, fallst <k,

DG () s
Bin (t, 1) ({k}).

Der GBES fiir ¥;(0) = e~?6% /k! lautet demnach fiir alle k € Ny und n > 1

No (t— k)

¢oT() = Bin (700, ) (06) = Bin (5,2 ) (4)),

d.h., die Poisson-Wahrscheinlichkeiten Wy ({k}) werden erwartungstreu am be-
sten mittels Binomial-Wahrscheinlichkeiten der angegebenen Form geschitzt. Da
vermoge des Poissonschen Grenzwertsatzes 29.4 in [2] (beachte

— 1 _
limnX,-— = limX,, = 0 Py-fs.

n—oo n n—soo

fiir alle 8 > 0 nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen)

- 1
lim Bin (nXm) ({k}) = Poisson(0)({k}) Py-fs.
n—oo n
fiir alle 6 > 0 und k € Ny gilt, folgt die starke Konsistenz (= zu Beginn von Ab-
schnitt 2.1) des erhaltenen Schitzers g* o T'(x) bei gegen o strebendem Stichprobe-
numfang 7.

Vergleichen wir unser Ergebnis zum Abschluss mit dem im Fall einer Maximum-
Likelihood-Schitzung. In 2.8 hatten wir gesehen, dass X, den MLS fiir 0 bildet.
GemaiB Satz 2.10 ist deshalb

o Xk
Yi(Xn) = e_x"k—': = Poisson(X,)({k})
der MLS fiir () fiir alle k € Ny. Mittels der Maximum-Likelihood-Methode wer-
den also die unbekannten Poisson-Wahrscheinlichkeiten durch solche vom selben
Typ geschitzt, wobei man den unbekannten Parameter 6 durch den MLS X, er-
setzt (Poisson(0) := &). Auch hier ergibt sich leicht die starke Konsistenz, weil die
Funktionen 7, (0) stetig in 0 sind.

Anmerkung 2.58. Die in 2.57 gewidhlte Vorgehensweise kann man wie folgt allge-
mein bescheiben: Gegeben eine Verteilungsfamilie 7 = (Wp)gce mit einem eindi-
mensionalen Parameter 6, finde zunichst eine vollstindige und suffiziente Statistik
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T (sofern moglich) und berechne dann

£(8) := EoT(X).

Erweist sich f: ® — R als bijektive (= nicht konstante) lineare Funktion in 6, so
definiert offensichtlich g(x) = f~! o T(x) den GBES fiir 6.

Sofern |@] > 2, # dominiert ist und Wy = Wy, falls 0 # 6, sichert iibrigens die
Suffizienz und Vollstindigkeit von T die Bijektivitit von f, denn: Gemifl Lemma
2.25 existiert ein zu # dquivalentes W-MaB v. Nehmen wir an, f = c fiir ein ¢ € R.
Dann folgt T(X) = ¢ # -f.s. und somit v-f.s. aus der Vollstindigkeit von T'. Wegen
der Suffizienz von T existieren nach dem Neyman-Kriterium ferner Funktionen gg

und A, so dass
dw,
Tve = ggoT-h = gg(c)-h Vv-Lii.
fiir alle @ € O, was offenbar gg(c) = (h(x)v(dx))~' und damit Wy = Wy fiir alle

0,6’ € © impliziert.

In allen vorherigen Betrachtungen hatten wir entweder unterstellt oder sofort ein-
gesehen, dass zu einer gegebenen Parameterfunktion 7y iiberhaupt ein erwartungs-
treuer Schiitzer existiert, alsu %/ # 0 gilt. Wir nennen 7y dann schdtzbar. Das an-
schlieende Beispiel soll zeigen, dass dies keineswegs immer der Fall ist.

Beispiel 2.59 (Hypergeometrische Verteilungen und inverses Bernoulli-Sampling).
Ein Biologen-Team will die Anzahl 8 einer bestimmten Fischart in einem See
schitzen und fingt zu diesem Zweck r Fische dieser Art, markiert sie und setzt sie
wieder im See aus. Nach einiger Zeit fingt das Team erneut s Fische derselben Art
und registriert die Anzahl X der markierten Exemplare, die sich darunter befinden.

Dieses Experiment entspricht unter gewissen idealisierenden Voraussetzungen
offenkundig dem Ziehen ohne Zuriicklegen von s Kugeln aus einer Urne mit einer
unbekannten Gesamtzahl 6 von Kugeln, von denen genau r eine Markierung tragen
und die anderen 8 — r nicht. Wir wihlen daher als statistisches Experiment

& = ({0,...,s},8({0,...,s}), (HGeom(8,r,5))6>vs),

wobei HGeom(0,r,s) die hypergeometrische Verteilung mit Parametern 6 (= An-
zahl der Kugeln in der Urne), r (= Anzahl der markierten Kugeln) und s (= Anzahl
der gezogenen Kugeln) bezeichnet. Es gilt somit

Py(X =n) = HGeom(0,r,s)({n})
r\[0—r
(n> (s—n) falls (r+s—0Vv0) <n<(rAs),

0, sonst.
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Will man nun 6 schitzen, so kann dies auf keinen Fall erwartungstreu geschehen,
denn jeder Schitzer g : {0,...,s} — R ist notwendigerweise beschriinkt, wohingegen
der Parameterraum ® unbeschrinkt ist. Aus demselben Grund gibt es auch fiir keine
andere unbeschrinkte Parameterfunktion y einen erwartungstreuen Schitzer.

Die interessante Frage lautet daher: Kann das Biologen-Team dennoch zu einer
erwartungstreuen Schitzung von 6 gelangen, indem es sein Vorgehen bei der Er-
hebung der zweiten Stichprobe modifiziert? Um eine Antwort zu erhalten, sucht
das Team einen Statistiker auf, der ihnen zu folgendem sequentiellen Vorgehen riit,
genannt inverses Bernoulli-Sampling: Nach Vorgabe einer Zahl m > 1 beginnt das
Team erneut, Fische der betrachteten Art zu fangen, und zwar einen nach dem ande-
ren. Jeder Fang wird registriert als “1” oder “0”, je nachdem, ob er eine Markierung
aufweist oder nicht, und dann in den See zuriickgeworfen. Das Team hort auf, so-
bald der m-te markierte Fisch ins Netz geht. Es bezeichne N die Zufallsgrofle, die
die Anzahl notwendiger Féange angibt, und X, fiir | <n < N die Bernoulli-Variable,
die das n-te Fangergebnis beschreibt. Folglich ist X = (N, X|, ..., Xy) der zugrunde-
liegende Beobachtungsvektor. Unter der idealisierenden Annahme, dass fiir jeden
gefangenen Fisch die Wahrscheinlichkeit p(6) = r/0 betrigt, eine Markierung auf-
zuweisen, gelangen wir zu dem statistischen Experiment & = (X,.«7, (Wp)gce) mit

= x{o, 1} x{1}, &=PX), O0={nr+l1,..}

n>m

und
We({(n,x1,..c,x0—1,1)})
= Po(N=nX; =x1,.... X1 = X1, Xy = 1)
Po (X, =x1,.... X1 =Xp_1,X, = 1), falls z;?;}xj =m—1,
0, sonst

(g)" (1 - g)"im, falls Y=} x; = m— 1,

0, sonst.

N —m, die Anzahl nicht markierter Fange bis zum Fang des m-ten markierten Fi-
sches, besitzt unter Py eine NBin(m,r/0)-Verteilung, wie man leicht nachrechnet,

d.h.
m+n—1\ srym r\"
rov-mn = (") (6 (0-5)
o(N—m=n) ( m—1 ) 0 0
fiir k € Ny. Mit Hilfe des Neyman-Kriteriums sieht man, dass T (n,xy,...,x,) :=
n —m suffizient fiir & ist. Weiter folgt

m(1—r/0) m(0 —r)

]EQT(X) = Eg(N—m) = }’/9 = r )
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und daraus die Erwartungstreue des Schitzers

rn
g(n7xl7"'axn) -

m
fir 0 [ Anm. 2.58]. Um diesen auch als GBES zu identifizieren, bendtigt man
noch die Vollstiandigkeit von 7. Hierbei tritt allerdings ein Problem auf, das uns
zwingt, unser Ziel ein wenig bescheidener zu stecken. Betrachten wir eine beliebige
messbare Funktion f : Ny — R derart, dass

sarere) = (5 (") (-g)" = 0

fiir alle @ € @. Dann wire es naheliegend, f(n) ("fn’le) =0 und somit f(n) =0
fiir alle n > 0 unter Benutzung des Identitdtssatzes fiir Potenzreihen zu schlieen.
Ungliicklicherweise hat die Menge {1 — 5 : 6 € @} lediglich den Haufungspunkt I,
deri.A. nicht im Inneren des Konvergenzkreises liegt. Um dennoch zu einer Optima-
litdtseigenschaft von g zu gelangen, betrachten wir die erweiterte Verteilungsfamilie
W' = (Wg)gece, wobei @ := [r,0). In diesem Fall folgt {1 — 4 : 0 € @'} =[0,1)
und deshalb in der Tat die Vollstindigkeit von T fiir %’ nach dem Identititssatz.
Ferner bleibt T natiirlich suffizient. Nun bildet g(n,xi,...,x,) = rn/m aber auch
im zugehorigen erweiterten Experiment &' = (X,.o/,#") einen erwartungstreuen
Schitzer fiir 6, wie man sofort einsieht, also nach dem eben Gezeigten sogar den
gleichmiBig besten. Wir konnen aber nicht ausschliefen, und hierin besteht die Ein-
schrinkung, dass es einen besseren erwartungstreuen Schitzer fiir das urspriingliche
Modell mit kleinerem Parameterraum gibt, der nicht mehr erwartungstreu im erwei-
terten Experiment & ist.

Nachdem wir eingesehen haben, dass die erwartungstreuen Schétzer eine ver-
niinftige Klasse bilden, innerhalb derer die Berechnung eines gleichmifig besten
Schitzers bei Vorliegen einer suffizienten und vollstdndigen Statistik eine l9sbare
Optimierungsaufgabe darstellt, wollen wir den Abschnitt mit einer Enttduschung
beenden: Wir zeigen, gleichsam als Mahnung und zur Schérfung des kritischen Ur-
teilsvermogens, dass ein GBES nicht zuldssig [%¥ Definition 1.12] zu sein braucht.
Dabei verbliifft besonders, dass wir hierfiir keineswegs ein pathologisches Beispiel
bemiihen miissen, sondern bereits bei der wohlbekannten Stichprobenvarianz bei
normalverteilgen Beobachtungen fiindig werden. Es folgt zunéchst ein Lemma, mit
dessen Hilfe sich das Risiko der Stichprobenvarianz bei quadratischer Verlustfunk-
tion berechnen l&sst.

Lemma 2.60. Gegeben unabhiingige, identisch verteilte X, ...,X, mit Varianz 62,

irzdlichem vierten zentralen Moment Uy = E(X; — EX1)4 und Stichprobenmittel
Xy = %Zz:] X, gilt
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Beweis. Wir diirfen 0.B.d.A. EX| = 0 voraussetzen. Eine einfache Rechnung liefert

E
k
wobei

I :zE(/ilX,f)z,Iz::iE(ilX,f) <I;Xk>2und13 iz <2Xk> .

Fiir die drei Ausdriicke /;, I und I3 erhalten wir unter Benutzung von EX; = 0, der

Unabhingigkeit der X sowie ¥j<;cj<, | = X (i—1) = @:

1=

4 + o

(kan)z>2 =1, D248

1

=

2 2
n n
X.—X,)?| =E xX2-2Y XX, +nX>
% )> (;1 2L XXk ) (2.16)

1 k=1

=11 —Lh+15h,

L = E(ZX,?) + 2E< Y XﬁX}) = ny+n(n—1)c*
k=1

1<i< j<n
2
y="E(Y x| +-E{Yx| ¥ XX;||==n+-0="3}
o \i=1 n\k=1 1<i<j<n n n n
und
1 4 1 3n—1) 4
= — X; ( )E XX?| = -y + ——0o*,
n? (Z > n2\2 lgigjgn L n n
woraus insgesamt durch Einsetzen in (2.16) die Behauptung folgt. ad

Seinun X = (Xj,...,X,), n > 2, ein Beobachtungsvektor mit unter Py unabhéngi-
gen, jeweils Normal(u,c?)-verteilten Komponenten bei unbekanntem Parameter
6 = (1,0?%) € R x (0,0). Wir setzen

i ()Ck _fn)z

o=

Grel(r) 1=

fiir ¢ > 0 und erinnern daran, dass G, ;(x) den GBES und G, (x) den MLS fiir
die Varianz o2 bildet [5=° 2.56 bzw. 2.7].



70 2 Parametrische Schitztheorie und Suffizienz

Satz 2.61. Unter den soeben getroffenen Voraussetzungen und bei quadratischer
Verlustfunktion L(0,d) = (d — 62)?* gilt fiir das Risiko R,(c) := R(G,a,ic) des
Schiitzers Gy .:

2
R,(c) = c* ((n—l)(n—i—l)(l— : ) 42 ) (2.17)

n+1 n+1

Es ist (fiir jedes 6) minimal fiir c = n+ 1, wobei insbesondere

2 20‘4 20_4
<1+n_1)n+1 = Ry(n—1) > Ry(n) > Ru(n+1) = — @19

Weder der GBES G _, noch der MLS G, sind somit unter der obigen Verlust-
Sfunktion zuldssig.

Beweis. Unter Benutzung der Transformationseigenschaften der Normalverteilung
folgt sofort

Ru(c) = R((1,0%),6;.) = R((0,6%),6;.).

Ferner gilt unter Benutzung von E G,%C(X) =(n—1)c?/c = 2?]

1,0%)
R((()? 62)7 81%,c) - E(070.2> (SZ,L(X) — 62)2
= B 026y (X)—2(n—1)c'o* +o*

fiir jedes ¢ > 0. Wenden wir schlielich auf

2
E(062>6 (X) 002 (Z Xk_ )

das zuvor bewiesene Lemma an und beachten, dass E(O’ Uz)Xf =30%, so ergibt sich
nach einiger Rechnung (2.17) und daraus weiter (2.18). Wir verzichten auf weitere
Details. 0

Anmerkung 2.62. Betrachtet man in der Situation von Lemma 2.60 den fiir 62 er-
wartungstreuen [I%° ??] Schiitzer 62 1 (x) = L ¥r | (xx—X,)?, sofern n > 2, so
ergibt sich fiir diesen bei quadratischem Verlust das Risiko

n gt
Var( ! Z(Xk—X,,)2> = p}t:_(:ll(n2)16)7

n—lkzl

wie der Leser mittels (2.15) leicht nachpriift.
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2.7 Die Informations-Ungleichung

Im Folgenden werden wir zundchst den Begriff der Fisher-Information einfiihren
und dann mit dessen Hilfe eine untere Schranke fiir die Varianz (fiir jedes 0) er-
wartungstreuer Schitzer herleiten. Auf der Suche nach einem GBES bietet dieses
Resultat in einigen Situationen eine Alternative zu dem im vorherigen Abschnitt
vorgestellten Verfahren. Sofern wir namlich fiir einen erwartungstreuen Schétzer
nachweisen konnen, dass seine Varianz die untere Schranke (fiir jedes 8) annimmt,
ist dieser natiirlich ein GBES. Andererseits werden wir zeigen, dass diese Situatio-
nen im wesentlichen jene sind, in denen die zugrundeliegende Verteilungsfamilie
eine einparametrige Exponentialfamilie bildet [¥¥ Satz 2.75]. Unsere Darstellung
orientiert sich weitestgehend an den Darstellungen in [5, Abschnitt 4.3] und [10,
Abschnit 2.6].

Gegeben sei im Folgenden ein dominiertes statistisches Experiment & = (X, .7,
(W) gco) mit dominierendem MaB v, dessen Verteilungsfamilie %7 = (Wy)gce fol-
gende Zusatzvoraussetzungen erfiillt:

(A1) Der Parameterraum @ ist eine offene Teilmenge von R.
(A2) Es existieren Versionen f(0,-) = dWy/dv, 6 € O, so dass

X' = {xeX: fo(x) >0}

nicht von 0 abhiingt, was insbesondere die paarweise Aquivalenz der Wy
impliziert.

(A3) Fiiralle 8 € ® und x € X* existiert %f(e,x) und ist stetig in 6.

(A4) Fir jede Statistik S : (X, 2/) = (R, Z(R)) mit Eg|S(X)| < oo fiir alle 6 € ©

gilt
SE0SX) = 5 [ S0f0.0 V) = [ 50075 (0.0) via),

sofern das letzte Integral existiert und endlich ist.

Zur Abkiirzung nennen wir % ebenso wie & unter diesen Voraussetzungen re-
guldr. Wir weisen darauf hin, dass aus der Messbarkeit von f(6,x) und 8‘9—9 f(6,x)
in x bei festem 6 und der Stetigkeit in 8 bei festem x € X* (Bedingung (A3)) ferner
folgt:

(A5)  f(0,x) und a%f(e,x) sind als Funktionen von (@ x ¥, %(0) ® <) nach
(R, A(R)) produkt-messbar.

Diese wohlbekannte Tatsache wird an einigen Stellen ohne weitere Erwidhnung be-
nutzt. Fiir einen Beweis mag der Leser z.B. [13, Kapitel 1V, Theorem T47] konsul-
tieren. Da Bedingung (A4) fiir praktische Zwecke offenkundig wertlos ist, geben
wir zunichst folgendes
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Lemma 2.63. Gegeben sei ein statistisches Experiment &, das die Bedingungen
(A1-3) erfiillt. Fiir jede Statistik S : (%X,9/) — (R, ZB(R)) mit Eg|S(X)| < oo fiir
alle 6 € O seien auflerdem die Integrale

v(dx)

() o (6.

/ S(x) age 7(0,%) v(dx) und

x*

stetig in 0. Dann gilt Bedingung (A4).

Beweis. Da O offen ist, geniigt es, die Behauptung auf jedem Intervall (6y, 6;) mit
I=1[6o,6,] C O zu zeigen. Nach Voraussetzung ist % — [5. |S(x)%f(19,x)| v(dx)
auf 7 stetig und somit beschréinkt. Der Satz von Fubini sichert daher

0 9 09
/90 [ S35 (0.) vidn) o = /*S(x) [ 55/ (920 v(an

- /%S(x)(f(G,X) — /(80.x)) v(dx)
= EpS(X) —Eg,S(X).

Differenziert man nun den ersten und den letzten Ausdruck nach 6, so ergibt sich
offenkundig die in (A4) geforderte Identitét. a

Als einfache Konsequenz erhalten wir:

Satz 2.64. Eine 1-parametrige Exponentialfamilie % = (Wy)gce mit offenem Pa-
rameterraum ©, dominierendem Maf; v und v-Dichten der Form

f(6,x) = C(6)exp(Q(6)T (x))h(x)

ist reguldir, falls Q(®) offen und Q(0) auf ganz O stetig differenzierbar ist.

Wie der Leser sofort einsieht, liefert der Satz insbesondere die Regularitit, wenn
# in natiirlicher Parametrisierung gegeben ist und der natiirliche Parameterraum 3
ein nichtleeres Inneres besitzt, welches ® enthilt.

Beweis. Wir miissen offenkundig nur Bedingung (A4) nachpriifen. Sei S eine belie-
bige, 0.B.d.A. nichtnegative Statistik mit E¢S(X) < oo fiir alle 6 € @. Wir definieren
die W-MaBe W durch

Wi (B /S )e*TWh(x) v(dx), Be o,

fir { € 3:= {€ € R: [S(x)e5T@h(x)v(dx) < oo}, wobei
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= /S(x)e‘gT(x)h(x) v(dx).

(V~VC) ¢35 bildet daher ebenfalls eine 1-parametrige Exponentialfamilie mit natiirli-

chem Parameterraum 3 und Q(0), weil nach Voraussetzung offen, eine Teilmen-
ge des Inneren von 3 Mittels Satz 1.27 erhalten wir, dass sowohl F({) als auch
G(&) = [T n(x) v(dx) > 0 auf Q(O) unendlich oft differenzierbar ist. Beachte,
dass C(0) = GoQ(8)~!. Es folgt die Behauptung wegen

/.a(S(x)exp(Q(e)T(x))h(x)) v(dx)

[ 50025 70, v(a

26 GoQ(0)
0 (Fo0(d)
90\ GoQ(0)
und der stetigen Differenzierbarkeit von Q(6). O

Der Leser kann leicht nachpriifen, dass jede der folgenden 1-parametrigen Ex-
ponentialfamilien die Bedingungen in Satz 2.64 erfiillt und somit regulér ist (n > 1
beliebig):

(Bin(m,0)")ge(0,1) und (NBin(m,0)")gc(o,1) fiir festes m € N,
(Poisson(0)")g=0,

(Normal(p,02)") e fiir festes 62 > 0,

(Normal(pt, 62)") 52~ fiir festes 1 € R,

(I (a,b)") 4o fiir festes b > 0 und (I'(a,b)") > fiir festes a > 0,

(B(a,b)") a0 fiir festes b > 0 und (B (a,b)")p>o fiir festes a > 0.
Definition 2.65. Sei 7 = (Wp)gce eine Verteilungsfamilie, die den Voraussetzun-

gen (A1-3) geniigt, wobei wie iiblich Wy = IP’)O( fiir eine Zufallsvariable X unterstellt
wird. Dann heif3it

2 9 N 2
1(0) := ]E9<aaelogf(9 x)) = /(%) £(6,x) v(dx) (2.19)

die Fisher-Information von # in 6. Es gilt 0 < 1(0) < o

Der Quotient % f(6,x)/f(6,x) gibt offenbar die relative Rate an, mit der sich
die Dichte f(6,x) im Punkt x &ndert. Aus diesem Grund erscheint folgende Heu-
ristik erlaubt: Je groBer der Wert von I(-) an einer Stelle 6y ist, desto leichter lisst
sich der Parameter 6y von Nachbarwerten 6 unterscheiden und desto genauer ist
eine Schitzung von 6, wenn 6y den wahren Parameter bezeichnet.

Da die Wy in 2.65 paarweise dquivalent sind, konnen wir als dominierendes Maf}
auch Wy, fiir irgendein 6y € ® wihlen, wobei unter Hinweis auf Korollar 13.5 in [2]
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f(6,x)
f(60,x) Le ()

eine Wp,-Dichte von Wy fiir jedes 6 bildet. Wegen -%¢(68,x) = f(80,x) "' 2% £(8,x)
fiir alle (6,x) € ® x X* erhalten wir

2 9 o\
Eq (;Glogg(G,X)> = /* (aeg(e,)> 8(0,x) We, (dx)

g(e,x) =

8(6,x)

2200\
_ /(%) £(8,%) v(dx)

9 2
= Ky (aelogf(evx)>

und folglich die Unabhéngigkeit der Fisher-Information vom speziell gewihlten
dominierenden Mal} und der damit resultierenden Dichten. Dagegen ist es wich-
tig festzustellen, dass die Fisher-Information sehr wohl von der jeweils gewéhlten
Parametrisierung abhiingt: Gilt 8 = h(&) fiir eine streng monotone, differenzierbare
Funktion i : £ — 0, so ergibt sich unter der neuen Parametrisierung fiir die Fisher-
Information I* (&) von # in &

a 2
&) = Exg) (aélogﬂh(é),m) _IhEWE? @20

fiir alle & € Z. Sofern mit verschiedenen Parametrisierungen einer Verteilungs-
familie gearbeitet wird, ist die Bezeichnung /(6) demnach inaddquat. Fiir viele
Zwecke reicht sie allerdings aus, insbesondere erweist sich die untere Schranke der
angestrebten Informationsungleichung als von der gewihlten Parametrisierung un-
abhingig [*= im Anschluss an Satz 2.72].

Zwei alternative Darstellungen der Fisher-Information gibt das néchste

Lemma 2.66. Gegeben eine reguliire Verteilungsfamilie (Wg)gce, gilt fiir alle 0

d
Eg (aelogf(G,X)> -0 2.21)
und 3
I1(6) = Vary (aelogf(e,X)> . (2.22)

Falls aufierdem j—;f(e,x) fiir alle (8,x) € @ x X* existiert und die Beziehung

2 2
[ 2 re0vidy = 2 [ resvian (=0
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erfiillt ist, folgt weiter

82
1(6) = —Eg <89210g f(G,X)> (2.23)

fiir alle 6 € ©.

Beweis. Unter Benutzung der Voraussetzung (A4) ergibt sich bei Differentiation der
Beziehung [ f(60,x)v(dx) =1 nach 6

0
0= . %f(e,x) v(dx)
35/(0,%)
x* f(9>x)

/x* (389 10gf(6,x)) f(6,x) v(dx)

f(6,x) v(dx

d
= Eg (aelogf(evx)) )

d.h. (2.21). Behauptung (2.22) ist damit offensichtlich. Zum Nachweis von (2.23)
notieren wir

2 2f0.x) (&f(&@)z

Tezlogf(evx) = f(e,x) f(97x)

woraus das Resultat per Integration nach Wy (dx) = f(0,x) v(dx) unter Beachtung
der Zusatzvoraussetzung folgt. a

Beispiel 2.67. Sei m > 1 fest gewihlt. Falls Wy = Bin(m, 0) fiir 6 € (0,1) mit Zéhl-
dichte

£(0,x) = (’:) 0¥ (1— )" = (Z’:) exp <10g <169>x+mlog(l—6)>

firx € X = X* = {0, ...,m}, so gilt

d x m
36 1°¢/(0) = =g " 19

und folglich

16) = Vare( X m ) ~ VargX m

6(1—0) 1-6) ~ 6’(1-67  6(1-96)

fiir alle 6 € (0,1).
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Beispiel 2.68. Falls Wy = Poisson(0) fiir 8 > 0 mit Zihldichte

90"
e 9=

x!

f(0,x) = = l'exp(xlogefe)
x!

fir x € X = X* = Ny, so gilt

0 x
—1 = ——1
59 108f(8.x) = 5
und folglich
VargX 1
1(0) = = —

fiir alle 6 > 0.

Beispiel 2.69. Sei 62 > 0 fest gewihlt. Falls W, = Normal(u,0?) fiir © € R mit
A -Dichte

B 1 (x—p)*\ 1 ¥ oux p?
flux) = (27:)1/206Xp( EET ) B e vt G P R R P

firxe X =X" =R, so gilt

d x—u
a log f(u,x) = o2
und folglich
Var X 1
I(u) = Gf =52

fiir alle p € R.

Bevor wir uns unserem Hauptanliegen, einer unteren Schranke fiir die Varianz er-
wartungstreuer Schitzer, zuwenden, geben wir noch eine wichtige Eigenschaft der
Fisher-Information, namlich ihre Additivitit unter der Bildung von Produktvertei-
lungen.

Satz 2.70. Gegeben zwei reguldre Verteilungsfamilien #; = (Wj¢)eco, j = 1,2,
sei W = (Wo)oceo die zugehorige Produktfamilie, d.h. Wo = Wy g @ W, g fiir 6 € ©.
Dann ist auch W reguliir, und es gilt fiir alle 6 € ©

1(0) = 1(6)+1(6) (2.24)
fiir die Fisher-Information I (-),(-),1(-) von #1, W5 bzw. #'.

Beweis. Dass # mit #| und #5 ebenfalls die Bedingungen (A1-4) erfiillt, sieht
man sofort ein. Kommen wir deshalb gleich zum Nachweis von (2.24). Sei X =
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(Y,Z) mit stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen Y und Z, wobei ]P’g =W
und IP% = W, ¢. Fiir geeignete o-endliche MaB3e v;, v, bezeichne ferner f;(0,-) die
vi-Dichte von W} ¢ und f>(6,-) die v»-Dichte von W, g, also f(0,-) = fi ® f2(0,-)
die v; ® vp-Dichte von Wy. Wir erinnern daran, dass die Fisher-Information nicht
vom speziell gewdhlten dominierenden Mal} abhingt. Es folgt nun unter Hinweis
auf (2.22)

1(6)

Varg <;910gf(97x))

Varo (55 108(/1(0.1)72(0.2))
d d
— Vary (aelogfl(e,YHaelogﬁ(@l))

d d
= Varg (aelogfl(G,Y)> + Varyg <a610gf2(6,2)>
= 1(0) + L(H),
wobei fiir die vorletzte Zeile die Unabhéngigkeit von Y und Z benutzt wurde. a

Fiir die Standardsituation, in der X = (Xi,...,X,) einen Zufallsvektor mit unab-
hingigen, identisch verteilten Komponenten bildet, liefert Satz 2.70 zusammen mit
einer einfachen Induktion:

Korollar 2.71. Sei n > 1 und v = (Vg)gco eine Verteilungsfamilie, welche die Be-
dingungen (A1-3) erfiilt. Dann geniigt auch die zugehorige Familie # = (Wy)oco
der n-fachen Produktverteilungen (d.h. Wo = V}}) diesen Bedingungen, und es gilt
fiir alle 6 € ©

1(6) = nJ(6),

wobei I(-) und J(-) die Fisher-Information von # bzw. ¥ bezeichnen.

Wir kommen nun zu der angekiindigten Ungleichung fiir die Varianz erwartungs-
treuer Schitzer, die in der Literatur unter dem Namen Informations-Ungleichung
oder auch Cramér-Rao-Ungleichung bekannt ist:

Satz 2.72. (Informations-Ungleichung) Sei & = (X,o/,(Wy)gcg) ein reguliires
statistisches Experiment, T : (X, ) — (R, Z(R)) eine Statistik mit Var T (X) < oo
fiiralle 6 € © und y(0) :=EoT (X). Ist die Fisher-Information 1(0) fiir alle 6 € ©
positiv und endlich, so ist ¥ differenzierbar und

VargT (X) >

(2.25)
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fiir alle 6 € ©.

Wie bereits erwihnt, ist die Schranke in (2.25) invariant unter Parametertrans-
formationen der Form 6 = k(&) mit streng monotoner, differenzierbarer Funktion
h:E — ©.Dazum einen y*(§) := Ey,) T (X) die Ableitung y*'(&)y’'(h(&))H' (§)
besitzt und zum anderen I*(&) = I(h(&))H (E)? fiir die Fisher-Information I*(&)
von # in & [B=F (2.20)] gilt, folgt némlich in (2.25)

V(0 whE) v
106) ~ 1a(&) ~ (&)

Beweis. In den iiblichen Bezeichnungen folgt unter Benutzung von Bedingung 4.
die Differenzierbarkeit von y(0) sowie

v(O) = [ 70035 7(0.0v(d)

210.x
[ (”ﬂ“) f(0.0via

o (700 35 102/(6.))

fiir alle 6 € ®. Da ferner Eg % log f(0,x) = 0 gemih (2.21) in Lemma 2.66, erhal-
ten wir weiter

(6) = Covo (700, S 108(6.))

und daraus vermoge der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

V(o) < (VaraT(x)vary (jelogfw,m))l/z

fiir alle 6 € @. Eine einfache Umformung dieser Ungleichung liefert schlieBlich
(2.25), wenn man noch 1(0) = Varg(j—elogf(B,X) gemif (2.21) in Lemma 2.66
beachtet. d

Die untere Schranke der Informations-Ungleichung héangt von der Statistik T
noch durch y’'(6) ab. Betrachtet man speziell erwartungstreue Schitzer fiir y(0) =
0, gelangt man zu einer universellen Schranke:

Korollar 2.73. Gegeben die Situation von Satz 2.72, sei T ein erwartungstreuer

Schditzer fiir 6. Dann gilt
1
VargT(X) > —
arg ( ) = 1(9)
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fiir alle 6 € O, wobei 1/1(0) wird als untere Cramér-Rao-Schranke (in 0) be-
zeichnet wird.

Den wichtigen Spezialfall, in dem die Beobachtung X aus n unabhingigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen X1, ..., X,, besteht, behandelt

Korollar 2.74. In der Situation von Satz 2.72 sei aufSerdem Wo = Vy fiir einn > 1
und alle 6 € ©. Die Familie V' = (Vy)gco sei reguldr mit zugehoriger Fisher-
Information J(-). Dann gilt

VargT(X) >

fiir alle 6 € ©.

Beweis. Es geniigt der Hinweis auf Korollar 2.71, nach dem 7(68) = nJ(0) gilt. O

In jedem der Spezialfille

W o= (Bin(m,@)")ee(QD, m Z 1 fest,

W = (Poisson(0)")g0,

W = (Normal(0,62)")gcr, 62 > 0 fest
mit Fisher-Informationen 7(6) = 9(’1"1‘9),: § bzw. = 25 (55 2.67, 2.68 und 2.69)
bildet 7' (x) =X, einen erwartungstreuen Schiitzer fiir y(0) =EgX;, d.h. y(6) =m0
im ersten Fall und y(0) = 0 in den anderen beiden Fillen. Wie man sofort nach-
priift, nimmt dieser Schitzer jeweils fiir jedes 6 die Schranke der Informationsun-
gleichung (2.25) an, d.h.

v'(6)

1(0)

VargX, = < o
fiir alle 0 € ©, und bildet folglich einen GBES. Dies hatten wir auf alternative Weise
bereits in 2.54 eingesehen, dort im allgemeinen Kontext 1-parametriger Exponen-
tialfamilien in 7. Dass auch hier die Tatsache, dass jede der obigen Familien eine
1-parametrige Exponentialfamilie bildet, kein Zufall ist, belegt unser letztes Resul-
tat dieses Abschnitts:

Satz 2.75. Sei & = (X, o, W), W = (Wy)oco, ein statistisches Experiment mit of-
fenem Parameterraum ©.
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(a) Bildet W eine I-parametrige Exponentialfamilie in Q(0) und T (x), die den
Bedingungen in Satz 2.64 geniigt (Q(®) offen und Q auf ganz O stetig diffe-
renzierbar), so nimmt T (x) in jedem 0 die Schranke der Informationsunlei-
chung an und ist folglich ein GBES fiir y(0) = EoT (X).

(b)  Ist umgekehrt & reguldr und existiert eine Statistik T : (X,27) — (R, B(R)),
welche fiir jedes O endliche, positive Varianz besitzt und die Schranke der
Informationsungleichung annimmt, also

0 < VargT(X) =

< o, y(6) == EgT(X),

fiir alle 6 € O, so existiert eine auf ganz O stetig differenzierbare Funktion
0 :0 — R, so dass W eine I-parametrige Exponentialfamiie in Q und T
bildet.

Dieses Resultat wurde iibrigens erst 1973 von WIISMAN [18] bewiesen. Etwas
spéter zeigte JOSHI [9], dass bei Abschwichung der Regularititsannahmen (A1-4)
die Schranke der Informationsungleichung auch dann angenommen werden kann,
wenn die zugrundeliegende Verteilungsfamilie keine 1-parametrige Exponentialfa-
milie bildet.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir die folgende, leicht zu beweisende Ergén-
zung zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Fiir zwei quadratisch integrierbare ZG X,Y auf einem W-Raum (Q,,P) gilt
genau dann
|Cov (X,Y)| = (VarX)"/?(Vary)'/?,

wennY = aX + b P-f.s. fiir geeignete a,b € R.

Beweis. Wie der Beweis der Informationsgleichung gezeigt hat, gilt dort genau
dann die Gleichheit in einem 6 € @, wenn

covs (11, J51021(0.))| = (vara 0 (vars ( 1oz st6.9))

also nach der obigen Erginzung zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung, wenn

d
%logf(e,x) = a(0)T(x)+b(0) Wy-fs. (2.26)
fiir geeignete a(0),b(6) € R gilt.
(a) Wir notieren als erstes, dass VargT (X) < oo fiir alle 8 € ® durch Satz 1.27
gesichert ist [F¥ speziell (1.8) mit ¢ = 1]. Aus f(0,x) = C(0)exp(Q(0)T (x))h(x)
fiir alle 8 € ® und x € X, wobei 0.B.d.A. i = 1 gewihlt werden kann, folgt
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log f(8,x) = Q(6)T(x) +1ogC(6)

und dann (2.26) mit a(8) = Q'(0) und b(0) = %. Die Differenzierbarkeit von

Q(0) gilt hierbei nach Voraussetzung und impliziert mit Satz 1.27 die von C(6) =
([ eQOTE y(dx))~".

(b) Kommen wir nun zu dem interessanteren, aber auch schwierigeren Um-
kehrschluss: Der Ausgangspunkt ist diesmal die Giiltigkeit von (2.26) fiir alle 6 € ©,
wobei das Problem darin besteht, dass die Wy-Nullmenge

d
{x: %logf(e,x) #a(0)T (x) +b(9)}
i.A. von 0 abhingt. Wir werden deshalb als nichstes zeigen, dass

o= {x ex": ;—elogf(e,x) =a(0)T (x)+ b(0) fiir alle 6 @}

Wahrscheinlichkeit 1 unter jedem Wy besitzt und dass a(0),b(0) stetige Funktionen
sind. Es folgt dann die Behauptung, weil offenbar fiir beliebiges 6y € @

£(0,%) = exp<(/9:a(19)dﬂ> T(x)Jr/ejb(zS)dﬁ) 7(60,%)

fiir alle € ® und x € X** giltund Q(0) := feeo a(¥)d? stetig differenzierbar ist.

Wegen Var g7 (X) > O fiir alle 8 € © existieren x,y € X* mit T'(x) # T (y). a(0)
und b(0) ergeben sich dann als Losungen des linearen Gleichungssystems

;—elogf(ﬂ,x) = a(0)T (x) +b(0),

2108 /(0,5) = a(0)T() +b(0)

Sie sind stetig, weil %bgf(e,x) fiir jedes x € X* stetig in O ist (Voraussetzung
(A2)). Wegen der paarweisen Aquivalenz der Wy liefert (2.26)

Wo ({x cx*: ;—Glogf(ﬁ,x) = a(9)T (x) +b(19)}) =1

fiir alle 8,9 € ©. Sei nun O eine beliebige abzéhlbare, dichte Teilmenge von ©.
Dann folgt zum einen

Wo ({x ex": %logf(ﬁ,x) =a(¥)T (x)+b(V) fir alle ¥ € @*}) =1

fiir alle & € ® und zum anderen aus der Stetigkeit der Funktionen a(0), b(6) und
2 log f(8,x) fiir x € X* offensichtlich
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XM = {x ex*: %logf(ﬂ,x) =a(%)T (x) + b(V) fiir alle ¥ € @*},

was insbesondere die Messbarkeit von X** beweist. O

2.8 Lineare Modelle und die Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Abschnitt werden wir uns mit einer
Klasse von statistischen Modellen beschifti-
gen, die aufgrund ihrer mannigfaltigen An-
wendungen von grofer praktischer Relevanz
sind und deren Untersuchung Inhalt der soge-
nannten Regressionsanalyse bildet. Die dort
zum Tragen kommende Methode der klein-
sten Quadrate geht zuriick auf CARL FRIED-
RICH GAUSS [7], der sie fiir Schitzungen bei
astronomischen Messungen benutzte.

Cartoon von G. Meixner (©)1998
Quelle: VIAS Science Cartoons

2.8.1 Homoskedastische Modelle

Wir beginnen mit der Beschreibung des einfachsten Modelltyps, dem sogenannten
linearen Regressionsmodell. Dabei geht es um die Bestimmung einer unbekannten
linearen Beziehung zwischen einer interessierenden Grofe x und einer Kontrollva-
riablen k, die jedoch aufgrund zufilliger Schwankungen, verursacht durch Messfeh-
ler oder weitere nicht kontrollierbare Einflussgroen, nur “verrauscht” feststellbar
ist und den Einsatz statistischer Methoden notwendig macht. Als Beispiel denke
man an die Untersuchung der Aufnahmemenge x einer Diingechemikalie in Nutz-
pflanzen in Abhéngigkeit von der eingesetzten Menge k des Diingemittels. Letztere
ist hier ein quantativer Faktor, der — mit gewissen Einschrinkungen — vom Ver-
suchsleiter frei variiert werden kann. Durch Wahl verschiedener sinnvoller Werte
von k (Diingemittelmengen) fiir gewisse Pflanzen und Messung der jeweiligen Auf-
nahmemenge x soll die lineare Beziehung zwischen x und %, die sich durch

x = 01 + 6,k + “zufillige Schwankung”

ausdriicken ldsst, empirisch geschitzt werden, und zwar durch die unbekannten Pa-
rameter 0; und 6. Der Versuchsleiter fiihrt dazu n Experimente unter Variation der
Diingemittelmenge k durch und gelangt so zur Beobachung von n Zufallsgrofien
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My HOBBY: EXTRAFPOLATING

AS YDU CAN SEE, BY LATE
NEXT MONTH  YOU'LL RAVE
OVER FOUR DOZEN HUSBANDS,
BETERGETA
BULK RATE ON
WEDDING CAKE.

Abb. 2.3 Quelle: XKCD (A Webcomic of Romance, Sarcasm, Math, and Language).

Xi 01 + 02k + €,

: 2.27)
Xy = 01 + Gan + &n,

wobei wir annehmen, dass €, ..., & unabhiingig sind mit E¢; = 0 und Vare; = cle
(0,00) fiir j =1,...,n. Es bezeichne Q; die Verteilung von €; und Q¢ die Verteilung
von a+¢;, d.h. Q(B) = Q;(B — a) fiir alle B € %(R). Die Voraussetzung gleicher
Varianzen fiir die sogenannten Fehler €, ..., €, ist wesentlich fiir die im Anschluss
entwickelte Theorie; man nennt ein Modell in diesem Fall homoskedastisch* und
sonst heteroskedastisch [%=¥ auch Definition 2.77].

Das zugrundeliegende statistische Experiment konnen wir nun wie folgt beschrei-
ben: Als unbekannten Parameter betrachten wir

U = (ela 92) Q17 ceey Q2)a
wobei 01,0, € Rund Qy, ...,0, W-MaBe auf (R, Z(R)) bilden mit jeweiligem Er-
wartungswert 0 und Varianz 6. Es gilt also ® = @ x 2 mit ® C R? und
2 = {(0Q1,...,0y) : Qj W-MaB auf (R, Z(R)) mit [xQ;(x) =0

fa.1<j<nund0< [x2Qi(dx)=...= [x*Qu(dx) <oo}. (2.28)

Als Stichprobenraum liegt hier natiirlich (X, o/) = (R", 2(R")) vor, und die unbe-
kannten Verteilungen Wy haben die Form

0,+6k 0, +6xk
Wy = P§ = 0" @..0Qlt0M

Niemand gibt jedoch lineare Modelle in dieser Form an, sondern man beschrinkt
sich auf Angaben wie in (2.27). Zu schitzen sind, wie schon gesagt, die reellen
Parameterfunktionen (%) = 6, und 9»(¢¥) = 6,. Man beachte jedoch, dass hier

4 Abgeleitet vom griechischen Substantiv cxedao1¢, das “Zerstreuung” bedeutet.
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wegen der zusitzlich auftretenden nichtparametrischen Komponente (Qj,...,Q,) in
¥ kein parametrisches Modell im bisherigen Sinne vorliegt, sondern ein sogenann-
tes semiparametrisches Modell.

Die Methode der kleinsten Quadrate > besagt nun, dass wir in Abhéngigkeit von
dem beobachteten x = (xy,...,x,) die Schitzer 6;(x) und 6,(x) fiir 6; und 6, so
wihlen sollen, dass gilt

(xj— 61 (x) — B (x)k;)> = min Y (x;— 6 — 6:k;)>.
1 (61,6,)€0 j=1

-

J

Differenzieren wir die rechtsstehende, zu minimierende Funktion partiell nach 6,
sowie 6, und setzen die Ableitungen gleich 0, so ergeben sich die Normalenglei-
chungen

0
ﬁZ(Xj—el—ezkj)z =0 (i=1,2),
1 j—1

also

n

-

(Xj-@] _62kj) =0 und
1 j=1

kj(x]' - 91 - 62kj) = 0. (2.29)

J

Sofern nicht alle k; identisch sind und die folgenden Losungen in 2) liegen, erhalten
wir

) 6, (0% 5 B (k) — k) (x; — Tn)
6i1(x) = X, —B(x)k, und H(x) = ¥
j=l(kj_kn)2

, (2.30)

wobei natiirlich wie bisher X, = n~! Yi_yxj und ky=n""! Yioikj gilt.

Beispiel 2.76. Neun Bodenstiicke (Parzellen) wurden mit verschiedenen Mengen k;
eines Phosphordiingers behandelt und anschlieBend die Aufnahmemengen x; von
Phosphor in Kornpflanzen gemessen, die nach 38 Tagen auf den jeweiligen Bo-
denstiicken gewachsen waren. Die Ergebnisse zeigt die umseitige Tabelle, gefolgt
von einer Graphik, die sowohl die Messwerte (kj,x;) als auch die geschitzte Re-
gressionsgerade enthilt.

3 Wie schon zu Beginn dieses Abschnitts erwihnt, geht die Methode auf CARL FRIEDRICH GAUSS
zuriick, dem es mit ihrer Hilfe gelang, die elliptische Bahn des Zwergplaneten Ceres aus den Be-
obachtungen des ital. Astronomen GUISEPPE PIAZZI sehr genau zu berechnen. Piazzi hatte den
Planeten am Neujahrstag 1801 entdeckt und daraufhin 40 Tage lang beobachtet, bevor er hinter der
Sonne verschwand. Sein Ansehen litt anschlieBend deutlich, weil seine Beobachtungen nicht zu
einer unter Experten erwarteten kreisformigen Bahn passen wollten. Erst als FRANZ XAVER VON
ZACH und HEINRICH WILHELM OLBERS im Dezember 1801 den Kleinplaneten genau an dem
von Gauf} vorhergesagten Ort wiederfanden, war Piazzas Ruf wiederhergestellt. Quelle: [19]
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ki | 1 4 |15 9 | 11 | 13 |23 |23 | 28
x; | 64|71 | 54|81 |76 |93 | 77|95 | 109

100t

80¢

60}

7 14 21 28
Abb. 2.4 Die gemil obiger Tabelle gemessenen Aufnahmenmengen x; an Phosphor in Kornpflan-
zen als Funktion der eingesetzten Menge k; mit resultierender Regressionsgeraden.

Wir kommen nun zur allgemeinen Definition des linearen statistischen Modells
sowie des Kleinste-Quadrate-Schitzers, wobei wir anstelle einer Darstellung wie
in (2.27) besser auf Matrizen und Vektoren zuriickgreifen. Ein Vektor x € R" wird
im Folgenden stets als Spaltenvektor interpretiert und dessen durch Transposition
resultierenden Zeilenvektor mit x bezeichnet.

Definition 2.77. Ein lineares (statistisches) Modell liegt vor, wenn der zugehorige
Beobachtungsvektor X = (X1, ...,X,) " mit Werten im R" die Regressionsgleichung

0, €1
X=A0+e, 6=|: |, e=|: (2.31)
0, &

erfiillt mit unbekanntem @ aus einem linearen Unterraum @ des R” , bekannter
n x p-Matrix A = (a;;), die Design-Matrix genannt wird, sowie unabhingigen ZG
£€1,...,&, genannt Fehler oder Residuen, deren Verteilungen Qy, ..., 0, jeweils mit
Erwartungswert 0 und Varianzen 0'127 s G,f, ebenfalls unbekannt sind. Das Modell
heillt homoskedastisch, falls 612 = 000 = G,%, und sonst heteroskedastisch.

Eine Funktion 8 = (6, ...,8,)T : R" — R” heiBt dann Kleinste-Quadrate-Schit-
zer (KQS) fiir 0 (engl. Least Square Estimator (LSE)), wenn
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Abb. 2.5 Beispiel einer quadratischen Regression

(x—AB(x))" (x—AB(x)) = min(x—AB0)' (x—AB)
60cO

fiir alle x € R” gilt.

Bis auf weiteres unterstellen wir ein homoskedastisches Modell, ohne dies immer
wieder explizit zu erwidhnen. Die damit identische Fehlervarianz bezeichnen wir mit
o’

Das zuvor betrachtete lineare Regressionsmodell bildet offensichtlich ein spezi-

elles lineares Modell mit p = 2 und

1k

1k,

Dasselbe gilt auch fiir dessen Verallgemeinerung, dem polynomialen Regressions-

modell, in dem die Daten x; durch ein Polynom }/_, 9,-+1k; vom Grad r approxi-
miert werden, wobei in diesem Fall offensichtlich X = A0 + ¢ gilt mit

1k k3 . K
A=
1 ky K2 ... K,
Abb. 2.5 zeigt ein Beispiel einer quadratischen Regression (r =2).

Wie bereits fiir das lineare Regressionsmodell eingefiihrt, setzen wir im Folgen-
den ¥ =(0",01,...,0,), wobei © = © x 2 mit 2 gemiB (2.28). Ferner bezeichne
£4 das Bild von ® unter A, d.h.

g4 = {AB:0 €O}
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Da Q als Unterraum des R” vorausgesetzt wird, bildet £4 einen Unterraum des R”,
und 6(x) definiert genau dann einen KQS fiir 0, falls es die Beziehung

1/2
n
—A06 = min|lx—y|, = 2 ,
le=A8Cll = minflx—y[, |l (ZX,>

J=1

erfiillt, d.h., falls A@(x) der Projektion von x auf £, definiert durch Pg, (x), ent-
spricht. Bekanntlich gilt

AB(x) = Pg,(x) & x—AB(x) L L4 (2.32)

Nehmen wir an, dass O =NRr gilt, also £4 = Bild(A), und bezeichnet e j den j-ten
Einheitsvektor des R”, so folgt aus (2.32) weiter

AB(x) = Pe,(x) & (Ae))  (x—AB(x)) = Ofiir j=1,....p
& eJAT(x—AB(x)) = Ofir j=1,...p
& ATx—ATAB(x) =0
& ATAB(x) = A'x.

Die letzte Gleichung heifit Normalengleichung und entspricht im einfchen Regres-
sionsmodell den gleichgenannten Gleichungen (2.29). Wir hatten fiir die Herleitung
vorausgesetzt, dass @ = R? gilt, was wir im Folgenden stets tun wollen.

Definition 2.78. Ein lineares Modell der Form X = A6 + € besitzt vollen Rang, falls
der Rang von A gleich p ist und somit dim(£4) = p gilt.

In einem linearen Modell vollen Rangs sind also die Spalten von A linear un-
abhingig, was insbesondere p < n (A injektiv) impliziert. Der KQS kann dann sehr
einfach angegeben werden.

Satz 2.79. In einem linearen Modell X = A0 + € vollgen Rangs gilt: Der KOS 0:
R" — RP? fiir 0 wird durch

0(x) = (ATA)'ATx

gegeben.

Beweis. Wie soeben gesehen, erfiillt 6 die Normalengleichung

ATAB(x) = ATx
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fiir alle @ € R”. Da A den Rang p besitzt, gilt dasselbe fiir die p x p-Matrix AT A°,
d.h. AT ist als p x p-Matrix invertierbar. Die Behauptung ergibt sich folglich durch
Auflgsen der Normalengleichung nach 6 (x). O

Wenden wir uns als nidchstes dem Problem zu, in einem linearen Modell reelle
Parameterfunktiondn (1) erwartungstreu zu schétzen, wobei die Schétzfunktionen
aullerdem linear seien. Dazu:

Definition 2.80. In einem linearen Schétzmodell fiir die reelle Parameterfunktion
¥(¥) mit Stichprobenraum X = R” wird jeder Schétzer der Form

g :R" >R, gy(x) = b'x fiirein festes b € R"

als linearer Schiitzer bezeichnet. AuBerdem heit g* gleichmdifSig bester linearer
erwartungstreuer Schatzer (GBLES) (engl. BLUE fiir “best linear unbiased estima-
tor”), falls g* erwartungstreu und linear ist sowie varianzminimierend unter allen
weiteren erwartungstreuen linearen Schitzern, d.h.

Varpg*(X) = i Var pgp(X
arog (X) = | i s 208X

fiir alle ¥ € O.

Der nichste Satz zeigt, dass sich fiir lineare Parameterfunktionen
Y(ﬁ) = ﬁTev B eR?,

der GBLES sofort mit Hilfe der KQS 9 fiir O berechnen lisst.

Satz 2.81. (Satz von GauB-Markov) In einem linearen Modell X = A0 + € vol-
len Rangs sei 8(x) = (ATA)"'ATx der KQS fiir 6. Dann ist, zu gegebenem B €
R?, BT 6 der GBLES fiir y(©) = B ' 6 mit Risiko

R(O,870) = Varyf70(X) = 0BT (ATA)'B (2.33)

fiir alle ¥ € ©.

Wir notieren zunichst, dass fiir einen Zufallsvektor X = (X, ...,X,l)T mit Werten
im R”
EX,

EX = und  Cov(X) := (Cov(X;,X;))1<i,j<n
EX,

Sdenn: a"TAx=0 = 0=x"ATAx= (Ax)T Ax = ||Ax||> = Ax=0 = x=0, da A injektiv ist.



2.8 Lineare Modelle und die Methode der kleinsten Quadrate 89

dessen Erwartungswertvektor und Kovarianzmatrix bezeichnen. Fiir jede m x n-
Matrix B gilt dann [#¥ (30.15) in [2]]

E(BX) = BEX und Cov(BX) = BCov(X)B'.

Beweis. Unter Beachtung der vorstehenden Regeln sowie von EyX = Ey (A0 +¢)
= A0 erhalten wir nun fiir alle ¥ € ®

Ey0(X) = Eg(ATA)'ATX = (ATA)'ATEX

= (ATA)'AT(40) = (ATA) 1 (ATA)0 = 6
und damit fiir jedes § € R?

EoB 6(X) = B Es0(X) = BT,

d.h. die Erwartungstreue von f3 T5(}6).

Sei nun g ein weiterer linearer erwartungstreuer Schitzer fiir ' 0, also g(x) =
b'xfiirein b € R" und Eyh "X = B0 fiir alle © € @. Aus

BT = Eyb'X = b"EyX = b' A6

fiir alle © € @ folgt weiter aufgrund des vollen Rangs b’ A = BT. Mit Hilfe der
Zerlegung

b'X = (" —BTATAANHX+BT(ATA)1ATX
erhalten wir als nédchstes

Vargh'X = Varyg(b' —BT(ATA)'AT)X 4 VaryBT(ATA)'ATX

>0 =VaryBT0(X)
+ 2Covy((b" =BT (ATA)1AT)X,BT(ATA)1ATX),

so dass es fiir den Nachweis der Optimalitdt von /ﬁé offenkundig reicht, dass die
auftretende Kovarianz verschwindet. Zu diesem Zweck bemerken wir als erstes,
dass aufgrund der Unabhingigkeit der €y, ..., &,

n

n
COVls (CTX,dTX) = COV19 (Z C.,‘Xj, Z dej>
Jj=1 j=1

Il
=
[+
/N
< ~
=
O
>
|
=
(>
22
~
~
T
&
>
|
=
(>
22
~_
N———
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= Gzicj’dj
=1
= o%'d
fiir c,d € R”. Damit ergibt sich nun (b'A =)
Covy((b" =BT (ATA)ATX,BT(ATA)'ATX)
~BT(ATA)" lAT)( fata)an’
bT =BT (ATA)TADA((ATA) B
(A’ ) I)Tﬁ ﬁ (') (ATA)((ATA)_I)Tﬁ)

und weiter fiir das Risiko von T unter Benutzung von Covy(X) = 621y, I, die
n-dimensionale Einheitsmatrix,

VargBT0(X) = Covg(B (ATA)'ATX,BT(ATA)'ATX)

= (BT(ATA) AT )Covy(X)(BT(ATA)T'AT)T
o’BT(ATA)A(ATA) ) B=0’BT((ATA))B
= c*(BT(ATA)IB) =BT (ATA)'B.

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. a

Wenden wir uns als niichstes einem wichtigen Spezialfall zu und betrachten ein
lineares Modell mit normalverteilten Fehlern (und vollem Rang). Wir nehmen also
an, dass &1, ..., &, jeweils Normal(0, 62)-verteilt sind, also € = (&1, ...,&,) | eine (n-
dimensionale) Normal, (0, 6I,)-Verteilung besitzt. Damit folgt

Wy = PX =N, (460,6°1,),
wobei wir jetzt als Parameter
¥ =(0",06%) €0 =R"x(0,)

betrachten und folglich wieder ein parametrisches Modell im iiblichen Sinne erhal-
ten. Fiir die A"-Dichten von Wy gilt

dWls( ) = dNormal,,(AO,Gzln)( )
aar = A" *
1

1
= Wexp <w(xA6)T(xA9)>

1 1

2
n P
= rory 2P| T262 )y (x" X a,-,-e,->
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2
! ! i 22 i 0+ i 0
- _exp|-— 2-26Y ai6; s
(2no2)n/2 202 | 4 lj:l ij%j = ij9j

- o 6, 1
mit (Q1(9),....0p(0),Qp1(0)) = <0620)
(T1(x), ., Tp(x), Tpy1 () := <Zai1xi7...,zaipxi72xl?>.
i=1 i=1 i=1

Die Statistik 7 = (T1, ..., Tp+1 ) ist also nach dem Neyman-Kriterium [bzw. Korol-
lar 2.31] suffizient und geméal Satz 2.46 auch vollstindig, denn die Menge

{(Q1(8),.,0p11(D)) : ¥ € O} = R x (—0,0)
hat innere Punkte. In vektorieller Schreibweise gilt
(T1(x),...,Ty(x))" = A'x, also T(x) = (A'x,x'x)".

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir nun leicht die folgende Verschérfung
des Satzes von Gauf3-Markov zeigen:

Satz 2.82. In einem linearenA Modell X = A6 + € vollen Rangs, normalverteilten
Fehlern €i,...,&, und KQS 0(x) = (ATA)~'ATx fiir 0 gilt: Fiir jedes B € RP ist
B "6 der GBES fiir y() = B O (statt nur GBLES).

Beweis. Fiir den KQS §(x) = (ATA)'ATx fiir @ gilt offensichtlich 0=goT",
wobei T wie oben und g : R?*! — R” durch

M
g1y ypi1) = (ATA)TH]
Yp
definiert ist. Damit folgt BTa =BT (goT") fiir alle B € R” und daraus weiter die

Behauptung des Satzes per Kombination des Satzes von Gauf3-Markov mit dem von
Lemann-Scheffé, denn T ist vollstandig und suffizient. O
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Um eine Vorstellung von der Giite einer Regressionsschditzung zu bekommen, ist
es notwendig, auch die unbekannte Varianz der Fehler zu schitzen, d.h. o2. Dies
zeigt sich insbesondere daran, dass das Risiko eines GBLES gemif3 (2.33) linear
von ¢ abhingt. Kehren wir noch einmal zu Beispiel 2.76 zuriick, so erkennen wir
bereits an der dortigen Abb. 2.4, dass hierfiir die Summe der Fehlerquadrate (SFQ)

SFQ:R" — [0,00), x i(x.,- — 61 (x) — B2 (x)k;)? (2.34)
j=1

herangezogen werden sollte. Dasselbe gilt fiir jedes allgemeine lineare Modell X =
A0 + €, wobei dann analog zu (2.34)

~

(xj = (A8(x));)* = (x—AB(x))" (x—AB(x))

oh

SFQ(x) =

1

J

gesetzt wird. Wir zeigen nun:

Satz 2.83. In einem linearen Modell X = A6 + € vollen Rangs mit n > p und KQS
0(x) = (ATA)~'ATx fiir 8 definiert (n— p)~' SFQ(x) einen erwartungstreuen
Schiitzer fiir 62, der im Fall normalverteilter Fehler sogar der GBES ist.

Beweis. Wir beginnen mit einer weiteren Umformung von SFQ(x):

SFQ(x) = (x—A(ATA) 1A Tx)T(x—A(ATA) 1A x)
= x'x—x"(AATA) AT — (AATA)TTATX) Tx
+ (AATA)TTATX)TAATA) AT X
= x'x—x"AATA)'ATx — x A(ATA) AT

denn: ((ATA)~1)T=((ATA)T)~1=(ATA)~!
+ x"A(ATA)TIATAATA) 1A Tx
= x'x—xTA(ATA) x
= x (I, —AATA) AT )x.
Wir haben damit
SFQ(X)=X"(I, —A(ATA)'AT)X

erhalten, und wie man leicht nachrechnet, definiert C := A(ATA)"'AT eine symme-
trische und idempotente (C? = C) n x n-Matrix vom Rang p’. Als nichstes beachte,
dass fiir die Matrix B =1, — C gilt

7 Beweis: Da A injektiv und AT A bijektiv ist, folgt AT x = 0 direkt aus Cx = 0 fiir jedes x € R” und
damit Kern(C) =Kern(AT). Dies impliziert aber Rang(C) = n — dimKern(C) = n — dimKern(AT)
=Rang(A") = Rang(4) = p.
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EsX 'BX = EgSpur(BXX ") = Spur(EyBXX ") = Spur(BEsXX )
= Spur(B(Covy(X) + (EsX)(EsX) "))
= Spur(BCovy (X)) + Spur(B(EsX)(EsX) ")
= Spur(Covy(X) + (EsX) B(EsX).

Damit folgt nun unter Beachtung von E3X = A6 und Covy(X) = 62,
EsSFQ(X) = EsX ' (I, — C)X = Spur((I, — C)c°1,) + (A8) T (I, — C)A6
o (Spur(l,) —Spur(C))+60TAT (A—A(ATA)'ATA) 0

=0

= o%(n—Rang(C)) = 6%(n—p),

wobei fiir die vorletzte Gleichheit benutzt wurde, dass Spur und Rang einer sym-
metrischen idempotenten Matrix {ibereinstimmen®. Unter der Voraussetzung p < n
bildet also (n — p)~! SFQ(x) einen erwartungstreuen Schitzer fiir 62, der im Fall
normalverteilter Fehler sogar GBES ist, weil SFQ(x) =x'x— (ATx)T(ATA) 1A Tx
von x dann nur iiber die vollstindige und suffiziente Statistik T (x) = (A" x,x x)
abhingt. [:¥° Uberlegungen vor Satz 2.82]. a

Zum Abschluss betrachten wir ein weiteres Beispiel der Regressionsnalayse.

Beispiel 2.84. (Lineares Modell mit zwei qualitativen Faktoren) Gegeben sei eine
Situation, in der ein zufallsabhingiges Ergebnis von zwei qualitativen Faktoren F;
und F, abhingt. Denken wir etwa an die Auswirkung verschiedener Lernmethoden
(Faktor 1) in verschiedenen Klassenstufen (Faktor 2) auf die Testergebnisse von
Schiilern oder auch die Auswirkung bestimmter Behandlungsmethoden (Faktor 1)
auf die Heilungsergebnisse von Patienten bei unterschiedlicher Schwere der Erkran-
kung (Faktor 2). Die Beobachtung besteht hier aus Zufallsgrofien

Xijk = 6,-j+8,~jk, I= 1,...,], j= 1,...7.], k= 1,...7nij,

wobeli

1,J die Anzahl der Stufen zu Faktor 1 bzw. Faktor 2,
n;; die Anzahl der Beobachtungen zu Faktorkombination (i, )

8 Beweis: Fiir eine symmetrische Matrix C existiert nach der Hauptachsentransformation eine or-
thogonale Matrix U derart, dass U CU = diag(a, ..., @), wobei die o; die Eigenwerte von C
bezeichnen. Ist C auBerdem idempotent, so liefert ax = Cx = C?x = aCx = o’x fiir jeden Eigen-
wert o mit Eigenvektor x # 0, dass o € {0, 1}. Nun folgt

Rang(C) = Rang(U'CU) = Rang(diag(a,...,on)) = [{j: oj = 1}|
= Spur(diag(0, ...,a,)) = Spur(U ' CU) = Spur(CUUT) = Spur(C).
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bezeichnen. Der Parameter 6 = (0,1, 012,...,0;;) " € © = R ist unbekannt, ebenso
wie die Verteilungen Q;jx € 2, 2 analog zu (2.28), der stochastisch unabhingigen
Fehler €;j. Es liegt damit ein lineares Modell der Form X = A6 + € vor mit

X = (X111, X112, oo X1y s X121 5 ooy X120105 eoos X0 oo Xty ) s

T
€ = (811178112a---78111111;81217---7812n12a--~a€1J17~-~7£IJn11) )

1

. p nyp-mal 0

1

1
A= l nlz-mal c RZ:‘J"UXU
1
0 : p nyy-mal

1

Wie man sofort erkennt, gilt Rang(A) = 1J, d.h. das Modell besitzt vollen Rang.
Ferner folgt

ATA = diag(ni1,n12,..,ny und  (ATA)T! = diag(ny!,ng,.ongh).

Im Folgenden greifen wir auf die nachstehende, in der Statistik oft benutzte Schreib-
weise zuriick:

el 1 & Xije
Xijo = Xijk und Xijo 1= — Zx,-jk = .

k=1 Mij =1 nij

Fiir den KQS 5()6) von 6 ergibt sich dann
Xlle Xlle
- X12e X12e
O(x) = (ATA)ATx = ATA)| T | =

XIJe XIJe

und somit, wie zu erwarten war, X;jo als GBLES fiir 6;; nach dem Satz von GauB3-
Markov. Fiir die unbekannte Fehlervarianz ¢ lautet hier der in Satz 2.83 angegebe-
ne erwartungstreue Schétzer

1
—— Y (xijg—Xie)%, noi= Y mi,
n=17 %% iJ
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vorausgesetzt, dass mindestens ein n;; gross er als 1 ist. In vielen Fillen findet man
das betrachtete Modell jedoch in einer anderen Parametrisierung vor, die auf ei-
ner Zerlegung des Mittleren Effekts 6;; bei Faktorkombination (i, j) beruht. Es gilt
nidmlich

91/ - 50. + (éi. - 9..) + (5.1 - 9..) + ((9” — 9..) — (El‘. — 0..) — (5.] — 9..))’
wobei nach derselben Konvention wie oben

. 1 J o 1 1 1 J
Bi. = .7/.=1 91'.]', G.j = 729,/ und 9.. = [JZZG,'J'.

Definieren wir nun

U= Oes, 0j:=0;—04a, B := gv‘_e“
und % = (6;j — Oes) — (Oio — Oes) — (04 — Oee),

so gilt offensichtlich
Gij = ,Ll—|—0£i+ﬁj+}/ij

mit den Nebenbedingungen

1 J
Ya=YB=
i=1 =1 i

J
Y= Y% =0
1 =1

und der Interpretation

U = mittlerer Gesamteffekt,

o; = mittlerer Zusatzeffekt von Faktor F} in Stufe i,

B; = mittlerer Zusatzeffekt von Faktor F> in Stufe j,

%;; = mittlere Wechselwirkung von Faktor F; in Stufe i mit Faktor F; in Stufe j.

Nach den obigen Ausfiihrungen und linearen Darstellungen der Parameter 1, 05, B;
und ¥; durch die 6;; ergeben sich nun sofort als deren GBLES

B(x) = %Z%’-»

L]
o(x) = ;Zfz‘j-*ﬁ(ﬂv
Bi) = 7 L e~ ()

T () = Tija— 0i(x) — B(x) + A (x).

Diese Formeln vereinfachen sich noch im Fall n;; = k fiir alle i, j, und zwar zu
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-~ 1 ~ _ _
[J()C) = Xeeo = U7 i;kXijk’ (X,'(.X) = Xiee — Xeoo,

ﬁ](x) = x.]‘. —)?... und /'J;l](X) - xijo _xioo _x.jc +x0007

wobei die nicht definierten Bezeichnungen X;es und X, jo die kanonische Bedeutung
besitzen.

2.8.2 Heteroskedastische Modelle

Es leuchtet ein, dass die bisher gemachte Voraussetzung gleicher Fehlervarianzen
sowohl in Beispiel 2.76 als auch in vielen anderen Situationen unangebracht sein
kann. So erscheint in 2.76 die Moglichkeit vorstellbar, dass bei einer groflen ein-
gesetzten Diingemittelmenge k; die Schwankung des aufgenommenen Phosphors
durch die Kornpflanzen entsprechend groferen Schwankungen unterliegt als bei
kleinen Mengen k;. Andererseits kennt der Versuchsleiter eventuell die Abhéingig-
keit der Varianz des Fehlers €; von dem Wert k; zumindest bis auf eine multipli-
kative Konstante. Gegeben ein allgemeines lineares Modell X = A6 + ¢, lautet die
dementsprechende Annahme in priziser Form

Varge; = wjo?, j=1,..,n, (2.35)

fiir unbekanntes 62 > 0, aber bekannten Gewichten wy, ..., w, € (0,0). Obwohl der
KQS fiir 6 auch in dieser Situation wie zuvor berechnet werden kann, verliert er i.A.
seine in den Sitzen 2.81 und 2.82 nachgewiesenen Optimalititseigenschaften. In der
Tat ist die Methode der kleinsten Quadrate nicht mehr direkt anwendbar, sondern
erst nach einer Transformation der Beobachtungsvariablen X = (Xi,...,X,)". Wir

setzen
Yj = W;l/ZXj
fir j = 1,...,n, gehen also iliber zu dem Beobachtungsvektor ¥ = W—1/2X mit der
Matrix
W1 0 0
W = 0.0 |-

0 0w,

die wir als Gewichts-Matrix bezeichnen. Wir gelangen so zu dem neuen linearen
Modell
Y = BO+n (2.36)

mit Design-Matrix B := W~1/2A und Fehlervektor n= w—1/2¢, d.h.

-1/

n = (M,..M)" wobei n; = w]1 2€j fir j=1,...,n

Unter Hinweis auf (2.35) folgt sofort
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Egn; = 0 und Varyn, = o>

fiir j = 1,...,n. Ferner haben A und B denselben Rang, weil W invertierbar ist. Wir
konnen demnach festhalten:

Lemma 2.85. Gegeben ein heterosketastisches Modell X = A0 + €, dessen Fehler
der Bedingung (2.35) fiir positive Gewichte wy, ..., w, geniigen, ist das zugehorige
transformierte lineare Modell Y = BO + 1 in (2.36) homoskedastisch. X = A0 + &
hat auflerdem genau dann vollen Rang, wenn dies fiir Y = BO + € gilt.

Nach dieser Feststellung ist das weitere Vorgehen kanonisch und kann in Kiirze
abgehandelt werden: Der KQS in dem transformierterten Modell lautet

¢(y) == (B'B)"'B'y.
Er ist auf die transformierte Beobachtung y = w12 anzuwenden, was unter Be-
achtung von B = W~1/24 und (W~1/2)T = W~1/2 zu dem Schiitzer
0(x) == o(y) =W %) = AW 'A)'ATW Ik
fiir das Ausgangsmodell X = A0 + ¢ fiihrt. Wegen

(y—Bo(») (y—Bo(y)) = min (y—B6)"(y—B6)

= min(W'2y—A0) "W (W!/2y—A0)
6cO

gemil (2.35) folgt

(x—AB() W (x—A8(x)) = W2y —W'2Bo(y) W (W' 2y —W'/2Bg(y))

= min(W'/2y—A0) "W~ (W!/2y—A0)
0cO

= min(x—A0) "W !(x—A#).
6O
Der Schitzer 5(x) 16st somit anstelle der urspriinglichen Minimierungsaufgabe
(x—AB)" (x—A6) — min
die modifizierte Minimierungsaufgabe
(x—A0) "W (x—A8) — min,

in der das gewohnliche euklidische Skalarprodukt " v durch die quadratische Form
L[W’lv ersetzt wird. Wegen der auftretenden Gewichte wy, ..., w, bezeichnet man
0(x) als gewichteten Kleinste-Quadrate-Schditzer (GKQS).
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Eine einfache Uberlegung liefert weiter, dass statt der Summe der Fehlerquadrate
hier die gewichtete Summe der Fehlerquadrate (GSFQ)

GSFQ(x) := (x—AB(x)) "W ' (x—AB(x)) = (y—Bo()) (y—Bo(»))

zur Schitzung des unbekannten Parameters 62 heranzuziehen ist. Unter Verwen-
dung der Sitze 2.81 (von GauB3-Markov), 2.82 und 2.83 fiir das transformierte Mo-
dell kann man nun leicht deren Verallgemeinerung auf den heteroskedatischen Fall
der beschriebenen Form zeigen. Wir beschrinken uns daher auf die Zusammenfas-
sung der Ergebnisse in einem einzigen Satz und iiberlassen den Beweis dem geneig-
ten Leser.

Satz 2.86. In einem heteroskedastischen linearen Modell X = A0 + € vollen Rangs
mit Gewichtsmatrix W =diag(wi,...,Wp), Wi,...,wn > 0, sei

0(x) = (AW lA)'ATwx
der GKOQS fiir 6 und
GSFQ(x) = (x—AB(x)) W (x—AB(x))

die gewichtete Summe der Fehlerquadrate.

(a) Zu gegebenem B € RP ist dann BT 0 der GBLES fiir y(®) = B 0 mit Risiko
R(9.p"6) = VaryBT0(X) =B (ATW'4)"'p

fiir alle ¥ € O. Er ist sogar der GBES im Fall normalverteilter Fehler, d.h.
Q; = Normal(0,w;0?) fiir j=1,...,n.

(b)  Sofernn > p, bildet (n— p)~' GSFQ(x) einen erwartungstreuen Schiitzer fiir
02, der im Fall normalverteilter Fehler sogar der GBES ist.



2.8 Lineare Modelle und die Methode der kleinsten Quadrate

Statistikerwitze zum Zweiten

Ein Mann in einem HeiBluftballon hat sich verirrt. Uber einem Feld lisst er den Ballon des-
halb absinken und ruft einem Mann am Boden zu:

“Konnen sie mir vielleicht sagen, wo ich mich gerade befinde und in welche Richtung ich
fliege?”

“Selbstverstindlich!” entgegnet der Gefragte. “Sie befinden sich bei 43 Grad, 12 Minuten,
21,2 Sekunden Nord und 123 Grad, 8 Minuten, 12,8 Sekunden West. Ihre Hohe betrigt 212
Meter iiber dem Meeresspiegel. Momentan schweben sie in der Luft, aber auf dem Weg
hierhin betrug ihre Geschwindigkeit 1,83 Meter pro Sekunde bei einer Winkelfrequenz von
1,929.7

“Besten Dank! Ach sagen sie, sind sie ein Statistiker?”

“Das bin ich! Aber wie haben sie das bemerkt?”

“Nun ja, alles, was sie mir mitgeteilt haben, ist so vollkommen prézise. Zudem haben sie
mir viel mehr Details gegeben als ich benétige, and dies in einer Weise, die mir nicht im
geringsten weiterhilft!”

“Autsch! Aber dann sagen sie mir doch, sind sie etwa ein Teilprojektleiter in einer For-
schungseinrichtung?”

“Wow! Wie haben sie das denn erkannt?”

“Nun, sie wissen nicht, wo sie sich gerade befinden und wohin sie fliegen. Sie sind bis hier-
hin gelangt, indem sie heifle Luft verbreitet haben, sie stellen lauter Fragen, nachdem sie in
Schwierigkeiten geraten sind, und sie sind noch immer an derselben Stelle wie vor einigen
Minuten, aber jetzt ist es natiirlich mein Fehler!”

Ein Statistiker versuchte vertrauensvoll einen Fluss zu durchqueren, dessen durchschnittli-
che Tiefe einen Meter betrug. Er ertrank!

Ein Mathematiker, ein Physiker und ein Statistiker begeben sich auf die Hirschjagd. Als
schlieBlich ein Bock in ihr Visier gerit, schiet der Mathematiker als erstes und verfehlt die
Nase des Hirsches nur um Zentimeter. Danach feuert der Physiker eine Kugel ab, die aber
hauchdiinn am Schwanz des Bocks vorbeisaust. Darauthin springt der Statistiker freudig
von einem Bein aufs andere und jubelt “Wir haben ihn erwischt, wir haben ihn erwischt!”






Kapitel 3
Parametrische Testtheorie

3.1 Beste Tests zum Niveau o bei einfachen Hypothesen: Das
Neyman-Pearson-Lemma

Die grundlegende Beschreibung von Testproblemen einschlieflich der wichtigsten
Begriffsbildungen hatten wir in Unterabschnitt 1.4.3 vorgenommen. Zur Erinnerung
fassen wir noch einmal das Wichtigste zusammen: Auf der Basis eines statistischen
Experiments & = (X, <7, (Wp)pce) mit Parameterraum O soll entschieden werden,
ob der unbekannte Parameter 0 in einer vorgegebenen Teilmenge H von @ liegt, ge-
nannt Hypothese oder auch Null-Hypothese, oder in deren Komplement K = ©@\H,
genannt Alternative. Dabei soll die Wahrscheinlichkeit, sich irrtiimlich fiir die Al-
ternative zu entscheiden (Fehler 1. Art), ein vorgegebenes Signifikanzniveau nicht
iiberschreiten. Als Entscheidungsfunktionen betrachtet man sdmgliche messbaren
Abbildungen ¢ : X — [0, 1], bezeichnet als Tests oder Testfunktionen, wobei @ (x)
die Wahrscheinlichkeit angibt, sich bei Beobachtung von x fiir K zu entscheiden.
Im Fall @(x) € (0, 1) wird ein weiteres Bernoulli-Experiment durchgefiihrt, das mit
Wahrscheinlichkeit ¢(x) eine “1” und damit eine Entscheidung fiir K liefert. Dieser
Vorgang heilit “Randomisieren” und jeder Test ¢, der nicht nur die Werte O und 1
annimmt, randomisierter Test.

Als Verlustfunktion wird die Neyman-Pearsonsche Verlustfunktion benutzt:

Yy, falls@ e€H,
L(6,y) =
1—y, falls@ekK

fiir alle v € [0, 1]. Ein Test ¢ hat dann die Risikofunktion

JodWy = Ego(X), falls® €H,

R(97(P) = {f(l(P) dWy = 171}39(1)(X)7 falls 6 € K.

Die Funktion B, = 6 — Eg¢(X) nennt man die Giitefunktion, OC-Funktion oder
auch Operationscharakteristik von ¢. Fiir 0 € H gibt sie offensichtlich die Irrtums-

101



102 3 Parametrische Testtheorie

wahrscheinlichkeit unter Wy an (= Fehler 1. Art), wihrend diese im Fall 6 € K
gerade durch 1 — B,(6) gegeben ist (= Fehler 2. Art). Erfiillt die Giitefunktion bei
gegebenem o € [0, 1]

Bo(0) = Ego(X) < «

fiir alle @ € H, heifit ¢ Test zum Niveau o (fiir H gegen K), deren Gesamtheit wir
mit P, bezeichnen. Weiter heilit ¢ gleichmdflig bester Test zum Niveau o (fiir H
gegen K), wenn er unter allen Tests zum Niveau o den Fehler 2. Art minimiert, d.h.,
wenn
Eo@(X) = max Eqy(X)
yedy

fiir alle 6 € K gilt.

Die Philosophie hinter der Betrachtung von Tests
. . . T CAN'T BELEVE SCHOOLS
zum Niveau  besteht darin, dass in Ermangelung ARE STiLL TEACHING KIDS
eines global besten Tests, also eines solchen, der ABOUT THE NULL HYROTHESIS.
sowohl den Fehler 1. als auch 2. Art unter allen I )
C . . L REMEMBER READING A BIG
Tesfs rpmlmlert, die Ents?heldl.mg' "fur dl'e zZu STUDY THAT CONCLUSIVELY
meist riskantere — Alternative Prioritét genief3t und DISPROVED IT MEA4RS AGO.
nur mit einer Wahrscheinlichkeit von hochstens
irrtiimlich getroffen werden soll. Unter allen Tests,

die diese Voraussetzung erfiillen, wird dann der- O
jenige gewihlt, der auBerdem die Alternative mit
minimaler Wahrscheinlichkeit irrtiimlich verwirft.

Quelle: XKCD (A Webcomic of Romance, Sarcasm, Math,
and Language).

Wie aber lassen sich solche Tests finden? Dazu betrachten wir zunichst den ele-
mentaren Fall einfacher Hypothesen H = {6} und K = {0, }, der zwar aus prakti-
scher Sicht nur wenig relevant ist, der aber grundlegende Ekenntnisse liefert, die
spiter zur Behandlung interessanterer Probleme benutzt werden kdnnen. Funda-
mental fiir alles Weitere ist das folgende, von J. NEYMAN & E. PEARSON [14]
stammende und nach ihnen benannte Ergebnis:

Lemma 3.1. (von Neyman-Pearson) Seien Wy und Wy W-Mafie auf (X, /) mit
Dichten fy bzw. fi bzgl. eines dominierenden MafSes | (etwa 1L = Wy +W)). Ferner
seien o € (0,1) und Po = {@ : @ Test mit [ 9pdWy < a}. Dann gilt:

(a) (Hinreichende Bedingung) Sei  ein Test mit:

(1) [ydWo =0 (= y € Pqg).
(2) Es existiert ein k € [0,00) derart, dass

yx) = {(1) falls fy = kfo(x) pefi 3.1)
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Dann folgt
/ wdW, — max / o dW,. (32)

PEDy
(b) (Existenz) Es existiert ein Test y, der (a.1) und (a.2) erfiillt.

(c) (Notwendige Bedingung) Fiir jeden Test y € Dy, der (3.2) erfiillt, folgt: y
ist von der Form in (3.1). Falls aufierdem [ wdW, < 1 gilt, so erfiillt y auch
(a.l)

Beweis. (a) Sei ¢ € P, ein beliebiger Test zum Niveau «. Es gilt dann
(W(x) — o)) (fi(x) —kfo(x)) = 0 nu-fii, (3.3)
da fiir u-fastallex € X

1 = y) -9k >0,
0 = v -9e<0.

fi(x)=kfo(x) >0 = y(x)
filx) =kfolx) <0 = y(x)

Integriert man Ungleichung (3.3), so folgt weiter

Jwsian— [ofidu - k</llffo au ~ [ of du) > 0,

/l[/dW] —/(PdWl > k(/l[/dWo—/(deo) > 0.
——— e —

= <o

also

Die gewiinschte Gleichheit resultiert nun aus Y € ®,.

(b) Betrachte im folgenden die Tests

AV

Ory(x) = <y, falls f k fo(x)

0,

fiir k € [0,00) und y € [0, 1], also @y = 155k sy + Y1, =z Diese Tests erfiillen
offenkundig (a.2). Wir zeigen nun, dass es ein Paar (k,y) mit [ @ ,dWo = o gibt.
Dazu setzen wir A1)
11X
, falls fo(x) >0
T(x)={ foln)’ PSSt
oo, falls fo(x) =0

und erhalten fiir alle x mit fo(x) >0

AV
-~

A Z kA & TR
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also

/(pk,y Wy = /{fo>0} Pryfo du

= /{f0>0} (Lrsky + Yir—iy) fo du

= /(1{T>k} +Y1{r_y) dWo

= Wo(T > k) +yWo(T =k).
Es sind daher k € [0,0) und 7 € [0, 1] so zu bestimmen, dass

Wo(T > k) +yWo(T = k) = a. (3.4)
Sei
k= inf{y>0:Wo(T >y) <o} = inf{y>0:Wo(T <k)>1-a}.

Wegen a € (0, 1) gilt k < oo, und aus der rechtsseitigen Stetigkeit von y — Wo(T > y)
folgt Wo(T > k) < o sowie im Fall Wy(T > k) < o auBerdem

Wo(T =k) = Wo(T > k) —Wo(T > k)

> W()(T > k) -
= lim(Wo(T >y)—a) > 0.
vk

Wir setzen deshalb weiter

0, fallsWo(T >k)=a0,

V=9 a—Wo(T > k)

falls Wo (T >k .
Wl =k alls Wo(T > k) < a

und erhalten dann in der Tat (3.4) und damit (b), denn

Wo(T > k) —Wo(T < k)

<y<
0=71s= Wo(T = k)

= 1.

(c) Sei y € @, ein Test, der (3.2) geniigt, und ¢ ein weiterer, gemal Teil (b)
existierender Test, der (a.1) und (a.2) erfiillt. Betrachte die Menge

A= {x € X:y(x) = @(x) oder fi(x) = kfo(x)}.

Um die Gestalt (3.1) fiir y nachzuweisen, geniigt es offensichtlich, (A¢) =0 zu
zeigen. Nehmen wir dazu das Gegenteil an, also 1 (A€) > 0. Dann folgt

'/.(<P—‘I/)(f1—kfo) du = /A((P_‘I’)(fl—kfo) du > 0,
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denn
(@—w)(fi —kfo) = (1=w)(fi—kfo) > 0
auf A“N{f1 > kfo} und
(@—w)(fi —kfo) = —w(fi—kfo) > 0

auf A°N{f; < kfo}. Damit erhalten wir aber den Widerspruch

/(de1 —/del > (/(deo—/deO)
:k<a—/y/dWO> > a.

Sei schlieBlich [ ydW; < 1 und [ wdW, < o angenommen. Dann folgt Wi (B) >
0 fiir B={y < 1}, und wir konnen € > 0 mit eWy(B) < ot — [ ydW, wihlen. Wir
definieren nun einen besseren Test Y € @y als Y durch

V() = y()1pe(x) + min{y(x) + ¢, 1} 15().

In der Tat gilt dann [ ydW; > [ wdW; sowie
/‘T/dwo < /llde() + eWy(B) < «,

also ¥ € @4, womit ebenfalls ein Widerspruch erzeugt ist. O

Anmerkung 3.2. Ist a € (0,1) und Q ein W-Maf auf (R, Z(R)), so wird die Kon-
stante

c(Q,0) := inf{y eR: Q((—eo,y]) = 1 -} = inf{y e R: Q((y,0)) < at}
als o-Fraktil von Q bezeichnet. Fiir das im Beweis von 3.1(b) definierte & gilt dann
k = infly: Wo(T >y) < a} = infly: W ((r.e0)) <} = (W, ),

und man nennt k in diesem Fall auch das «-Fraktil von T bzgl. Wj.

3.2 Einseitige Testprobleme bei monotonen Dichtequotienten

Zur Motivation der nachfolgenden Theorie kehren wir einmal mehr zuriick zu unse-
rem Einfiihrungsbeispiel 1.1.

Beispiel 3.3. Betrachten wir wieder die dortige Situation (Untersuchung eines neu-
en Produktionsprozesses), jedoch in allgemeiner Form. Dazu nehmen wir an, dass
unsere Beobachtung aus n unabhingigen, jeweils Bern(0)-verteilten ZG Xi, ..., X,
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(Ergebnisse einer Qualititskontrolle von n produzierten Stiicken) besteht. Der Vek-
tor X = (Xi,...,X,) hat dann unter Py, 6 € ® = (0, 1), die Zidhldichte

fo(x) = 0%(1—=60)"", x = (x1,...5) € X = {0,1}", 5, = } x;.
=1

Wir wollen das Testproblem H = [6),1) gegen K = (0,6)) betrachten, wobei
0y € (0,1) ein kritischer Parameterwert sei; in der Situation von 1.1 ist 6y der Aus-
schussanteil bei Verwendung des alten Produktionsverfahrens. Die Menge K stellt
demnach gerade die Menge der Parameterwerte dar, bei der eine Umstellung auf das
neue Verfahren gerechtfertigt ist.

1. Schritt: Zur Anpassung der Testgestalt in (3.1) an die jetzige Situation wihlen
wir zunichst zwei beliebige 19,71 € (0,1) mit 19 > n;. Es gilt dann fiir k € (0,)

fm (x) % k fig (x)

1
md—mno) \ > 1—19
= s,,log(no(l_m)) = log(k)—i-nlog(l_ 1)
<1
10g(k)+nlog(l Th))

)’
L
VIIA

)
log( 17051—2(1)) )

2. Schritt: Es wird nun ein Test ¢* fiir H gegen K konstruiert, der sich spiter als
gleichmifig bester zum Niveau o herausstellt. Wir definieren

o *Pgo(sn < C)

c = maX{t S {07,7’1} :PGO(Sn < t) § Ot} und Y = W,
o \On =

wobei S, = }i_; X;. Dann gilt Pg, (S, < ¢) > a und somit

o— Peo (Sn < C) P(.)O (Sn < C) — IP)QO (Sn < C)

0<y= = 1.
SV TRy Xu=o) Py (Sy = c)
Sei
L
0" (x) = vy, fallss, § ¢
0,

Fiir diesen Test folgt



3.2 Einseitige Testprobleme bei monotonen Dichtequotienten 107

Eay0"(X) = Py (6" (X) = 1)+ 1Pa (9" (X) = 7)

Pe, (Sn < ¢) +7YPg,(Sp =)

o —Pg, (S, <c)
P, (S = ¢)

= P@o(Sn < C) + ]P)G()(Sn = C) = «,

d.h. @™ erfiillt Bedingung (a.1) aus dem Neyman-Pearson-Lemma mit Wy = Wy, .

3. Schritt: Aus néchstes zeigen wir, dass ¢* Bedingung (a.2) des Neyman-Pearson-
Lemmas mit Wy = Wy, und Wy = Wy, fiir alle no,n; € (0,1) mit o > 1y erfiillt.
Definiere dazu k = k(1o, 1) fiir beliebige solche 1g, 11 durch

. log(k) + nlog(}:%)

N1 (1-10) ’
lOg(no(lfﬂl))

3 m=m0)y e (L=
ko= exp{dog<no(1—m)> nlog(l—m)} 0

GemiB Schritt 1 gilt dann

also

1, 1,
« < >
@' (x) = qv. fallss, = cp = Qv falls fr (x) = kfpy(x)
0, 0,

ww=%1mmwzwm.

4. Schritt: Sei nun 8 € K beliebig. Geméf Schritt 2 und 3 erfiillt ¢* die Bedingun-
gen in Lemma 3.1(a) mit Wy = Wy, und W = Wpy. Daher folgt

EQ*X = max ]E@ X
o) = max Bay(X)

fiir alle @ € K.

5. Schritt: Um abschlieend nachzuweisen, dass ¢* einen gleichmifig besten Test
zum Niveau « fiir H = [6),1) gegen K = (0,6) definiert, bleibt also nur noch
Q* € Oy, d.h.

Ego"(X) < a

fiir alle 8 € H zu zeigen. Wihle dazu ein beliebiges ¥ > 6y. Gemil Schritt 2 hat
¢* die Gestalt (3.1) aus Lemma 3.1 mit Wy = Wy und Wy = Wp,. AuBerdem erfiillt
@* trivialerweise auch (a.1) mit ¢ ersetzt durch f := E»@*(X). Aus diesem Grund
folgt wiederum geméaf Lemma 3.1
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Eg 0*(X) = max [E X) >
W' (X) = max  Eae(X) > B

(wihle ¢ = ) und damit
o = Eg¢"(X) > B = Eyo™(X).

6. Schritt: Analog kénnen wir das Testproblem H = (0, 6] gegen K = (6, 1) be-
handeln und erhalten fiir dieses einen gleichmifig besten Test ¢* zum Niveau « der
Form

0" (x) ;== Sy, fallss,

AV
o

mit ¢ := min{z € {0,...,n} : Py (S, > 1) < a} = C(P‘Z’é,a) = ¢(Bin(n,0), o) und

. o 7]?90(5" > C)
Pgo (Sn = C)

7. Schritt: Der Wert ¢, durch den der Test ¢* festgelegt wird, heif3t kritischer Wert.
Sofern der Stichprobenumfang n nicht zu gro8 ist, kann seine Bestimmung in der
hier vorliegenden Situation unter Heranziehung einer Statistik-Software am PC oder
mittels eines Tafelwerks fiir die Binomial-Verteilung erfolgen. Fiir groBe Werte n
(Fausregel: n6y(1 — 6y) > 9) benutzt man dagegen eine Approximation durch die
Normalverteilung (Normalapproximation). Nach dem zentralen Grenzwertsatz gilt
dann namlich

Sp—n6y 1 2,
P 7 < P 24 35
% ((”90(190))1/2 —Z) 2n)12 _/,we y (3.5)

fiir alle z € R. Sei ug := ¢(Normal(0,1), ), d.h.

1 u‘x722
W/_mey/dyZI—a.

Dann liefert (3.5)

S, —nb
Py | —n "0 < ~l—a
% ((neo(l—eo))l/z = ““)

und folglich
Pg, (Sn > 160 + e (n6o(1— 6p)) /%) =~ a.

Fiir das Testproblem in Schritt 6 wiirde man also ¢ = 16y + g (n60(1 — 6p))'/? und

Y = 0 wihlen, wihrend man fiir das eingangs betrachtete Testproblem analog mit
U1 statt uy vorgeht. Dazu spiter mehr.
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Wir wollen nun die angestellten Uberlegungen des Beispiels auf allgemeinere
Situationen iibertragen, wozu wir mit einer Definition beginnen.

Definition 3.4. Sei & = (X, %7,(Wp)oco ) ein dominiertes statistisches Experiment
mit @ C R. (Wy)gco wird als Familie mit monotonem Dichtequotienten bezeich-
net, wenn fiir sie ein dominierendes Mal} u existiert, so dass die pu-Dichten fy =
dWy/du folgende Eigenschaft besitzen: Es existieren eine Statistik 7 : X — R
sowie fiir alle (8y,0;) € ® mit 6y < 6; eine monoton wachsende Abbildung

86096, R = [0,00], 50 dass auf {x: (fg,(x), fo, (x) # (0,0)}

& =ggy0, 1T p-fi. 3.6)

Jeo

gilt. Wir sprechen dann von einer Familie mit monotonem Dichtequotienten in T .

Beispiel 3.5. Sei (Wy)gce eine Exponentialfamilie mit ® C R und v-Dichten

wobei C,0:© — Rund T,h: X — R. Dann gilt { fy =0} = {h =0} fiiralle 6 € ©®
und ferner fo () o)
6\ _ U ,(W(61)—0(60))T(x) _—
= e = oT(x
f@o (x) C(G()) 860,61 ( )

fiir alle x € {h # 0} und (69, 8;) € O mit 6y < ), wobei

Cc(6 B
860,61 (t) = CEG(l))e(Q(el) 0(60))t

~

Sofern Q : ® — R monoton wachsend oder fallend ist, liegt also eine Familie mit
monotonem Dichtequotienten in 7 bzw. —T vor.

Sind speziell Xi,...,X, stochastisch unabhingig und jeweils Normal(u,c?)-
verteilt mit unbekanntem Mittelwert u € R und bekannter Varianz o2 > 0, so hat
X =(X,...,X,) die A"-Dichte

Frar(0) : Y exp (LY Lys
X) = ————exp|—== |exp| = ) sj|exp| —z= ) x;
w02 2ro2y2 P\ T 262 ) P\ 52 =% L Ry %
fiir x = (x1,...,x,) € R" und somit (Normal(u,62)") ;g einen monotonen Dichte-
quotienten T'(x) = ¥}, x;.

Ist dagegen der Mittelwert u bekannt, jedoch die Varianz 62 € (0, ) unbekannt,
so erhilt man wegen

1 1 &
fu,a2(x) = WGXP (W;(Sj“)2>’
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dass (Normal(u,62)") s2- einen monotonen Dichtequotienten in der Statistik 7 (x)
=Y (x— u)? besitzt.

Beispiel 3.6. Sind X, ..., X,, stochastisch unabhingig und jeweils Unif (0, 0)-verteilt
mit unbekanntem Parameter 6 > 0, so hat X = (X, ...,X,) die A"-Dichte

n
Fiir 0 < 6y < 6y undx € {y: fo,(y)V fo,(y)) >0} = {y:0 <min;y; < 6;} gilt dann
fo, (x) oo, falls max;x; > 6 (max )
= = X 3
fo,(x) (60/61)", falls max;x; < 69 860,01 |\ TS

wobei gg, 9, : R — [0,0] durch

oo, fallst > 6y,
860,6,(t) == ¢ (60/6))", fallsO <t < 6,
0, fallst <0

definiert ist. (Unif(0,0)")g~¢ besitzt also einen monotonen Dichtequotienten in der
Statistik 7'(x) = max;x;.

In Verallgemeinerung der Ergebnisse aus Beispiel 3.3 zeigen wir nun

Satz 3.7. Sei & = (X,97,(Wy)oco) ein dominiertes statistisches Experiment mit
© C R. Die Familie (Wy)gce besitze einen monotonen Dichtequotienten in der
Statistik T : X — R. Seien ferner H={0 €0 :0 < 6, und K={0 €0 :0 > 6y}
fiir ein 6y € ® und o € (0,1). Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es existieren ¢ € R und y € [0, 1] mit
Woo (T >¢) + YWe (T =c¢) = a. 3.7

(b) Bildet (c*,y*) eine Losung von (3.7) und definiert man

L,
¢*(x) =y, fallsT(x) = c* (3.8)
0,
so folgt:
(1) R(6,90")= min  R(O,9) fiir alle 6 # 6.

9:Eg o(X)=a
(2) @* ist gleichmdpflig bester Test zum Niveau o fiir H gegen K.
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Beweis. (a) Man wihle ¢ := ¢(Wg ,a) und dann

0, falls Wo, (T >¢) = a,

Y= a—We(T >c)

—2- —~ falls Wg (T >c¢) < a.

WOO(T:C) o 60( C)

(b) Sei nun (c¢*,7*) eine Losung von (3.7) und ¢* gemiB (3.8) definiert. Dann folgt
Egogo*(X) = WQO(T > C*) +')/*W90(T = C*) = .

Wihle zu (Wp)ece die Funktionen gg 5, (0,9) € @2, gemif Definition 3.4. Wir

zeigen als néchstes, dass fiir alle 0 > 6y

¢*(x) = {(1)7 falls fo(x) 2 kfo,(x) p-fi

mit k := gg,.6(c*) € [0,00) gilt. Wiire k = oo, folgte

WeO(T > C*)
Wa, (860,06 T > goy.0(c”))
— Weo(geoﬂ oT = oo)

o _ o
W (feo B >
W90(f90 :O>

fo, dp =0,
/{fe(,()} ’

was offensichtlich einen Widerspruch bildet.

IN

Wir erhalten ferner fiir p-fast alle x € X nach Definition von ¢*:

folx) = k() = fol)V fay () >0und 2 ¢

f9()(x) =
= 80.0(T(x)) 2 gap0(c”)
= Tkx) =z c"
= ¢'(x) = {(1)

Fiir 6 € K gilt & > 6y, und nach den obigen Uberlegungen geniigt ¢* den Be-
dingungen (a.1) und (a.2) des Neyman-Pearson-Lemmas 3.1 mit Wy = Wy, und
W, = Wy. Daher erhalten wir

1-R(6,0") = Ego*(X) = max Ego(X) = max 1—-R(6,
(6,07) = Ego"(X) pEa)<a 09(X) (p:IE90¢(X)§a( (6,9))
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und somit Behauptung (1) fiir alle 6 > 0y, denn

R(0,0")= min R(6,0)= min R(6,0),
(0.¢7) <P1E90(P(X)S05( 2 <P1E90<P(X):0‘( ?)

wobei die letzte Gleichheit wegen Eq, ¢*(X) = « gilt.

Fiir Behauptung (2) bleibt jetzt nur noch nachzuweisen, dass ¢* einen Test zum
Niveau o bildet, d.h., dass Eg@*(X) < o fiir alle & € H gilt. Fiir solche 6, also
0 < 0y, ergibt sich analog zu vorher

* 1, ,

0 (x) = {O falls fo(x) < K fo,(x) p-fii
mit k' := gg g,(c*) ! €[0,00). Aus k' = oo folgt néimlich der Widerspruch
> @ = B9 () =Wafa>0) = [ fadu =1

{fo,>0}

AuBerdem erhalten wir dhnlich wie oben fiir u-fast alle x € X:

fo) S ) = o)) > 0una B 2
= goa(TW) 2 ¢
= ) = {é

Fir y* =1 — ¢ liefert dies
. 1, ,
v (x) = { falls fo(x) = K fo,(x) p-fi.

sowie Eg, y*(X) = 1 — a. Nach Lemma 3.1(a) folgt deshalb

Eow*(X) = Eoy(X) = Eqw(X
V) = v YT T g, V)

und daraus weiter sowohl (1) fiir 8 < 6y als auch (2), denn

R(6,90") = Eg9"(X) = 1 -Egy"(X)

=1- max Eqy(X
v:Egy w(X)=1-a oV (X)
= min Eo(1-w(X)) = min  EppX) <
V:Eqy ¥(X)=1-0 9:Eqy0(X)=ax

(wiéhle @ = « fiir die letzte Ungleichung). ad
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Anmerkung 3.8. Der Satz hat gezeigt, dass fiir das einseitige Testproblem
H={6€0®:60<6)} gegen K={0€0O:0>6}

bei Vorliegen eines monotonen Dichtequotienten in 7' durch ¢* geméiB (3.8) ein
gleichmiBig bester Test zum Niveau o definiert wird, sofern man ¢* als das a-
Fraktil von T unter Wq, wiihlt, d.h.

" =c(Wg,a)=inf{t e R: T >1) < a}.

Falls W, (T > ¢*) = a, so erkennen wir aus dem Beweis von (a), dass ferner y* =0
gesetzt werden kann, was insbesondere der Fall ist, wenn We{) eine stetige Verteilung

bildet, d.h. W(,{)({t}) =0 fiir alle r € R gilt.

Anmerkung 3.9. Sofern die Verteilung WQ{) zu den “populdren” der Statistik zdhlt,
lassen sich zur expliziten Bestimmung von ¢*, wie bereits am Ende von Beispiel 3.3
(7. Schritt) bemerkt, Statistik-Software oder statistische Tafelwerke wie z.B. [15]
oder [1] heranziehen. Andererseits erweist sich in manchen Fillen folgende Uber-
legung als niitzlich: Ist 2 : R — R eine streng monoton wachsende stetige Funktion,
so gilt offensichtlich

1

0*(x) = ¢y, falls h(T(x))
0,

AIIV
=
B

wobei

=
—
o
*
N—
I

h(inf{r e R: Wy, (T >1) < a})

= inf{h(t) :t € R,Wg,(hoT > h(1)) < o}
= inf{y e R: Wp,(hoT >y) < o}

= c(WgOOT,(x).

Sind die o-Fraktile von WQ{) nicht vertafelt, so ldsst sich macnhmal ein /4 finden, so
dass dies fiir die oc-Fraktile von Wé’OOT der Fall ist.

Anmerkung 3.10. (Normalapproximation) Fiir grole Stichprobenumfinge n liegen
1.A. zur Bestimmung der o-Fraktile von Wef) keine Tafelwerke mehr vor. Es tritt

dann aber oft die Situation auf, dass WgOOT fiir eine geeignete streng monoton
wachsende Funktion & = h,, g, mit ausreichender Genauigkeit durch die Standard-
Normalverteilung approximiert wird und somit ein Riickgriff auf deren a-Fraktile
ug erlaubt ist. Diese wiederum sind gut vertafelt, und als niherungsweise gleichmaé-
Big bester Test @* ergibt sich dann
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[vgl. Beispiel 3.3, Schritt 7, dort: a(t) = (n6y(1 — 69))~"/2(t —n6p) und T (x) = s,,.]
Anmerkung 3.11. Betrachten wir das Testproblem

H={60€0:0>0)} gegen K={60€0:6 <6},
so ergibt sich analog zu Satz 3.7 als gleichmiBig bester Test zum Niveau o

I,
0*(x) := < y*, falls T(x)
0,

VIIA
o

wobei nun ¢*, ¥* aus
WQO(T <)+ 'J/*WQO(T =) =a
zu bestimmen sind. Es gilt somit

" =sup{t e R: Wy (T <t) < a}
= sup{t e R: Wy (=T > —t) < o}
= —inf{—1 eR: W (-T > —t) < o}
= —inf{se R: Wg,(-T >s) < o}
= —c(W{;OT,Oc).

Besitzt T unter W, eine symmetrische Verteilung, d.h. WQ{) = We:) T 5o liefert dies
weiter
= —c(Wez, o).

Da die Standard-Normalverteilung symmetrisch ist, folgt insbesondere bei einer
Normalapproximation geméB 3.10, d.h., falls WBhOOT ~ Normal(0, 1) fiirein h = hy, g,

o*(x) = {(1)’ falls h(T (x)) ; —Ug.

Anmerkung 3.12. Sofern 6 ein (topologischer) Randpunkt von H ist, kann dieser in
der Situation von 3.11 und Satz 3.7 auch jeweils K zugeordnet werden, ohne dass
sich der gleichmifBig beste Test zum Niveau ¢ @ndert.

Beispiel 3.13 (Einseitiger Gauf3-Test). Seien Xy, ..., X, stochastisch unabhéngig und
jeweils Normal(u, c?)-verteilt mit unbekanntem Mittelwert u und bekannter Vari-
anz 62 > 0. Fiir das Testproblem H = (—oo, tiy] gegen K = (g, ) ergibt sich dann
als gleichmiBig bester Test zum Niveau o

1, L >
0*(x) = 0 falls s, = Zxk - c*

) k=1 ~
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mit ¢*, so dass Ey,¢@*(X) = o. Gemidl Beispiel 3.5 liegt ndmlich ein monotoner
Dichtequotient in 7 (x) = s, vor. Beachtet man nun, dass (62n) ="/ ¥"_, (X; — to)
unter P, eine Normal(0, 1)-Verteilung besitzt [=¥° Bemerkung 30.3(c) in [2]], so
folgt weiter

* ) 1 < Xk—‘u,()
(p (-x) - {07 falls mk: p=

>
Uy
i <

>
= {0’ falls s, < nuo—l—(fuanl/z

\%

= {0 falls X, ,uo—i—cuanfl/z.

N

¢* wird als einseitiger Gauf3-Test bezeichnet.

Beispiel 3.14. Betrachten wir nun die Situation, dass ¢ bekannt und o2 unbe-
kannt ist. Dann liegt gemiB Beispiel 3.5 ein monotoner Dichtequotient in 7' (x) =
Yo (xj— w)? vor. Fiir das Testproblem H = (0,07] gegen K = (03,0) erhalten
wir deshalb als gleichmiBig besten Test zum Niveau o

n

0" (x) = {(1)’ falls Z(Xk—ll)z -

9 k=1 <

mit ¢*, sodass E o ¢*(X) = a. Dadie 6, ! (X; — ) unter P, standard-normalverteilt
sind, besitzt die ZG

0y T(X) = Y 0,2 (X;—p)?
j=1

unter P, als Summe von n uanbhingigen quadrierten Normal(0, 1)-verteilten ZG
eine Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgraden, kurz y>-Verteilung. Diese ent-
spricht der I'(n/2,1/2)-Verteilung und hat die A -Dichte

2
Doy = L w1129

diA "'~ 27T (n/2) 0:9)(1):

[t=" Satz 31.7 in [2]]. Bezeichnen wir ihr ¢¢-Fraktil mit x,%_’ o> SO ergibt sich schlief3-

lich
1 X — MU 2 >
0" (x) = {0: falls 1(@ ) - Yo

1 ) X
=< 7 falls FoXna.
0, P

D=

w-
I

(X — ) < n

S| =
0=

1
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3.3 Das verallgemeinerte Neyman-Pearson-Lemma

In diesem Abschnitt zeigen wir eine Verallgemeinerung des Neyman-Pearson-
Lemmas, die fiir die Behandlung zweiseitiger Testprobleme benétigt wird. Dabei
geht es um folgende Problemstellung: Seien 1 ein 6-endliches MaB auf dem Stich-
probenraum (X, %), g1,...,gm+1 M-integrierbare Funktionen sowie @ = (¢, ..., 04,
€ R™. Gesucht ist eine Testfunktion ¢* mit

/(P*gj du<aj fir j=1,..,m,
/(P*gm+1du = sup{/(pgm+1 du : @ Test mit/q)gjdy < a; fiir j = 1,_,_’m}.

Dabei ist beabsichtigt, dass die gy, ..., g,+1 nicht notwendig W-Dichten bilden.

Lemma 3.15. (Verallgemeinertes Neyman-Pearson-Lemma) /n der zuvor be-
schriebenen Situation sei ® die Menge aller Tests auf (X, %) und

Sy
=
[

{(de):/(pgjdugajfﬁrj:1,...,m},
Pla] := {(peCD:/(pgjdu:ajﬁirj:1,...,m}.

Dann gilt

(a) (Hinreichende Bedingung) Sei y ein Test mit:
(1) y € Plal.
(2) Es existieren ki, ...,k € R derart, dass

v(x) = {(1): falls gmy1 2 ji]kjgj(x) pofodi. (3.9
Fiir einen solchen Test folgt
/l[lgm+1 dy = max{/(pgm+1 du: e @D[&]} (3.10)
und im Fall ky,...,k, > 0 sogar
/V/gm+1 du = max{/fpgm+1 du: e 45(55)} (3.11)

(b) (Existenz) Liegt & im Inneren von Qp, := {([ @g1dL, ..., [ @gndL) : @ € D},
so existiert ein Test \, der die Voraussetzungen (a.1) und (a.2) erfiillt.
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(c) (Notwendige Bedingung) Liegt & im Inneren von Q,,, so ist jeder Test W €
®[a, der (3.10) erfiillt, von der Gestalt (3.9).

Beweis. Wir zeigen nur Teil (a) und verweisen fiir (b) und (c) auf WITTING [21,
Satz 2.67 auf S. 255f].

Erfiille y also (a.1) und (a.2). Dann folgt fiir jeden weiteren Test ¢ € @[] mit
demselben Argument wie im Beweis von Lemma 3.1

/(W—(P) <8m+1 - ikjgj> du >0
=1

J

und daraus weiter
/ng+1du—/¢gm+ndu > Y kj (/ngdu—/fpgjdu> =0,
j=1

was (3.10) beweist. Sind sidmitliche k; nichtnegativ, so ist die obige Summe von Inte-
graldifferenzen offenkundig sogar fiir jedes @ € @ () nichtnegativ. Dies impliziert
(3.11). O

Korollar 3.16. Fiir m > 1 seien Wy, ...,Wy1 W-Mafe auf (X, o) und Wy, 1| keine
Linearkombination von Wy, ..., Wy,. Dann existiert fiir jedes o € (0, 1) ein Test y mit
Jwaw;=a fiir j=1,...mund [ ydW, i > o.

Beweis. Sei u ein o-endliches dominierendes Mal fiir Wy,..., W4, etwa u =
Z;."jll Wj, und f; =dW;/du fiir j = 1,...,m+ 1. Wir fiihren den Beweis per In-
duktion tiber m:

Induktionsanfang: Fir m = 1 existiert nach dem Neyman-Pearson-Lemma 3.1 ein
Test y der Form (3.1) mit [ wdW, = o und [ ydW, = sup{ [ @dW, : ¢ Test mit
JodW; < a}. Wiire dieses Supremum gleich a, so miisste der Test @ = o gemiB
3.1(c) ebenfalls von der Form (3.1) fiir eine Konstante k sein, was weiter implizierte

pu(f2>kfi)+u(fa<kfi) =0, dh p(Hr#kfi)=0.

Nun sind f, f> aber W-Dichten, so dass [kfidu =k = [ fodu =1, also fi = f>» U-
f.i. und damit W; = W, folgte, was nach Voraussetzung ausgeschlossen ist.

Induktionsschritt m— 1 — m (> 2):

1. Fall: Wy,...,W,, sind linear abhingig, 0.B.d.A. W,, = 7.:11 r;W; fiir geeignete

rj € R. Da W, ein W-MaB bildet, folgt Z;.":_ll rj = 1. Nach Induktionsvoraussetzung

existiert ein Test y mit [ wdW; = « fiir j=1,....,m—1 und [ydW, . > o. Es
folgt das Gewiinschte, da [ ydW,, = Zf;’;l ri[wdW; = 062;7';11 rj=«.

2. Fall: Wy, ...,W,, sind linear unabhingig. Wir zeigen zuerst, dass (¢, ..., &) einen
inneren Punkt von O, = {([@dWi,..., [ @dW,) : ¢ € &} bildet. Nach Indukti-
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onsvoraussetzung existieren fiir jedes i € {1,...,m} Tests ¢; und ¢; derart, dass
JoidW; = o, [¢;dW; =1 — ¢ fiir alle 1 < j < m,j#i, und [@;dW; > a,
J 9:dW; > 1 — a. Setzen wir also y; = 1 — ¢;, so folgt offensichtlich [ y;dW; = a
firalle 1 <j<m, j#1i,und [y;dW; < . Damit gilt [ y;dW; < a < [ @;dW; fiir
jedesi=1,...,m, und da Q,, konvex ist, muss (¢, ..., &) in der Tat ein innerer Punkt
sein.

Wire nun [ @ dW,,;1 < o fiir jeden Test ¢ mit [ @ dW; = o fiir j=1,...,m, so
folgte fiir g =

/(pa AWy = sup{/(demH 1@ € O mit /(dej:aﬁirjzl,...,m}

und daraus weiter nach Lemma 3.15(c)

1, i )
o (x) = {0 falls fo1 2 Y kifi(x)  p-fii
j=1

)

fiir geeignete ki, ...,k, € R. Aus dieser Tatsache ergiibe sich aber mit demselben
Argument wie im Induktionsanfang

m m
u (fm+1 # Z’ij) =0, dh. Wun = ) kW,
j=1 j=1

was im Widerspruch zur Wahl von Wy, ..., W, steht. a

Als einfache Folgerung fiir die im vorherigen Abschnitt behandelten einseitigen
Testprobleme halten wir noch fest:

Korollar 3.17. In der Situation von Satz 3.7 gilt fiir den dortigen optimalen Test ¢*:
Die Giitefunktion By @*(X) ist streng monoton wachsend auf der Menge {0 € O :
0<Egp*(X) < 1}.

Beweis. Seien 61,0, € © mit 6; < 6, und 0 < 3 :=Eg, ¢*(X) < 1. Eine analoge
Argumentation wie zu Beginn von Satz 3.7 (ersetze dort 6y durch 6; und bestimme
¢* mit f anstelle von @) zeigt, dass ¢* die Form

o) = {é falls foy(x) 2 kfo, (¥

hat mit k := gg, 6,(c*) € [0,%0). Nach dem Neyman-Pearson-Lemma 3.1 ist ¢* des-
halb ein bester Test zum Niveau f fiir H = {60, } gegen K = {6, }, und es folgt aus
Korollar 3.16 (8 innerer Punkt von Q; = [0, 1])

Eg, 0" (X) > B = Eq ¢"(X),

also die Behauptung. a
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Ist #' = (Wp)gce in der Situation von Satz 3.7 eine Exponentialfamilie, so gilt
0 <Eg¢*(X) < 1 fiir alle 6 € ® und somit die strenge Monotonie der Giitefunktion
von ¢* auf ganz @. Aus Eg¢*(X) =0 oder = 1, also ¢* = 0 bzw. = 1 Wy-f.s. fiir
ein @ folgte niamlich dasselbe % -f.s. wegen der paarweisen Aquivalenz aller Wy.
Dies wiederum implizierte aber Eg@*(X) = 0 oder = 1 fiir alle 8 € ®, was wegen
Eg, 0" (X) = a € (0,1) unmdglich ist.

3.4 GleichmiiBig beste Tests fiir zweiseitige Hypothesen

Inhalt dieses Abschnitts bilden Testprobleme mit zweiseitigen Hypothesen der Form
H={0€0®:0<0;} gegen K={0€0:0,<6<6} (3.12)

fiir beliebige 0; < 6,, wobei ® C R. Zwar sind diese von geringerer Bedeutung
als Testprobleme mit zweiseitigen Alternativen, auf die wir im Anschluss einge-
hen werden, bediirfen aber noch nicht der Einfithrung unverfilschter Tests und wer-
den deshalb vorgezogen. Dariiber hinaus vermitteln sie bereits eine Vorstellung, von
welcher Form ein optimaler Test bei zweiseitigen Alternativen zu sein hat.

Im Folgenden liege ein statistisches Experiment & = (X, cA, (Wp)gce) mit ein-
parametriger Exponentialfamilie (Wy)gce in natiirlicher Parametrisierung vor, d.h.
O sei der natiirliche Parameterraum (Satz Satz 1.27 ein Intervall) und

dWy

20 = C(0)e” ()

mit einem geeigneten dominierenden MaB v fiir (Wy)gc@. Obgleich eine solche Pa-
rametrisierung immer vorgenommen werden kann [B¥° Abschnitt 1.5], bildet diese
Voraussetzung in Bezug auf die zu betrachtenden Testprobleme eine Einschrinkung,
weil bei einer anderen Parametrisierung Hypothese und Alternative nicht mehr not-
wendig von der geforderten Form sein miissen. Andererseits entfillt dieser Einwand
im Fall von v-Dichten der Form C(6)e2(®)T(®)p(x) mit streng monotoner Parame-
terfunktion Q(0), eine Bedingung, die in allen typischen Anwendungsbeispielen
erfiillt ist.

Satz 3.18. Neben den zuvor gemachten Annahmen sei o, € (0,1). Dann gilt fiir das
Testproblem (3.12):

(a) Es existieren ci,co € Rund y1,% € [0,1], so dass fiir j € {1,2}
Wej( 1<T< C2) +n (ng(T = C]) +}’2W9}.(T = 6‘2) = . (3.13)

(b) Sei(ci,c3,7;,7) eine Losung von (3.13). Definiert man
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(i=1,2), (3.14)

so folgt:
(1) Fiir alle 6 ¢ {6,,0,} gilt

R(6,0") = min R(6,0).
(607 ¢:1E91¢(X):E92¢(X):a( ?)

(2) @* ist gleichmdifig bester Test zum Niveau o fiir H gegen K.

Zum Beweis des Satzes bedarf es des folgenden einfachen Lemmas:

Lemma 3.19. Es seien by,by € R mit by < 0 < by. Dann gilt:

(a) Fiir ay,ay € (0,) bildet die Menge {y € R : aje®y + aze?? < 1} ein be-
schranktes offenes Intervall.
(b)  Zucy,cy € Rmit ¢ < c; existieren stets ay,ay € (0,0), so dass

{yER @1 +ae??< < 1} = (c1,c2).

Beweis. Die Behauptungen ergeben sich sofort aus der Tatsache, dass die Funktion
() := ajael’ + axe®? strikt konvex ist (f”(y) = a1b3e?Y + ab3e’> > 0) mit
limy . f(y) = oo und f(0) = a; +az [*=" Abb. 3.1]. 0

Beweis (von Satz 3.18). (b) Sei ¢* ein Test der Form (3.14). Fiir beliebiges 6 € K
gilt 6; — 8 < 0 < 6, — 6, so dass nach Lemma 3.19(b) positive a;,a; existieren
derart, dass {y € R : a1el® =00 4 a,e(%2700 < 1} = (%, ¢5) und somit

1
¢ (x) = { 0’ falls age(®=0T0) 4 g)o(02-0T() < |
! 0T 2 0.7
= (o fSCOL 2 Y kiC(6,)e™),
b j=
wobei k; :=a;C(0)/C(6;) > 0 fiir j = 1,2. Unter Anwendung von Lemma 3.15(a)
folgt daher
Eo™(X) = fnax Eoo(X) = max Ee(X),

9:Eg, 9(X)=Eq, (X)<ax 9:Eg, 9(X)=Eq, ¢(X)=0t

d.h. die Behauptung (b.1) fiir 8 € (6, 6,).
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|
i
i
i
i
-15 -1.09 0 1 158 2
Abb. 3.1 Die Menge {y € R: fe 2 + 2¢¥ < 1} = (—1.09,1.58).

Zu zeigen bleibt (b.1) fiir 6 ¢ [0, 6;], und fiir (b.2) geniigt der Nachweis, dass ¢*
einen Test zum Niveau o bildet, d.h. ¢* € @,. Sei dazu 6 < 6, beliebig. In diesem
Fall liefert Lemma 3.19(b) wegen 6 — 6; < 0 < 6, — 6 die Existenz von positiven
ap,ap, so dass

¢ (x) = {0’ falls ale(efel)r(x)_|_a26(92*91)T(x) <1
2

= 0’ falls C(6)e®T™) = Y k;C(8))e%T0,
) j:1

wobei hier k; := C(0)/a;C(0;) und kp := —axC(0)/a;C(6,) gesetzt wird. Damit
hat ¢* die Gestalt (3.9) in Lemma 3.15, nur mit vertauschten Ungleichheitszeichen.
Der Ubergang zu y* = 1 — @* liefert deshalb unter Beachtung von Eg y*(X) =
Eezll’*(x) =l-a

Eoy*(X) = max Epw(X) > 1—«
oy (X) Vi, W(X)=Eg, y(X)=1—a oVX) =

(wéhle v = 1 — «), was offensichtlich sowohl

R(6,0*) = min R(6,
(0.¢7) ¢:Eg, 9(X)=Eq, o(X)=0r (6.9)

als auch Eg@*(X) < o zeigt. Den Fall “6 > 6,” behandelt man analog.

(a) Wie man mit Korollar 3.16 [==° dessen Beweis, 2. Fall] leicht zeigen kann,
bildet (, o) einen inneren Punkt von Q» = {(Eq, ¢(X),Eg,@(X)) : ¢ € ®}. Fiir
ein beliebig gewihltes 6 € K existiert daher nach Lemma 3.15(b) ein Test y* mit
Eg, y*(X) = Eg,y*(X) = & der Form
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2
v (x) = {0’ falls C(0)e?™ = ¥ k;C(6,)e%™™ (ki ky € R)
) j:]
1
= {07 falls aj 1T 4 gye2T®) < 1,

wobei a; := k;C(0;)/C(0) und by := 0, —0 <0 < by :=6,—6.

Es gilt aj,a; > 0, denn: Aus aj,ar < 0 folgte y* = 1 und damit Eg y*(X) =
Eg, y*(X) =1 # oo. Wiire dagegen a; > 0und ap <0, so wire f(y) = areb? +ayeby
monoton fallend und somit y* von der Form

vi(x) = {1’ falls T(x) = ¢

fiir eine geeignete Konstante ¢. Nach 3.5 besitzt (Wg)gce einen monotonen Dichte-
quotienten in 7', so dass y* dann gemal Satz 3.7 einen gleichméBig besten Test zum
Niveau o fiir {0 € ® : 0 < 0, } gegen {6 € O : 6 > 0, } definierte und gemiB Ko-
rollar 3.17 eine streng monotone Giitefunktion auf {6 : 0 < Eqy*(X) < 1} besiBe,
was wegen 0 < Eg y*(X) =Eg, y*(X) = a < I nicht sein kann. Auf dieselbe Weise
fiihrt man die Annahme a; < 0 und a> > 0 zum Widerspruch.

Aus ay,ap > 0 folgt nun nach Lemma 3.19(a) die Existenz reeller ¢y, c; mit ¢; <
c2, so dass

0, € [Clvcz] '

Sei v* = hv das zu (Wy)gco dquivalente MaB . Definieren wir dann fiir j = 1,2

v(x) = {1’ falls T(x) < (c1,2)

_— ﬁa) Jir—epy W' ()v*(dx), falls v¥(T =¢;) >0,
! 0, falls v*(T =c¢;j) =0,

so rechnet man leicht nach, dass (¢, c2,¥1, %) die Gleichungen (3.13) erfiillt. a

Anmerkung 3.20. Lisst man die Alternative in K in (3.12) auf einen Punkt 8y € ©
zusammenschrumpfen, so ergibt sich das Testproblem H = {0 € © : 6 # 0y} gegen
K = {6y}. Hierfiir ist es jedoch nicht moglich, einen sinnvollen Test zum Niveau o
anzugeben. Nach Satz 1.27 hat nidmlich jeder Test ¢ eine stetige Giitefunktion, so
dass aus Eg @ (X) < a fiir alle 6 # 6 bereits Eqg @(X) < o folgt, da 6y kein isolierter
Punkt des Intervalls @ ist. Letzteres impliziert aber, dass der unsinnige Test ¢y = o,
der unabhiingig von der Beobachtung immer mit Wahrscheinlichkeit ¢¢ zugunsten
der Alternative randomisiert, einen gleichmifBig besten Test zum Niveau « fiir H
gegen K definiert.
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3.5 GleichmabBig beste unverfilschte Tests fiir zweiseitige
Alternativen

Vertauschen wir die Rollen von H und K im vorherigen Abschnitt, wobei die Rand-
punkte 0; und 6, wiederum zur Hypothese H gehoren, so gelangen wir zu den
beiden Testproblemen

H={0€0®:6<0<6,} gegen K={0€O:60<06oderb > 6},
H = {6y} gegen K = {6€0:0+#6)}

fiir 6y, 60,0, € O mit 0; < 6,. Bevor wir jedoch fiir diese Probleme gleichmifig
beste Tests zum Niveau o herleiten konnen, bedarf es einer weiteren Einschrinkung
der zugelassenen Testfunktionen, wie am folgenden Beispiel erldutert wird.

Beispiel 3.21. Man nehme an, eine etablierte Theorie postuliert, dass der Wert ei-
ner bestimmten physikalischen Konstante gleich 6y ist. Ein Wissenschaftler glaubt
jedoch gute Griinde dafiir zu haben, diese Theorie in der vorliegenden Form an-
zuzweifeln und entwirft deshalb einen Versuchsaufbau zum Messen der physikali-
schen Konstante. Er fiihrt n Messungen durch, und seine Kenntnisse iiber den Ver-
suchsaufbau fiihren ihn zu der Annahme, dass er stochastisch unabhiéngige, jeweils
Normal(8, 6%)-verteilte ZG mit unbekanntem Mittelwert 8 € R und bekannter Va-
rianz 62 > 0 beobachtet. Der Physiker betrachtet nun das Testproblem

H = {6y} gegen K = {6€R:0+#6)}

und sucht einen gleichmiBig besten Test zum Niveau « fiir H gegen K. Die fol-
genden Uberlegungen zeigen, dass er vergeblich sucht, weil ein solcher Test nicht
existiert.

Das Gegenteil annehmend, sei ¢* ein gleichméBig bester Test zum Niveau a €
(0,1) fiir H gegen K. Dann gilt dasselbe auch fiir das Testproblem H gegen K’ =
(6p,00), denn die Klasse der Tests zum Niveau o stimmt fiir beide Probleme iiberein.
Analoge Uberlegungen wie in Beispiel 3.3 unter Benutzung des Neyman-Pearson-
Lemmas zeigen, dass ¢* dann die Form

1 n
0*(x) = {0’ falls ij Z ¢ A'fi.
=1

fiir ein ¢ € R hat und folglich nach Satz 3.7 bereits einen gleichmifig besten Test
zum Niveau o fiir H' = (—oco, 6] gegen K definiert (beachte A" (Y}_; x; = ¢) = 0).
Nach Korollar 3.17 besitzt ¢* also eine streng monotone Giitefunktion auf {6 €
R:0<Egp*(X) < 1} =R, was man im hier vorliegenden Spezialfall auch direkt
nachrechnen kann. Es gilt demnach

Egp™(X) < Eg0"(X) < «
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fiir alle 8 < 6y. Andererseits hat @* als gleichmiBig bester Test zum Niveau o
fiir H gegen K fiir jedes 6 # 6p mindestens die gleiche Giite wie ¢y = o, was
insbesondere

Eo@"(X) = Eou(X) = o

fiir alle 0 < 6y bedeutet und im Widerspruch zur vorherigen Ungleichung steht.

Die beschriebene Argumentation gilt generell fiir einparametrige Exponentialfa-
milien und in diesem Fall ebenso fiir das Testproblem

H={60€0:6,<0<6,} gegen K={0€0O:0<6 oder6>6,}.

Ohne darauf nédher einzugehen, sei aber erwiéhnt, dass es auch Verteilungsfamili-
en gibt, z.B. die Klasse (Unif(0,0)")g~¢, fiir die ein gleichmiBig bester Test zum
Niveau o fiir “0 = 6" gegen “6 # 6, existiert.

Kehren wir noch einmal zuriick zum einseitigen Gauf3-Test fiir H = (—oo, 6]
gegen k = (6, o0), definiert durch

. 1, >
ox) = {O falls s, < n6+ Gugn'’?

I} X

[==" Beispiel 3.13]. Dieser lehnt die Hypothese ab, wenn das Stichprobenmittel X,
“signifikant groffer” als 0y ist.
Im Fall H = {6y} gegen K = {6 # 6y} liegt es nahe, die Hypothese abzulehnen,
wenn X,, “signifikant groffer” oder “signifikant kleiner” als 0y ist, was zu dem Test
‘) 1, falls ¥, < 6p— ocin /2 oder %, > 6y + ocan™ /2,
X =
? 0, falls 8g—occin /2<%, <6y+0ccn /2

fiihrt, wobei c1, ¢, > 0 so gewihlt werden, dass Eg,¢* (X) = « gilt. Durch die Sym-
metrie der Normalverteilung um ihren Mittelwert wird eine symmetrische Wahl der
rechten und linken Grenze sinnvoll, d.h. ¢; = ¢y = c. Es ergibt sich dann

o = Eg¢"(X)
= (Gnl/ Z —C) + Pg, ( Z i—6) > )
= Normal(0,1)([—c,c]®) = 2Normal(0,1)((c,)),
also Normal(0,1)((c,)) = a /2. Mit anderen Worten, c ist das o/2-Fraktil ug

der Standard-Normalverteilung. Als plausibles Testverfahren ergibt sich folglich

1
0% (x) = {()’ falls |%, — 6| z Gua/zn_l/z,



3.5 GleichmiBig beste unverfilschte Tests fiir zweiseitige Alternativen 125

genannt zweiseitiger Gauf3-Test. Fiir dessen Giitefunktion Eg @*(X) fiir 6 # 6y no-
tieren wir zum Abschluss

1 - Ego*(X)
1 n
= Py <—Ma/z < W};(X/— 6o) < %/2)

n'/2(6)—0) 1 ¢
= Py (—l/la/2+ p < Gn]/zj;(Xj—e)Sua/g—F

n'/2(6p— 6 n'/2(6p— 6
Normal(0,1) <[—ua/2+ %7 U2+ %

n1/2(909)>

o

< Normal(0,1)([~ug)2,ugp]) = 1—a.

Fiir die Ungleichung in der vorletzten Zeile beachte man, dass die Funktion x —
Normal(0,1)([~ug /2 +X,ug/p +x]) in x = 0 ihr eindeutiges Maximum besitzt, wie
mit Mitteln der Analysis leicht gezeigt werden kann. Es folgt also fiir den zweisei-
tigen Gauf3-Test

Eg0*(X) > a (3.15)

fiir alle 8 # 6y, eine Bedingung, die der einseitige Gauf3-Test nicht erfiillt.

Es iiberrascht nun nicht mehr, dass es gerade die Klasse der Tests mit der Eigen-
schaft (3.15) (ersetze dort “>" durch “>") ist, auf die in Testproblemen mit zwei-
seitigen Alternativen die Suche nach einem gleichmifig besten Test eingeschréinkt
wird. Wir definieren:

Definition 3.22. Gegeben sei ein Testproblem H gegen K. Ein Test ¢ heilit un-
verfilscht zum Niveau a, falls Eg@(X) < o fiir alle 6 € H (d.h. ¢ € Py) und
Ego(X) > a fiiralle 6 € K (d.h. R(0,¢) < 1 — « fiir alle 6 € K) gilt. Es bezeich-
ne @, die Gesamtheit aller unverfélschter Tests zum Niveau ¢. Ein Test @* heif3t
gleichmdfig bester unverfdlschter Test zum Niveau o, falls ¢* € ®j und

Eo@"(X) = e Eo(X)

fiir alle @ € K.

Wir werden schon bald sehen [Beispiel 3.28], dass der zweiseitige GauB3-Test
nicht nur verniinftig, sondern bereits der gleichmifig beste unverfilschte Test zum
Niveau « fiir das Testproblem H = {6y} gegen K = {6 # 6} ist.

Wie in Abschnitt 3.4 liege im Folgenden ein Experiment & = (X,.<7,(Wp)oco)
mit einparametriger Exponentialfamilie (Wyg)gce in natiirlicher Parametrisierung
vor. Wir betrachten zunichst wieder das Testproblem
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H={6p} gegen K={0€0:0+# 60}, (3.16)

wobei 8y ein innerer Punkt von © sei, d.h. (6)— &, 6+ ¢€) C O fiir ein € > 0. Gemih
Satz 1.27 ist dann die Giitefunktion Eg@(X) fiir jeden Test ¢ in (6 — €,60 + €)
beliebig oft differenzierbar, was zu folgendem Lemma fiihrt.

Lemma 3.23. Unter den obigen Annahmen gilt

Dy C ¥y :={p e P:Eg0(X)=aundEqgo(X)T(X)= oEq,T(X)}. (3.17)

Beweis. Sei ¢ € @}, mit Giitefunktion B,(0) = Eg¢. Dann folgt Eq,¢(X) = «
sofort aus der Stetigkeit von 3, zusammen mit der Unverfilschtheit, denn 6 ist ein
innerer Punkt von ®. Ferner hat diese Funktion in 6y ein relatives Minimum, so dass
unter Benutzung von Satz 1.27(c)

0 = By(6) = %C(G) / (p(X)eeT(">v*(dx)|e:90

C'(6o)
=E X)T(X E X
WOOT() + e 00
und daraus (3.17) folgt, da 1 = C(8) [ €T v*(dx) leicht g((gg)) = —[Eq,T(X) im-
pliziert. a

Satz 3.24. In der zuvor beschriebenen Situation sei ¢ € (0,1). Dann gilt fiir das
Testproblem (3.16):

(a) Es existieren c1,cy € R und 1,79 € [0, 1], so dass

Weo (T ¢ [c1,¢2]) + 1Weo (T =c1) +1pWe, (T =c2) = a,

. 2 (3.18)
/[ (@) + X yeWe, (T =e;) = aa,T(X)
e, j=1

(b) Bildet (ci,c3,7;,Y;) eine Losung von (3.18), und definiert man

(9

1, falls ¢ [c},c3]
0 (x) == v, fallsT(x) = cf (i=1,2), (3.19)
0, falls € ()

so ist ©* ein gleichmdfiig bester unverfilschter Test zum Niveau o fiir H
gegen K.

Q)
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Als Hilfsresultat fiir den Beweis des Satzes benotigen wir [vgl. Lemma 3.19]

Lemma 3.25. Fiir jedes b € R\{0} gilt:

(a) Fiir ay,ay € R mit a;b > 0 ist die Menge {y € R : aj +azy > e”'} ein be-
schranktes offenes Intervall.
(b) Zucy,cr € R mit ¢y < ¢ existieren stets ay,ay € R, so dass ab > 0 und

{yER:a1+a2y>eby} = (c1,02).

Beweis. Wegen ab > 0 besitzen a; und b dasselbe Vorzeichen. Die Funktion
f(y) := e” —aj — ayy erfiillt deshalb in jedem Fall limy|_,o f(y) = o. Da f ferner
strikt konvex ist (f”(y) = b%¢? > 0) und f(0) = 1 — ay, ergeben sich die Behaup-
tungen wie in Lemma 3.19. a

Beweis (von Satz 3.24). Der Beweis verlduft in seinen Grundziigen analog zu dem
von Satz 3.18, wobei wir wieder zuerst Teil (b) zeigen wollen.

(b) Sei also @* ein Test der Gestalt (3.19) und 6 € K beliebig, d.h. 8 — 6y # 0.
Aufgrund der Wahl von ¢}, c3, 7], % folgt ¢* € ¥,. Nach Lemma 3.25(b) existieren
aj,a; € R, so dass ax(6 — 6y) > 0 und

0" (x) = {(1)7 falls a) + ax T (x) < £(0=60)T(x)
1
= { ’ falls C(e)e(eT(x) 2 k]C(GO)gG()T(X)+k2c(60)€90T(x)T(x),

wobei kj 1= a;C(0)/C(8) fiir j = 1,2. Wir wenden nun wieder das verallgemei-
nerte Neyman-Pearson-Lemma 3.15 an, und zwar mit m =2, a = (a, aEq, T (X))
sowie

g1(x) 1= C(6)e®T™  gy(x) 1= C(6))e®TOT (x)

(3.20)
und  g3(x) = C(0)eT0),

was P[a] = ¥ ergibt. Es folgt

Egp*(X) = maxEg¢(X)
Q¥
und daraus insbesondere @* € ®§ wegen @y = ¥y. Unter Hinweis auf Lemma 3.23

zeigt dies weiter max ey, Eg @ (X) = maxpequ Eo@(X), was den Beweis von Teil
(b) abschlieft.

(a) Wir zeigen zuerst, dass (&, £, T (X)) einen inneren Punkt der offensichtlich
konvexen Menge
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Q2 = {(Ego(p(X),]Ego(p(X)T(X)) S ¢}

bildet. Seien dazu ¢; und ¢, die gleichmifig besten Tests zum Niveau « fiir die
Testprobleme

H:0<6)gegenK:0>6) bzw. H:0> 6y gegen K : 0 < 6y

und By, , By, ihre gemif Korollar 3.17 und dem anschlieBenden Hinweis auf ganz @
streng monotonen Giitefunktionen. Dann gilt By, (69) = By, (60) = o und aufgrund
der strengen Monotonie ferner S, (60) < 0 < B, (60). Wegen

[5(;,](90) = Eg,0j(X)T(X) —Eg,0;(X)Eq,T(X) = Eg,0;(X)T(X) — atEg,T(X)
fiir j = 1,2 [* Beweis von Lemma 3.23] liefert dies

Eeo(pz(X)T(X) < (X]EQOT(X) < Ego(pl(X)T(X).

Wie man vermége Abb. 3.2 erkennt, folgt nun (a, ol T (X)) €Q, aus der Kon-
vexitit von Q, und

(0,0), (o, Eg, 01 (X)T (X)), (1,Eq,T(X)), (&, Eg,2(X)T(X)) € Q2. (3.21)

B, T(X)

Egy 1 (X)T(X)

a By, T(X)
Egyp2(X)T(X) /

oY 1

Abb. 3.2 Die von den 4 Punkten aus (3.21) aufgespannte konvexe Teilmenge von Q5.

Seien als nichstes 6 € K mit 0 — 6y > 0 und g1,g2,g3 gemal (3.20) definiert.
Wie schon im Beweis von Satz 3.18(a) liefert hier Lemma 3.15(b) die Existenz
eines Tests y* € ¥ der Gestalt

1
vix) = { T falls C(0)eTW = k1C(60)e®T W) + krC(6))e®T T (x)
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1
= {0’ falls falls a; +a, T (x) < (0070,

Y

wobei a; := k;C(6y)/C(0) fiir j = 1,2. Ein Widerspruchsargument wie im Beweis
von Satz 3.18(a) (Fall “a; > 0, ay < 07) liefert hier a, > 0, also a» (6 — 6y) > 0, und
dann vermoge Lemma 3.25(a) die Existenz von ¢y, ¢, mit ¢ < ¢, so dass

. L, ¢ [c1,02]
x) = falls T (x .
v {O, ) € (c1,02)
Setzen wir schleBlich fiir j = 1,2
}/j — W:Cj) f{T=C_/'} l[/*(x)v* (dx), falls V*(T = C]) > 0,
0, fallsv*(T =c;) =0,
so rechnet man leicht nach, dass cy,c2, 71, % die Gleichungen in (3.18) erfiillen. O

Anmerkung 3.26. Wie der vorherige Satz aussagt, werden die kritischen Konstanten
c},¢5, Y, Y fiir den gleichmiBig besten unverfilschten Test ¢@* in (3.19) aus den
Gleichungen (3.18)) bestimmt, was offensichtlich miihsamer ist als im Fall einseiti-
ger Testprobleme. Doch auch fiir diese Aufgabe stehen die schon fiiher genannten
Tafelwerke [15] oder [1]) zur Verfiigung. Besitzt WeTO eine stetige Verteilung, so
vereinfacht sich (3.18) zu

Way (T < i) + Wa(T > c3)

/ T dWg, + / TdWe, = oteq,T(X).
{T<ci} {T>c3}

«,

Eine weitergehende Vereinfachung ergibt sich, falls WGT0 ~“ fiir ein a € R symme-

(T—a)

trisch ist, d.h., wenn WQTO 4= We_(, . Fiir diesen Fall notieren wir:

Korollar 3.27. In der Situation von Satz 3.24 sei WBT) ~4 symmetrisch fiir ein a € R.
Fiir c € R und y* € [0, 1] mit Wo (T —a > c*) +vWe, (T —a=c*) = at/2 sei

1
9" (x) = { v, falls [T(x)—al
0,

: (3.22)

AV
o

Dann ist @* gleichmdffig bester unverfdilschter Test zum Niveau o. fiir H gegen K.

Beweis. Man hat lediglich nachzurechnen, dass ¢* in (3.22) von der Gestalt (3.19)
mit ¢cf =a—c*, ¢ =a+c*, ¥ =¥ = y* ist und ein Element von ¥ bildet, also
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die Gleichungen (3.18) erfiillt. Wir iiberlassen dies dem Leser zur Ubung und geben
hierzu noch den Hinweis, dass Eg, ¢ (X)(T(X) —a) = 0 gilt. O

Beispiel 3.28 (Zweiseitiger Gauf3-Test). Kehren wir noch einmal zuriick zu der Si-
tuation in Beispiel 3.21 mit n unabhingigen, jeweils Normal(0,c?)-verteilten ZG
X1,..., Xy, auf deren Basis H = {6y} gegen K = {6 # 6y} getestet werden soll,
wobei 62 > 0 als bekannt vorausgesetzt wird. Es liegt eine Exponentialfamilie in
T(x) =Yi_; x; vor, und die Verteilung

Xi—6
Ki=&) _ Normal(0,nc?)

Tfne() o Z.r;:l
Wa, = IF’GO
ist symmetrisch. Wir erhalten daher als gleichmifig besten unverféalschten Test zum
Niveau o

>
< c(Normal(0,nc?), 00/2)

AN

1
) = {7 fall
0" (x) {0 alls

i(xj —6)
=1

Eine einfache Umformung liefert weiter

W= Y s |y o) = <
9 (x) = 0, asm ;(xj— o) < onl? a/2
)b falls |%, — 6o| ” Gugon 2
0, n < o/2 )

d.h. den zweiseitigen GauB-Test in 3.21.

Kommen wir abschlieend, unter Beibehaltung der zuvor gegebenen Situation,
zu dem Testproblem

H={0:0,<0<6,} gegen K={6:60<060der6> 6} (3.23)

mit 0; < 6,, das sich sehr einfach unter Benutzung der Ergebnisse des vorherigen
Abschnitts behandelt ldsst. Wir nehmen an, dass 0; und 6, innere Punkte von ®
sind. Dann folgt aus der Stetigkeit der Giitefunktion leicht fiir die Menge der un-
verfilschten Tests zum Niveau o

Dy C {ope@:Epo(X)=Eg@(X)=a}. (3.24)

Satz 3.29. Neben den zuvor gemachten Annahmen sei o, € (0,1). Dann gilt fiir das
Testproblem (3.23):

(a) Es existieren ci,cy € Rund y1,% € [0,1], so dass fiir j € {1,2}

Wej(T §é [01,02]) aF Y]W@]. (T = Cl) —l—’}’zWej(T = 02) = . (3.25)
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(b) Bildet (ci,c3,Y;,Y;) eine Losung von (3.25), und definiert man

1, falls ¢ [c},c3]
0 (x) == v, fallsT(x) = cf (i=1,2), (3.26)
0, falls € (cf,c3)

(also genauso wie in (3.19)) so folgt:

(1) R(G, (p*) = IIlil‘l(pJEe1 9(X)=Eq, p(X)=at R(e, (p)fur alle 6 ¢ {61, 92}.
(2) @* ist ein gleichmdfSig bester unverfilschter Test zum Niveau o fiir H
gegen K.

Beweis. (a) Nach Satz 3.18(a) existieren ¢j,c2 € Rund 71,7 € [0, 1], so dass
ng(cl <T<ec)+(1 —’}’1)W9/.(T =c1)+(1 —}/z)Wej(T =0)=1-a

fiir j € {1,2} gilt, was offensichtlich zu (3.25) dquivalent ist.

(b) Hier ergeben sich sdmtliche Behauptungen unter Benutzung von Satz 3.18(b),
denn y* = 1 — ¢* erfiillt die dortigen Voraussetzungen mit 1 — ¢ anstelle von «. Fiir
den Nachweis der Optimalitdt von ¢* unter den unverfilschten Tests zum Niveau o
benutze man (3.24), die Unverfilschtheit von ¢* sichert (b.1) des genannten Satzes,
wenn man Qg = @ € PF beachtet. O

3.6 Der ¢-Test fiir den Mittelwert bei Normalverteilungen: Eine
heuristische Herleitung

Betrachten wir wieder ein statistisches Experiment, das auf n stochastisch un-
abhiingigen und jeweils Normal(u,?)-verteilungen Beobachtungen X, ..., X, ba-
siert, wobei jedoch im Gegensatz zu den vorhergehenden Abschnitten sowohl der
Mittelwert i als auch die Varianz 6 unbekannt seien. Als Parameterraum liegt also

0 = {6=(u,6%):nueR,6?>0} = Rx(0,)

vor. Man will die Vermutung p > g iiberpriifen und betrachtet dazu das einseitige
Testproblem

H={(u,6%): u < po,0° >0} gegen K={(1,0%):u>p,c°>0}.

Dieses Problem lésst sich mit den bisherigen Methoden nicht behandeln: In der Ver-
mutung wird zwar nur etwas {liber den unbekannten Mittelwert u geduflert, jedoch
geht die ebenfalls unbekannte Varianz o2 als sogenannter Stirparameter (nuisance
parameter) in die Gestalt der Dichten ein. Hypothese und Alternative sind jetzt
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zweidimensionale Mengen, und um sinnvoll etwas iliber die Vermutung “u > py”
aussagen zu konnen, bedarf es auch einer Beriicksichtigung der Information, die die
Messwerte iiber 6 liefern.

Um zu einem sinnvollen Test fiir das Problem zu gelangen, wollen wir in diesem
Abschnitt ein heuristisches Vorgehen wihlen: Wire o2 bekannt, wiirden wir den
einseitigen Gaul3-Test

1 n'/2(x, — o)
={ 7 fall n
¢(x) {0 alls p

>
U
, <

aus Beispiel 3.13 benutzen. Da wir ¢ nicht kennen, erscheint es naheliegend, fiir o
einen geeigneten Schiitzwert 6 (x) einzusetzen, und wir erhalten

~ 1, n'/2(x, — o) >
ox) = {O, fallsw <

c.
Dabei sind der Schitzer 6 und die Konstante ¢ moglichst so zu wihlen, dass ein

unverfilschter Test zum Niveau « resultiert. Aus der Schitztheorie wissen wir [F5°
2.50 und 2.55], dass

) = Y (-5

einen GBES fiir die Varianz definiert, was folgenden Test bei geeigneter Wahl von
¢ nahelegt:

(3.27)

o)

~ 1, n'/2(x, — o
(p(x) = {0 falls | , ( - )2 2 <
’ (5 =1 (Xj = Xn) )es

Um zu untersuchen, ob wir so zu einem unverfilschten Test zum Niveau o ge-
langen, haben wir uns mit der Verteilung der Teststatistik
n1/2 (in - .uO)
1 _
(ot X (xj — %)) /2

unter jedem Wy zu beschiftigen, wobei wir zunéchst die unter Wio,02) betrachten
wollen, d.h.

T(x) =

1/Z(X — o)
WL o =P 0 b H €.
(to,02) (Ko,07%) <(n11 Z;gzl(Xj_Xn)Z)l/Z

Die folgende Uberlegung zeigt, dass diese Verteilung nicht von lo und 6* abhdngt.
Definieren wir ndmlich

Yj =

X —
Jg““ fir 1<j<n,
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so sind Y1,..., ¥, unter W, 52 stochastisch unabhéingig und jeweils Normal(0, 1)-
verteilt. Ferner gilt aber auch

nl/2()‘(n _ “0) _ nl/ZYn
GE I (X=X G =TV

wie eine einfache Rechnung zeigt, so dass

n'/2(X, — o) n'/?X,
P — e | =P — €.
0 (( SN 7 A Tl A N s o AT

n—1 &j n—1 &j

Als néchstes erinnern wir uns daran, dass in Beispiel 2.47 als Folgerung aus dem
Satz von Basu gezeigt wurde, dass X, und 17 ¥7_, (X; — X,)* unter jedem P, 2,
stochastisch unabhingig sind. Weitergehende Auskunft gibt der folgende

Satz 3.30. Es seien Yy, ..., Y, stochastisch unabhdingige und jeweils Normal(0, 1)-
verteilte ZG mit Y, = % ;!:1 Y;, wobein > 2. Dann gilt:

n n—1
Y- L YL, (3.28)
j=1 j=1
nl/ZYn d Yo d
- = = . = In-1, (3.29)
LI -T2~ L E= v
wobei t,, fiir n > 1 die A -Dichte
F(%) x2 —(n+1)/2
() = ——20 (g E 3.30
) = F ) (%) =

besitzt und als (Studentsche) t-Verteilung mit n Freiheitsgraden oder auch kurz
als t,-Verteilung bezeichnet wird.

In Form und Lage sehen sich die Dichten der 7-Verteilung und der Standard-
Normalverteilung sehr dhnlich, wie Abb. 3.3 illustriert. Allerdings hat die ¢-Vertei-
lung lediglich polynomial gegen O fallende Flanken (engl. tails), wihrend die
der Standard-Normalverteilung exponentiell gegen O konvergieren. Als einfache
Gedichtnishilfe fiir die #-Verteilung mag die symbolische Schreibweise

N Normal(0,1)
Vi

dienen, wobei Zihler und Nenner stochastisch unabhéngig sind.

(3.31)
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0.3

0

-4 -2 0 2 4

Abb. 3.3 Dichten der -, tj0-, 20~ (grau, von unten nach oben) und Normal(0,1)-Verteilung
(schwarz)

Beweis (von Satz 3.30). Sei Z = (Z1,...,Z,) " ein Zufallsvektor mit n-dimensionaler
Normalverteilung mit Mittelwertvektor v € R"” und symmetrischer, positiv definiter

Kovarianzmatrix X, d.h. Z 4 Normal,(v,X). Nach Satz 30.9 in [2] gilt fiir jede
orthogonale n X n-Matrix C:

cz L Normal,(Cv,CECT).

Wenden wir dies in der vorliegenden Situation auf ¥ = (¥1,...,¥,) " an, so folgt aus
— Normal,(0,1,) offensichtlich

cy £ Normaln(CO,CInCT) = Normal,,(O,CCT) = Normal,(0,1,)

fiir jedes orthogonale C, d.h. mit Y, ..., Y, sind auch die Komponenten von CY wie-
der unabhéngig und jeweils Normal(0, 1)-verteilt. Wihle nun irgendeine orthogo-
nale Matrix C mit erstem Zeilenvektor (n’l/ 2, ...,n’l/ 2). Es folgt fiir X = CY offen-
sichtlich X; = n-1/2 Z;?:l Y; sowie X; = Wy fiir 2 < j < n, wobei c\Y) den j-ten
Zeilenvektor von C bezeichnet. Aus der Léngentreue orthogonaler Abbildungen er-
gibt sich aber weiter

T (Y= ¥,)? besitzt also dieselbe Verteilung wie die Summe von 7 — 1 unabhiingi-
gen quadrierten Normal(0, 1)-verteilten ZG, was (3.28) unter Hinweis auf Satz 3.19
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in [2] beweist. Aulerdem folgt erneut die Unabhiéngigkeit von Stichprobenmittel
und Stichprobenvarianz [#¥ 2.47], denn

¥, = n'2X; und

Zum Beweis von (3.29) miissen wir nach den vorhergehenden Uberlegungen und

unter Beachtung von n'/2%, 4 Normal(0,1) nur noch zeigen, dass die #,-Verteilung
tatsichlich die in (3.30) angegebene Dichte besitzt. Unter Hinweis auf (3.31) be-
trachten wir dazu die ZG U/\/V /n, wobei U und V stochastisch unabhingig sind

mit U £ Normal (0,1) und V 4 x2. Durch Differentiation von

P(\/V/n<t)=P(V <nt?), tec(0,),
nach ¢ folgt leicht, dass \/V /n die A-Dichte

_ . 2m o (n/2)—1 —n2)2
h(t) = 272 (n)2) (nt) e L0 (1)
nn/2 | 2
_ n—1_,—nt=/2
WP ¢ el

besitzt. Vermoge Satz 24.5 in [1] erhalten wir nun

¢ nn/2

N S S o) S A
Jal) /0 am)2° 20721 (n)2)
(nt1)/2

0 2.2
_ g2 4m)/2 g,
(nm) 122002 (n)2) /0 ¢

n+1)/2 “ 2y \"? e [ 2y —1/2d
B (nn)]/22<"*]>/21"(n/2)/0 <x2+n> x> +n <x2+n) Y

2
nflefm‘ /2 dt

o 2 \! /2 1 2y -1/2
lper Substitution t = (x2 +n> und dr = a2 dy
1 2\ D2 e
= (14 (=172 = gy,
e ) e
Es folgt (3.30), da das letzte Integral bekanntlich I (%) entspricht. O

GemiB Satz 3.30 besitzt die in (3.29) gegebene Teststatistik 7" also unter jedem
W( 10,62)> 02 >0, eine t,—1-Verteilung [beachte (3.30)], deren o-Fraktil im Folgen-
den mit#,_ ¢ bezeichnet wird. Sei nun @ der in (3.27) definierte Test mit ¢ =1,,_1 ¢,
d.h.

~ 1, n'/2 X, —
Px) = {0 falls ——— ( ”_0)2 75 < I-la
’ (X (o —%)?) 77 S
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Dann heiBt ¢ einseitiger t-Test fiir H: “u < py” gegen K: “u > py”. Ganz entspre-
chend kann man fiir das zweiseitige Testproblem H: “u = uy” gegen K: “u #£ uy”
den zweiseitigen t-Test

~ 1, n'2x, —
P = g, falls —— [ “f)lz 75 ntap
’ (i (= %0)2) 7 S

heuristisch aus dem zweiseitigen Gaul3-Test herleiten. Es gilt dann:

Satz 3.31. ¢ und ¢ bilden unverfiilschte Tests zum Niveau o, fiir die Testprobleme
H = (—oo, lp] % (0,00) gegen K = (U, ) X (0,00) bzw. H = {lp} % (0,00) gegen
K = (R\{to}) x (0, 00).

Die ¢-Verteilung ebenso wie den 7-Test verdanken wir
dem engl. Statistiker WILLEM SEALY GOSSETT, der
nach seinem Studium der Chemie und Mathematik
in Oxford 1899 an der Dubliner Guiness-Brauerei
zu arbeiten begann. Guinness war ein fortschrittli-
cher agro-chemischer Betrieb, und Gosset wandte
sein statistisches Wissen, das er zuvor bei Studien
und Versuchen im biometrischen Labor von KARL
PEARSON erworben hatte, sowohl in der Brauerei
als auch in der Landwirtschaft an, um die beste
Gersten-Qualitit fiir die Bierherstellung zu erzeugen.
Nachdem ein anderer Wissenschaftler bei der Braue-
rei eine Arbeit publiziert hatte, die — zum Schaden
der Brauerei — Betriebsgeheimnisse enthielt, verbot
die Brauerei ihren Mitarbeitern, irgendwelche Arbei-
ten zu verdffentlichen. Aus diesem Grund war Gos-
W.S. GOSSET (1876-1937). set gezwungen, seine Ergebnisse unter einem Pseud-
onym zu verdffentlichen, wobei er den Namen “Stu-

dent” wihlte [8]. Dies erkldrt auch die Bezeichnung “Studentsche ¢-Verteilung”.

KARL PEARSON (1857-1936) hatte ein sehr gutes Verhiltnis zu Gosset und half ihm bei der
mathematischen Kleinarbeit in seinen Schriften. Obgleich dies auch fiir die o.g. Arbeit [8]
von 1908 der Fall war, entging ihm dabei ihre Bedeutung, da sie sich mit kleinen Stichpro-
bengroBen befasste, ein typisches Problem einer Brauerei, nicht dagegen eines Biometers,
der iiblichweise hunderte von Stichproben zu Verfiigung hat.

Karl Pearson war iibrigens der Vater von EGON PEARSON (1895-1980), der 1933 gemein-
sam mit JERZY NEYMAN das fiir die Testtheorie fundamentale, nach ihnen benannte Lem-
ma 3.1 bewies. Quelle: [20].

Beweis (von Satz 3.31). Wir zeigen zunichst die Behauptung fiir ¢. Fiir alle u € R
aund 62 > 0 gilt nach Satz 3.30 und den zugehérigen Voriiberlegungen

nl/Z(Xvn _ .U'_O)
G T (X —X,)2)1/2

E(u,cz)a(x) = ]P(/.L,cﬂ) >hi-1,a



3.7 Bedingte Tests 137

n'2(X, — )
P, 52y > >hla | =Q,
(1,62) <(n11):»]z=1(xj_xn)2)1/2 o

falls u § Uo, was offensichtlich das Gewiinschte liefert.

VIIA

Das Argument fiir ¢ ist etwas schwieriger und bedarf der Ausnutzung der Un-
abhingigkeit von Stichprobenmittel und Stichprobenvarianz. Bezeichne O die von
(1,0?) unabhingige Verteilung von (-1 Zﬁzl(@)z)]/z, @ die Verteilungs-
funktion der Normal(0, 1)-Verteilung, und sei A := y — L. Dann ergibt sich

~ n'2|X, — pol
S P = e <<n% IR ACTER

o nl/? X, —u+A
= 0 ]P)(u.,cz) <|o_'u > Xp_1,a/2 0O(dx)

= /0 Po,1) ( >xtn_17a/2> O(dx)
- W24 vy
= /0 <1 — P (— p= +th_17a/2> + @ (— p- —xtn_l_’a/2>> Q(dx)

Benutzt man nun noch die (schon vor (3.15) erwihnte) Tatsache, dass die Funktion
r—1—®(r+s)+ ®(r—s) fiir jedes s > 0 ihr Minimum im Punkt r = 0 annimmt,
so lésst sich die letzte obere Zeile weiter nach unten abschétzen durch

1/2

Bl ®X) = [ (1= ®laty 1 aj2) + Bty 1.02) Q(d)

n1/2|Xn_l~L|
=P 2 7 = >tn71, 2 = o,
e (( ISR ACTER

n—1
was den Beweis abschlief3t. O

Dass @ und ¢ sogar gleichmiiBig beste unverfilschte Tests zum Niveau o fiir
die jeweiligen Testprobleme bilden, ist keineswegs klar und bedarf zunéchst einer
geeigneen Theorie fiir Modelle mit mehrdimensionalem Parameter. Diese wird in
den néchsten drei Abschnitten bereitgestellt.

3.7 Bedingte Tests

Gegeben sei wieder ein beliebitges statistisches Experiment & = (X, ., (Wp)gco),
jetzt allerdings mit mehrdimensionalem Parameterraum ® C R?, d > 2. Betrachten
wir dann ein Testproblem H gegen K = ® — H, wobei H und K einen gemeinsamen
topologischen Rand J besitzen, so muss die Giitefunktion jedes unverfilschten Tests
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