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1 Einleitung

Die Theorie der grolen Abweichungen ist ein Zweig der Wahrscheinlichkeitstheorie.
Ihr Ausgangspunkt sind Konvergenzsétze wie etwa das Gesetz der grolen Zahlen, der
Satz von Glivenko-Cantelli oder die Ergodensitze. Diese besagen ganz grob gespro-
chen, dass Zufallsvariable im Schnitt iiber grofie Populationen anndhernd konstant
gleich ihrem Erwartungswert sind und dass grofle Fluktuationen um dieses typische
Verhalten unwahrscheinlich sind. Die Kunst der Theorie der groflen Abweichungen
ist es, die Wahrscheinlichkeit solch untypischen Verhaltens zu qualifizieren.

Die Wurzeln fiir diese Theorie sind vielféltig:

1. Schon Boltzmanns Untersuchungen zur statistischen Mechanik, die die Wahr-
scheinlichkeit, ein grofles System von Teilchen in einem untypischen Zustand
zu finden, ins Verhéltnis zu seiner Entropie setzen, und die in dem Boltzmann-
schen Gesetz

S =klogW

(wobei S' die Entropie und W die Wahrscheinlichkeit des Systems ist) gipfeln,
konnen als ein erstes Prinzip der groen Abweichungen betrachtet werden.

2. In der Statistik ist es naheliegend, den empirischen Mittelwert %Z?:l X; als
guten Schétzer fiir den Erwartungswert EX7, einer Zufallsvariablen X; zu neh-
men (dabei seien X, X3, ... i.i.d. Kopien von X;); ebenso lisst sich das empi-
rische MaB L,, = £ 3" | 0, (S das Dirac-MaB) als guter Schétzer fiir die Ver-
teilung einer Zufallsvariablen verstehen. Will man diese Schétzer tatséchlich
benutzen, so stellt sich die Frage, wie schnell diese gegen den wahren Wert
konvergieren, d. h. wie grof§ die Wahrscheinlichkeit eines abweichenden Ver-
haltens ist. Dies war die Fragestellung von Cramér und Sanov in den 1930er
bzw. 1950er Jahren.

3. Varadhan stiefl bei der Analyse der Losung gewisser partieller Differentialglei-
chungen auf Integrale der Form

/ e F@ap, (z),

wobei die Mafe P, sich ebenfalls auf einer e~"™-Skala konzentrieren. Diese erin-
nern an Integrale deren asymptotisches Verhalten schon Laplace studierte (er
zeigte, dass fiir die Integrale der Form [ €""(*)dz im Wesentlichen der Maxi-
malwert z&hlt). Die Frage ist, wie sich diese auswerten lassen.

Heutzutage werden Prinzipien grofler Abweichungen als eine natiirliche Analyse des
Fluktuationsverhaltens von Zufallsvariablen betrachtet, vergleichbar etwa mit dem
Zentralen Grenzwertsatz.

Wir wollen in den vorliegenden Notizen zunéchst einige prinzipielle grofle Abwei-
chungsresultate sammeln. Einige theoretische Resultate erlauben es dann, diese Re-
sultate auf andere Situationen zu iibertragen. Diese sollen vorgestellt werden.
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Ein besonderes Augenmerk liegt auf Anwendungen, in denen eine Theorie der grofien
Abweichungen einen entscheidenden Beitrag zum Versténdnis der Modelle liefert.

Die Theorie der groflen Abweichungen ist im Laufe der vergangenen 40 Jahre so
umfangreich geworden, dass es unmoglich ist, im Rahmen eines Kurses einen um-
fassenden Uberblick iiber diese Theorie zu geben. Interessierte Leser seien auf die
Biicher von Dembo und Zeitouni [DZ], den Hollander [dH] oder auf die #ltere Uber-
sichtsarbeit von Varadhan [V] fur eine tiefergehende Lektiire verwiesen.

2 Der Satz von Cramér

Bereits in den Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitstheorie haben wir ein wichtiges
Prinzip der groflen Abweichungen kennengelernt. Um dies in den formalen Rahmen
der Vorlesung einzubetten, definieren wir zunéchst, was wir unter dem Prinzip der
groffen Abweichungen verstehen wollen.

Definition 2.1 FEs sei (X, X) ein metrischer Raum mit seiner Borelschen o-Algebra.
Wir sagen, dass eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P,), auf (X, X) einem
Prinzip der groflen Abweichungen (kurz: LDP) mit Ratenfunktion I : X — [0, o0]
und Geschwindigkeit a,, geniigt, falls

1. Fiir jedes L < oo die Niveaumengen
Np={z:I(z) <L}
kompakt sind.

2. Fir alle offenen Mengen G C X gilt

lim inf 1 logP,(G) > — inf I(x).

n—00 zeG

3. Fiir alle abgeschlossenen Mengen A C X gilt

1
limsup — logP,(A) < — inf I(z).

n—oo Qn z€A

Wir sagen, eine Folge (X,), von Zufallsvariablen geniigt einem LDP, falls (PXn)
dies tut.

Bemerkung 2.2 Oftmals unterscheidet man in der Literatur zwischen guten Ra-
tenfunktionen, fir die Ny wie in Definition 2.1 fir alle L > 0 kompakt ist, und
gewohnlichen Ratenfunktionen, fir die Ni nur abgeschlossen ist (was der unteren
Halbstetigkeit von I entspricht).



Nun kommen wir zu einem ersten LDP, das wir schon in der WT II kennengelernt
haben.

Theorem 2.3 FEs sei (X;) eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen , die
o(t) :=Fe™ <00 VYVt

erfillt und die zudem nicht Dirac-verteilt seien. Sei S, =Y . | X;. Dann gilt fir
alle a > EX, die folgende Gleichheit:

nllj& % log P(S,, > na) = —1(a), (1)
wobes
I(a) := Sup [ta —(t)] (2)
und
(t) = log (1) (3)
gilt.

Beweis: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass a = 0 und
EX; < 0 gilt (substituiert man namlich X; — X + a, so ersetzt man auch ¢(¢)
durch e®p(t). Mit I(-) — definiert wie in (2) — verschiebt sich dann auch I(a) zu
1(0)). Wir schreiben in der Folge

g = inf o(?)

und bemerken, dass
I(0)=—logg mit I(0) =00 fallsg=0
gilt.

Nun folgt mithilfe der exponentiellen Chebyschev—Ungleichung fiir alle positiven ¢

P(S, > na) < e tav®) (4)
und somit 1
lim —logP(S,, > na) < — sup [ta — ¥(t)]. (5)
n=oo 1 teR+

Um das Supremum iiber die ganze reelle Achse auszudehnen, iiberlegen wir, dass ¢
eine strikt konvexe Funktion ist. Es ist offenbar ¢'(0) = EX; < 0 (nach Annahme).
Wir unterscheiden drei Félle, je nachdem, wo P seine Masse hat.

o P(X, <0)=1.
Dann ist ¢'(t) = [ zedP*(x) < 0 fiir alle t € R. Somit ist ¢ strikt fallend.
Es ist somit
g = lim ¢(t) =P(X; =0) =0.

t—o0
Da auch
P(S,>0)=0

gilt, haben wir in diesem Fall schon (1).
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e P(X;<0)=1und 1 #P(X; =0) > 0.
Wie oben zeigt man, dass ¢ strikt fallend ist und
lim p(t) = g =P(X; =0) > 0.

t—o00

Da in diesem Falle

gilt, folgt auch hier (1).

e P(X; <0)>1und P(X; >0)>0.
Dann gilt offenbar lim;_, 1+, ¢(t) = oo und da ¢ wie oben bemerkt strikt konvex
ist, gibt es ein eindeutiges 7, so dass ¢ in 7 minimal wird. Fiir diese 7 gilt
natiirlich ¢'(7) = 0 und 7 > 0, denn die Ableitung von ¢ ist in 0 negativ.
Somit gehort 7 zu den in (4) zuldssigen ¢ und es gilt daher

P(S, > 0) < Ee™" = (o(7))" = ¢",

also .
limsup — log P(S,, > 0) < logg.
n

n—oo

Um zu zeigen, dass log g auch eine untere Schranke ist, verwenden wir eine
Technik, die als Tilten oder exponentielle Mafitransformation bekannt ist. Die
Idee hierbei ist es, die zugrunde liegende Verteilung der X; so zu verschieben,
dass der Erwartungswert 0 (also unser a) ist. Dann wissen wir aus den Gesetzen
der groflen Zahlen, dass sich 5, so wie na verhalten wird. Wir kassieren aber
einen ”Strafterm” dafiir, dass wir die Verteilung gedndert haben.

Genauer fithren wir eine neue Folge (Y;) von ii.d. Zufallsvariablen ein, die
gemif () verteilt sind, wobei

)= e
& —ge

besitzen. () heifit auch die Cramér-Transformierte von PP. Bemerke, dass

[e.e]

g=p(r) = / VAP (y).

—00

Wir benétigen nun die folgenden drei Lemmata.
Lemma 2.4 FEs gilt EY =0 und VY € (0, 00).
Beweis: Wir bezeichnen mit ¢(t) = Ee®*. Dann erhalten wir fiir alle t € R
I tx Y 1 ter Ta X 1
o(t) = [ e®dQ" (x) = — [ e™e™dP* (x) = —p(t + 7) < 0.
R 9 Jr 9
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Dies impliziert, dass mit ¢ auch ¢ eine C'"*°~Funktion ist. Damit ergibt sich

1
EY = ¢'(0) = ;@’(T) =0 und

VY = ¢"(0) = %]90”(7) € (0, 00).

O

Lemma 2.5 Es sei T,, = Y. Y. Dann gilt

P(S, > 0) = g"E(e” ™" Ly, >0y)-
Beweis: Beachtet man, dass

P(S, > 0) = / dPX (z1) ... dP*(z,)
Z?:1 ;>0
_ / ge ™ dQY (x1)] ... [ge ™ dQY (x)),

2?:1 x>0

so folgt die Behauptung. |

Lemma 2.6 FEs gilt

1
liminf — logE(e" ™" 17, 50y) > 0.

n—oo 1

Beweis: Aufgrund von Lemma 2.4 kann man den Zentralen Grenzwertsatz
auf T,, anwenden. Wéhlen wir nun eine Zahl C' > 0 so, dass

1 /C ]
V2 Jo 4
gilt, erhalten wir die folgende Schranke

T,
VVYiy/n

Da die Wahrscheinlichkeit rechts fiir n gegen unendlich gegen eine Zahl > i
konvergiert, folgt die Behauptung. |

E(e—ﬂ'Tn ]-{TnZO}) > e—TC\/VYl\/ﬁ]P) (

€ [0, (J)) :

Der Beweis des Theorems ergibt sich nun, da aus Lemma 2.5 zusammen mit
Lemma 2.6 folgt, dass

1 1
lim inf ~P(S, > 0) = log g + liminf —E(e" """ 1{7,50;) > log g.
o >

n—oo M n—oo

Dies ist die Aussage des Theorems.



Bemerkung 2.7 Durch Ubergang von X, auf —X; und der Beobachtung, dass dies
die Ratenfunktion nicht dndert, erhalten wir aus Satz 2.3 auch

1
lim —log P(S,, < na) = —1(a)
n
fiir alle a < EX;.

Da nun I(z) =0 < x =EX;, denn

o [(z) =sup,tz —Y(x)] > —(0) =0, Vz und

o [(EX,) =sup,tEX; —¢(t)] < sup,tEX; —logexptEX; | =0

Jensen

und auflerdem I strikt konvex ist auf

Dy :={x: I(x) # oo},

folgt
1
lim —log P(S, <na) =— inf I(z)
n z€(—o00,a]
fir alle ¢ < EX; und
1 .
lim —log P(S,, > na) = — inf I(x).
n x€la,00)

Dies impliziert aber auch

1 Sh, :
lim — log P(— =— inf I(x).
im —log ( € (a,b)) inf I(x)

z€(a,b)
Z. B. idiberlegt man fir EX; <a <b< oo
.1 Sh .1
lim —logP ( — € (a,b) | =lim — log (P(S,, > na, —P(S,, > nb))
n n n

< limllog P(S, > na) = —I(a) = inf I(z)
n

z€(a,b)

und

n—oo 1

1 n . 1
lim Elog]P’ (% € (a,b)) > lim —logP(S, > na)(1 —¢)=—1I(a) Ve>D0.
n—oo

Schliefilich erhdlt man hieraus das LDP fiir % mit Geschwindigkeit n und Rate I,
indem man beliebige Mengen durch Intervalle approximaiert.



Beispiel 2.8 Sind die (X;) i.i.d. N'(0,0?)-verteilt, so ist

wie man leicht nachrechnet.

Beispiel 2.9 Wir haben schon in der Vorlesung tiber Wahrscheinlichkeitstheorie
gesehen, dass fir (X;) die i.i.d. verteilt sind

l—p=PX;=0)=1-P(X; =1)
die Ratenfunktion durch

1—
I(x) :xlogf—i—(l—aj)log . g H(z|p)
p

gegeben ist.

Bemerkung 2.10 Aufgrund des Borel-Cantelli-Lemmas impliziert ein LDP wieder
das Gesetz der groffen Zahlen fiir %”

3 Allgemeine Techniken und Prinzipien

In diesem Abschnitt sollen Mafle studiert werden, die einem LDP geniigen. Es wer-
den sich einige Figenschaften herauskristallisieren, die ganz allgemein gelten. Des-
weiteren werden wir gewisse Ubertragungsmechanismen aufzeigen, die uns erlauben,
wieder neue Prinzipien der grolen Abweichungen zu erhalten. Wir beginnen damit,
die exponentielle Konvergenz, die die Grundlage von Bemerkung ?7 ist, im allge-
meinen Rahmen zu studieren. Hier gibt es keinen Grund, dass eine Ratenfunktion
genau eine Nullstelle besitzen sollte (dies ist im Allgemeinen auch falsch, wie wir
spéter sehen werden). Dennoch bekommen wir eine exponentielle Konzentration auf
"kleine” Mengen:

Satz 3.1 Sei (P,), eine Folge von Majflen, die einem LDP mit Geschwindigkeit n
und Ratenfunktion I geniigt. Dann gibt es fiir jedes { < oo eine kompakte Menge
D¢, so dass

P(DYY>1—-e™ Vn.

Beweis: Nach Annahme sind die Niveaumengen
Ap=A{z:I(x) <l+2}

kompakt, sie konnen also fiir jedes k durch eine endliche Menge kompakter Kugeln
vom Radius % iiberdeckt werden. Ihre Vereinigung sei Uj. Es ist

I(x) > 1+ 2
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auf der abgeschlossenen Menge Ujy. Daher folgt aus der oberen Abschétzung des
LDP

M% logP,(Af) < —({ +2)
und somit fiir n hinreichend grof§ (n > ng)
P, (AS) < e D),
O.B.d.A. ist ng = ng(k) > k und daher fiir n > ny
P,(AS) < e ke .

Fiir die ersten Indizes j = 1,...,n9(k) konnen wir ohnehin kompakte Mengen
By, ..., Byy, finden, so dass

P;(By ;) < e Fe it Wy
gilt, denn einzelne Mafe sind natiirlich straff. Wir setzen

D'=E={\4U (U Bi.j)).

E ist total beschriinkt (Ubung) und daher kompakt, da polnische Réume vollstéindig
sind. Weiter gilt
Pn(Ec) < [Z 6—k]6—n£ < e—né.

k>1

Bemerkung 3.2 Die Figenschaft, die wir hier nachgewiesen haben, erinnert an das
Straffheitskriterium von Prohorov. Allerdings konzentrieren sich die MafSe schneller
als dort. Wir nennen die Eigenschaft daher (super-) exponentielle Straffheit.

Wir wenden uns nun Situationen zu, bei denen sich ein LDP von einer Situation auf
eine verwandte Situation iibertragen l&sst.

Satz 3.3 Seien (P,), und (Q,), zwei Folgen von Mafen, die einem LDP mit Ge-
schwindigkeit a, und Rate I1(-) bzw. J(-) geniigen. Dann geniigt auch die Folge der
Produktmafie R, = P, ® Q, auf X XY einem LDP mit Geschwindigkeit a,. Die
Rate ist gegeben durch

K(z,y) =1(z) + J(y).

Da der Beweis typisch fiir einige Techniken in den grofien Abweichungen ist, geben
wir ihn schrittweise.

Beweis: 1. Schritt: Sei
(,y)=2z€ Z=XxY.
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Sei € > 0. Wir wollen zeigen, dass es eine offene Umgebung N = N, . von z gibt, so
dass

T logR,(N) < —K(2) +¢ (6)

n

gilt. Da I von unten halbstetig ist, gibt es eine offene Menge U; C X, so dass
I(x") > I(x) — § fiir alle 2" € U, gilt. Wir wihlen (da U offen ist) eine offene Menge
Ug Q X mit

z €Uy, CU, CU.

Wegen des LDP fiir (P,,) gilt

1 1 _
im— log P, (Us) < Tm— log P, (T) < — inf I(2) < —I(x)+ <.

Analog findet man offene Mengen Vi, Vo C Y mit y € Vo C V5, C V; und

— 1 —1 —
Tim— log Q, (V) < T~ log Qu(V3) < — inf J(y) < —J(y) + .

Qn n yeVa 2
Wenn wir N = Uy x V; als offene Umgebung von z wihlen, sind wir fertig mit (6).

2. Schritt: Sei D C Z kompakt und € > 0. Wir wollen nun zeigen, dass fiir eine
e-Umgebung D. O D von D gilt

—1
— 1 o ‘
llmn log R, (D;) < ZlggK(z) +e (7)

Aus Schritt 1 wissen wir, dass fiir alle z € D eine Umgebung N, existiert, so dass

—1
lim—logR,(N,) < —K(z)+e < — inlf;K(z) +e
n z€

gilt. Aufgrund der Kompaktheit von D enthélt die offene Uberdeckung { N, }.cp von
D eine endliche Teiliiberdeckung {N; : 1 < j < k}. Fiir D, = U§:1 D; erhalten wird

Rn(Da) <k- sup Rn(D])
=1,...,k

J=L

und daher )
lim— logR,(D,) < — inf K(z) +e.

(07% zeD

Da ¢ beliebig war, folgt (7).

3. Schritt: Aus der superexponentiellen Straftheit (Satz 3.1) wissen wir, dass es fiir
jedes ¢ kompakte Teilmengen A, und By von X bzw. Y gibt, P,(A4S) < e~** und
Qu(BS) < et Setzen wir C; = Ay X By, so ist Cy nach dem Satz von Tychonov
kompakt und es gilt

R, (Cf) < 2e7*.

Nun schreiben wir eine beliebige abgeschlossene Menge C' C Z als
C=(CNnC)U(CNCY).
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Damit bekommen wird

mi logR,(C) < mi log 2 - max(R,(C' N Cy),R,(C'NCY))

Qn Qn

= Mi logmax(R,(C NCy), e ")

n

< max(— Zlgée K(z),—0)

< max(— %ng K(z),-0).
€

Schickt man ¢ — oo, erhélt man die obere Schranke.

4. Schritt: Die untere Schranke benutzt ein lokales Argument (das ist typisch) und
ist viel einfacher (das ist weniger typisch). Wir miissen zeigen, dass fiir jedes z € Z
und eine Umgebung N von 7 gilt:

1
lim— log R, (V) = —1I(2). (8)
Ist N nun eine Umgebung von z. Dann enthélt N eine Menge U x V', wobei U und

V' Umgebungen von x bzw. y sind. Da P, und Q, ein LDP und somit die untere
Schranke fiir U bzw. V erfiillt, folgt (8). O

In der Folge wollen wir uns mit Moglichkeiten befassen, ein LDP zu zeigen. Wir
beginnen mit einer Technik, die allein auf topologischen Eigenschaften beruht.

Satz 3.4 Falls (P,) einem LDP mit Geschwindigkeit (a,) und Rate I auf einem
polnischen Raum X geniigt underline

F:X=Y

stetig ist (dabei ist Y ein weiterer polinischer Raum), so geniigt auch die Folge
Q=P,F' =PI einem LDP mit Geschwindigkeit (a,) und Rate

J = inf I(z).
(y) il (z)

Beweis: Sei X C Y abgeschlossen. Dann ist auch F~'[C] C X abgeschlossen und
es gilt

i log Qu(C) = Tm— log P, (F;1[C])

n a’n

<— inf I(x)
zeF~1[C]

= —inf inf [(x)
yeC X :F(x)=y

= — inf J(y).

yeC

11



Analog ist fiir G C Y offen auch F~'[G] C X offen und es gilt

h_mi logQ,(G) > — inf I(x) = —inf J(y).

ay, z€F-1[G] e

Bemerkung 3.5 Obwohl das obige Prinzip sehr einfach ist, ist es dennoch sehr
nitzlich. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, dass die Ratenfunktion oft durch die

Form in Satz 3.4 sehr implizit gegeben ist.

Der folgende Satz stellt eine etwas komplexere Technik dar, ein LDP herzuleiten.

Die Technik ist dem Beweis des Satzes von Cramér entlehnt.

Wir werden das folgende Gesetz nur fiir R%-wertige Zufallsvariablen formulieren, es
gilt aber unter entsprechenden Voraussetzungen auch allgemeiner. Hierzu sei (Z,),

eine Folge von Re-wertigen Zufallsvariablen. Weiterhin sei
On(t) :=Ee<t#>  tcR?Y neN.
Es gelte

1
lim — log pn(ant) =: A(t) € [—o00,00] existiert

n—00

und
0 € inf(Dy) mit Dy :={t € RY: A(t) < oc}.

Wir schauen uns zunéchst A genauer an.

Lemma 3.6 A hat die Eigenschaften:

1. A ist konvex und A > —oo,

2. Nx)* = supepa(< x,t > —A(t)) ist eine konvere Ratenfunktion.

Beweis:

1. Sei 0 < A < 1. Aus der Holder-Ungleichung folgt

lim i log F(e)\tlan+(1*)\)t2an)zn)

1
< lim — log(EetlanZn)A(EetzanZn)(lf)\)
Qp,
=AM\(t1) + (1 = M)A(t).
Dass A > —oo ist, folgt aus der Konvexitét.

12
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2. Da A konvex ist, ist auch A* konvex und unterhalb stetig. Die Nicht-Negativitét
von A* folgt wie im Satz von Cramér. Schliellich besitzt A* kompakte Niveau-
mengen. Der Beweis zeigt die Abgeschlossenheit (die folgt aus der unteren
Halbstetigkeit) und die Beschréinktheit und ist eine Ubung.

Definition 3.7 Fiir Ratenfunktionen I schreibe
I(S) =inf I(s). (11)

seS

Definition 3.8 = € R? heifit exponierter Punkt bzgl. A* genau dann wenn t € R?
existiert, so dass
A(y) —A(z) > <y—=zt> Vy#z

gilt. t (aufgefasst als Element aus dem Dualraum des RY) heifst exponierende Hy-
perebene in x. E sei die Menge der exponierten Punkte aus R? mit exponierenden
Hyperebenen t € inf(Dy).

Definition 3.9 Sei 0 # A C R konvez. Das relative Innere von A ist definiert als

rint(A) :={r € A: Vyec Ade >0: 2 —e(y —x) € A}

Es gilt stets: rint(A) D int (A) und rint({z}) = {z}.

Wir sind nun in der Lage, die angesprochene Technik, ein LDP zu beweisen, herzu-
leiten.

Satz 3.10 (Gdrtner-Ellis-Theorem) Sind (9) und (10) erfillt, so gilt fir die
Verteilung P,, von Z,

lim :supi logP,(A) < —A*(A) (12)

n—oo an

fiir alle A C R abgeschlossen.

lim inf 1 logP(G) > —A*(GNE) (13)

n—00

fiir alle G C R? offen.

3. Gilt zudem
a) A ist auf R? unterhalbstetig,

b) A ist im Inneren von Dy differenzierbar,
¢) Dy = R? oder lim:-n, [VA(t)| = oo,
teEDA

so kann man die rechte Seite in (13) durch A*(G) ersetzen.
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Beweis: Wenig iiberraschend gliedert sich der Beweis in drei Teile.

1. Schritt: Hier zeigen wir (12). Wir beginnen mit einer kompakten Menge C' C R%.
Fiir eine Voriiberlegung sei 6 > 0 und

Aj = min{A* — 0, %}
Da A < A* =sup(< z,t > —A(t)), gibt es V x ein ¢, € R, so dass
< x ity > —A(ty) > Aj(x).
Sei A, eine beliebige Umgebung von z, fiir die gilt:

inf <y, t,> > <ux,t,>-0
JeA,

d. h. inf <y—uxz,t,> > —0.
JeA:

Mittels der exponentiellen Chebyshev-Ungleichung erhélt man wie immer fiir eine
Zufallsvariable X
P(X >¢) < e~ e e X

und daher

P(Z, € A,) <P(< Z, —z,t, > > —9)

<
< eéanEean<Zn —x,ty>

o eéanefan<t,x>Eean<tz,Zn>

— e&an efan <t, x>

Spn(antr)-

Da C kompakt ist, besitzt die offene Uberdeckung durch (A,).cc eine endliche
Teiliiberdeckung (A,,)Y,. Also:

1 1
—logP,,(C) < —log[N max P, (Az,)]

n a, 1. N

1 1
=—logN+d+ .IlllaXN(— < X, ty, > +—log pn(ants))
n 1=1,..., Qp,

und daher

1
lim —logP,(C) <6 — min (< x,t,, > —A(ts,))

n—00 (A, i=1,...,N

Fiir § — 0 folgt die Abschétzung fiir kompakte Teilmengen. Ist nun A C R? abge-
schlossen, so ist AN [—N,N]¢ =2 AN N fiir jedes N kompakt. Verwenden wir die
Voriiberlegung fiir kompakte Mengen, so ergibt sich

T log P,C/(A) < Tim— log(Pa(A N W) + P(A N &)

n an

= mi log max(P, (AN N),P,(ANN))

n

— 1 ~
< lim— logmax(A*(ANN), —My)

n
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mit ]
— My = lim— log P, [N].

n

Wegen (11) gibt es nun ein § > 0, sodass fiir alle Einheitsvektoren e® des R gilt:
A(£0e™) < oo. Mithilfe des exponentiellen Chebyshev folgt dann fiir alle 7 und die

i-te Koordinate Z,(f) von Z,:

P(Z9 < —N) < e, (—a,de?)

und . '
P(ZY > N) < e N, (a,5eD).

Dadurch lisst sich My folgendermaflen abschétzen:

1 ,
~My < lim—1logP(Ji=1,....d: Z{ ¢ [-N,N))

an
—logd 1 ,
< lim ey max — log max(e N, (—a,6e™))
a, =1, an,

= —6N + maxmax{A(—de?), A(5e?)}

Der zweite Summand auf der rechten Seite ist endlich und héngt nicht von N ab.
Der erste Summand geht fiir N — oo gegen —oo. Also ist limy_,.o —My = —oo0 und
daraus folgt die obere Abschéitzung.

2. Schritt: Wir zeigen (13). Sei G C R? offen und = € G. Dann gibt es ein g, > 0,
sodass fiir alle € < ¢, gilt B.(X) < G. Wir zeigen

i n_mn%ai log P, (B.(z)) > —A*(z) V€ E. (14)
Dies gilt weil P,(G) > P,(B:(z)) und wir auf der rechten Seite von (14) dann
das Infimum iiber x € G N E bilden kénnen. Die Kernidee ist es, wie beim Satz
von Cramér das Wahrscheinlichkeitsmafl so zu definieren, dass G unter dem neuen
Wabhrscheinlichkeitsmaf typisch ist. Dazu sei 7 € int (D) eine exponierende Hy-
perebene. Beachte, dass lim ¢, (a,7) < 0o, also auch ¢, (a,7) < oo fiir hinreichend
grofles n. Definiere Q,, vermoge

d@n - ean <y, 7>

dP,, (v) = on(a,T)

Somit ist
1 1 —a T
logP(Ble) = -log [ gulanm)e I dQu(y)
n G Be(x)
1 1
= —logpu(an7) + —log / e YT dQn(y)
Qp, Qp, Bs(x)
1 1
> —log n(anT) + — log (e n(=m>telrl) . Qn(dy))
Qp, Qp, Be(z)

1 1
= —logpn(a,7)— <z, 7 > —¢|7| + a—log Qn(B:(x)).

n n
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Hierbei folgt die Ungleichung aus
<y T>=<z,7>+<y—z17> < <x,7>+e|T|,

da y € B.(x) ist. Also zusammen:

1 1
lim lim —logP,(B:(z)) > [A(T— < z,7 >] +lim lim — logQ,(B.(x))

el0 nooo Gn el0 nsoo Gn

1
> —A*(z) +lim lim —logQ,(B:(z)),
el0 nosoo Qn
weil
A > [<z, 7> —A(1)].
Um zu zeigen, dass der 2. Summand gleich 0 ist, bilden wir die kumulantenerzeu-
gende Funktion ¢, von @,, und berechnen diese wie im Satz von Cramér als

5 () = PrE+ 7))
Pn(nt) o)

Also A(t) = A(t + 7) — A(7). Damit erhélt man
A (z) = A (z)— < z,7 > +A(7). (15)

Nach Lemma 3.6 ist A*(t) eine Ratenfunktion und wir kénnen Schritt 1 anwenden,
um auf )
lim— log Q, (B:(x)) < —A*(B())

zu schlief3en.

Da A* als Ratenfunktion kompakte Niveaumengen hat und auf diesen aufgrund der
Halbstetigkeit ihr Minimum annimmt, gibt es ein xgy # x¢ mit

A(Bi(x)) = A (o).

Wir wissen zudem, dass x ein exponierter Punkt und 7 € int (D, ) eine exponierende
Hyperebene fiir x ist. Wenden wir die Definition des exponierten Punktes mit zy auf
(15) an, ergibt sich

A (xg) = N (x0)— < 2o, 7 > +A(7)
> [A*(xg)— < o, 7 >+ < x,7 > —A"(2)
> 0.
Hierbei ist das erste Ungleichheitszeichen die Definition von A*, das zweite die De-

finition des exponierten Punktes, aus welcher A*(zg) — A*(z) > < xg — z, 7 > fur
alle xoy # xo folgt. Damit ist

— 1
lim —logP,(BS(z)) <0 Ve>0

n—00 @y,

und daraus folgt
1 A
lim lim —logP,(B.(x)) = 0.

el0 nsoo Gn
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3. Schritt: Hier wollen wir sehen, dass sich die untere Abschétzung unter den
starkeren Bedingungen von G N E auf G iibertragen lasst. Wir bendtigen zunéchst
ein Lemma aus der konvexen Analysis, das wir hier nicht beweisen koénnen und
wollen. Es findet sich in dem Buch von Rockefellar [Ro], Seite 257, Corollary 4.1.

Lemma 3.11 Fir A gilt unter der zusatzlichen Annahme in Satz 3.10 c)
E > int(Dy-+).
Fiir die Anwendung dieses Lemmas bendtigen wir die folgenden zusétzlichen Er-
kenntnisse iiber A oder A*:
e A* ist konvex, also ist Dy« eine konvexe Menge.
e Da A* eine Ratenfunktion und somit # oo ist, ist D+ # () und somit auch
rint (Dy-) # 0.
Wir wollen nun zeigen, dass unter den Bedingungen in Satz 3.10 ¢) A*(GN E) =
A*(G) gilt. Aus der Definition von A* folgt
AN (GNrint(Dy+)) > A*(G)
und wegen 3.11 geniigt es daher zu zeigen, dass
AN (GNrint(Dy+)) < A*(G)
gilt.

Ist GN Dy = 0, so ist A*(G) = oo (da Dy« gerade die Menge der endlichen A*-
Werte ist). Somit kénnen wir G N Dy« # () annehmen. Sei also y € G N Dy« und
Z € rint (Dy~) (wir haben schon bemerkt, dass so ein z existiert).

Aufgrund der Konvexitét besteht Dy« entweder aus einem einzigen Punkt (y = z)
oder aus unendlich vielen. In beiden Fillen liegt die Strecke ¥z in Dy«. Somit gilt
fiir alle 0 > 0 klein genug, so dass 6z + (1 — )y € GN rint (Dy+); dies ist klar, falls
y = z gilt, andernfalls nutzt man aus, dass GG eine offene Menge ist. Also folgt:

A (GNrint(Dp+)) < A*(0z+ (1 = 9)y)
fiir alle ¢ klein genug. Nun ist aber

lim A* (32 + (1 = 0)y) < A*(y)
1

aufgrund der Konvexitdt von A*. Da y € G N Dy~ beliebig war, folgt
A (G Nrint(Dp+)) < A (G N Dyx).

Da A*(G) = A*(G N Dy+), da fiir alle © € G|Dy~, A*(z) = oo ist, folgt die fehlende
Ungleichung und damit die Behauptung. a

17



Das Gértner-Ellis-Theorem stellt eine wesentliche Technik dar, um LDPs mit kon-
vexer Ratenfunktion herzuleiten. Wir werden im folgenden Kapitel eine Anwendung
sehen. Vorher wollen wir noch einen Satz kennenlernen, der einen der wesentlichen
Griinde darstellt, warum das Studium der Theorie der groflen Abweichungen vertieft
wurde.

Satz 3.12 (Varadhan): Es sei (X,), eine Folge von Zufallsvariablen in R?, die
einem LDP mit Geschwindigkeit n und Rate I geniigt und

f:R* =R
sei stetig und beschrdinkt. Dann gilt

1
lim — log Ee™ ") = sup[f(x) — I(z)]
n

T

(wobei die Ezistenz des Limes gleich mitbehauptet wird).

Der Beweis dieses Satzes ist recht instruktiv:

Beweis: Da f stetig und beschrénkt ist, lisst sich eine Uberdeckung des R? durch
endlich viele abgeschlossene Mengen Aj,..., Ay finden, so dass f auf jede dieser
Mengen hochstens um ein vorgegebenes § > 0 variiert, also

sup f(z) — in£ flz) <o Vi=1,...,M.
TEA;

T€A;
Dann folgt
M
nf(Xn) nf(Xn)
e dP < /e dP
/Rd ; Aj
M
S Z/ ensupyeAjf(y)d]P)Xn(y)
j=174
M .
<y / ennfuca; W+ gp (1)
j=1 A
M
— Zen(infyeAj f(y)+5)Ip>(Xn € A;).
j=1
Also
1
lim sup — log Ee™ ") < sup [inf +6 — inf 1
imsup - logEe < 1§;;§1:>M[y1€rlAjf(y) Jnf ()]
< sup [sup(f(y) —I(y))+ ]
1<j<M yeA,;
= sup(f(y) —1(y)) + 9.
yERd
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Lasst man ¢ gegen 0 gehen, ergibt sich die obere Schranke. Fiir die untere Schranke
argumentiert man, wie oft in der Theorie der grofien Abweichungen, lokal. Da f
stetig ist, gibt es zu jedem yo € R? und € > 0 eine offene Umgebung U.(y), so dass
fir alle y € U.(yo) gilt

fy) = fyo) —e.
Somit folgt

Ee/(Xn) > / e (Xn) gp > en(f(yo)*E)P(Xn € U.(yp)).
Us(y())

Mit Hilfe des LDP ergibt sich

1
lim inf — log Be™ ) > f(yo) —e — inf I(y) > flyo) — I(yo) — €.

n—oo M y€Ue(yo)

Da dies fiir alle 3y stimmt, folgt

1
lim inf — log Ee™ ™) > sup[f(y) — I(y)].

n—oo Mn y

Ganz analog zu Varadhans Lemma ldsst sich der folgende Satz iiber grofle Abwei-
chungen beweisen:

Satz 3.13 Die Folge von Zufallsvariablen (X,,) im RY geniige einem LDP mit Ge-
schwindigkeit n und Ratenfunktion I. Fir eine stetige beschrdankte Funktion I :
R? — R setze

Jn(S) = /e"F(m)dIP’Xn (z), S CR* Borelsch.
s
Definiere weiter
In(5)
Froy _ “n )

die PE' sind Wahrscheinlichkeitsmafle. Dann geniigt die Folge der (PL),, einem LDP
mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

I"(2) = =[F(z) — I(z)] + sup [F(y) — I(y)].

yeRd

S e B¢

Beweis: Es ist
. 1 7 ) 1 _ 1 d
limsup — log P, (S) = lim sup — log J,,(S) — limsup — log J,,(R?)
n n n
und Analoges fiir liminf. Nun wissen wir aus dem vorhergehenden Satz schon, dass

lim % log J,(R?) = sup[F(y) — I(y)]

Y
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gilt. Somit bleibt zu zeigen, dass fiir alle offenen Mengen GG und alle abgeschlossenen
Mengen A gilt

lim inf % log J(G) > — inf [F(x) — I(x)]

zelG
und )
li —1 A) < —inf[F(x) — I(x)].
imsup —log Ju(A4) < — inf [F(z) — I(z)]
Dies aber geht genau wie im Beweis des Varadhanschen Lemmas. a

Zuletzt bemerken wir, dass auch Satz 3.12 und Satz 3.13 ihre Giiltigkeit behalten,
wenn wir die Geschwindigkeit n durch die Geschwindigkeit a,, ersetzen.

4 Zwei Anwendungsbeispiele

Der Sinn dieses Kapitels besteht darin zu zeigen, dass die Resultate des vorherge-
henden Abschnitts sinnvoll sind, um interessante Resultate zu erzielen. Wir werden
uns mit Namen mit zwei Situationen beschiftigen. Die erste geht wieder von ei-
ner Folge von i.i.d. Zufallsvariablen (X;);en aus. Der Satz von Cramér besagt, dass
(ZTX = S,)n einem LDP geniigt mit Geschwindigkeit n. Allerdings zeigt eine ein-
fache Anwendung der Chebyshevschen Ungleichung, dass fiir % < a <1, dass

" (X, —EX VX
]P’('lel( )‘> >_n2 a2 ZX _n = const - n' 7% — 0.

ne 52 TL2

Also konergiert L gegen 0. Kann man auch hierfiir ein LDP zeigen? Unter
exponentiellen Momentebedmgungen ist dies in der Tat der Fall. Wir zeigen das
folgende

Satz 4.1 (Moderate Abweichungen fiir i.i.d. Folgen). Sei Xi,..., X, eine
Folge von i.i.d. R%-wertigen Zufallsvariablen, sodass

Ax(N) = logEe~M1> < o0

fiir alle X € B.(0) fir ein € > 0. Ohne FEinschrinkung sei EX; = 0 und dass die
Kovarianzmatriz C von X, invertierbar ist. Fir % < o<1 se

1 n
— E;X’L

Dann geniigt Z,, einem LDP mit Geschwindigkeit n**~' und Rate

1
I<x>:§ <r,Cl'z>.
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Bemerkung 4.2 a) Satz 7?7 heifst moderates Abweichungsprinzip. Der Unterschied
zu einem. groffen Abweichungsprinzip ist die unterschiedliche Skala — im Prinzip gibt
es keinen formalen Unterschied zu einem LDP. Ein moderates Abweichungsprinzip
liegt dem Sprachgebrauch nach auf der Ebene zwischen einem Zentralen Grenzwert-
satz und einem Gesetz der groffen Zahlen. Ein MDP erbt von einem Zentralen Grenz-
wertsatz die Universalitat des Grenzwerts: Sind die (X;) so, dass C = Id, so ergibt
sich stets als Ratenfunktion I(x) = % ?:1 x2. Auf der anderen Seite erbt das MDP
vom LDP das exponentielle Verhalten.

b) Die Bedingungen in Satz 77 sind nicht optimal. Die bisher besten sind in [EL2003]
gegeben.

Beweis: Der Beweis ist eine Anwendung des Gértner-Ellis-Theorems. Zu diesem
Zweck sei

AN =E[< )\ X, >%/2
=<\, CA > /2.

Dann ist die Legendre-Fenchel-Transformierte von A gegeben durch

A (z) = sup{< A,z > —A(\)}

AERY

1
=sup{< A,z >—= <\ C\>}
AeRd 2

1
:§<)\,C‘1)\>.

Nun sei
An(N\) = logEe?> | )\ € RY,

Wenn wir zeigen konnen, dass fiir alle A € R gilt

A(A) = lim

n—oo n2a—1

A(n*12,), (16)

so folgt Satz 4.1 aus dem Gértner-Ellis-Theorem, da A(-) iiberall endlich und diffe-
renzierbar ist. Bleibt (16) zu zeigen. Wir bemerken, dass

An<n2a712n) — log Een2a_1<)\,Zn>

n
— § ].Og Eena_1<>\,Xi>
=1

a—1
=n-logEe™ <M¥1>

Da Ax()\) < oo ist fiir alle A € B.(0), folgt Ee™* ™ <»*1> < oo fiir n hinreichend grof,

denn n*~! — 0. Hithilfe einer Taylor-Entwicklung und dem Satz iiber dominierte
Konvergenz erhalten wir

o 1
Ee™ AX> = 1 L En® !l <\ X, > +n2a’2§E <\ Xy >2 400,
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Der zweite Summand verschwindet wegen

E<AX; >=0.
Also
1 2a—1 1 2a—1
1 1 e a—
— Wlog(l + §n2 ’E < A\, X; > +0(n**7?))
und daher

1 1
lim A, (n770) = SE < A, X) >7= A(N).

n—oo p2a—1 "

Bemerkung 4.3 Der Satz besagt im Wesentlichen, dass man nicht ganz falsch
liegt, wenn man die Wahrscheinlichkeit fir P(fTZ > «) entweder mithilfe des Zentra-
len Grenswertsatzes anndhert (obwohl das aus dem Zentralen Grenzwertsatz heraus
nicht zu rechtfertigen ist) oder indem man aus dem Satz von Cramér die folgende
Ndherung probiert

P(S, > n%a) ~ e "I(n* 'a)

und dann I (die Rate im Satz von Cramér) Taylor-entwickelt. Obwohl beide Rech-
nungen nicht mathematisch zu rechtfertigen sind, ist es schwierig, Gegenbeispiele zu
finden (siehe z. B. [EL2004] oder [LM2012].

Eine zweite Anwendung befasst sich mit einem Modell fiir Ferromagnetismus aus der
statistischen Mechanik. Naiv ldsst sich eine magnetische Substanz so modellieren,
dass sie aus vielen Atomen aufgebaut ist, die alle einen magnetischen Dipol besitzen,
der entweder nach oben zeigt (+1) oder nach unten (—1). Wenn alle Atome rein
zufallig ihren Dipol wéahlen und nicht interagieren, so wird die durchschnittliche

Magnetisierung
N
> im1 Ti

N

nach dem Gesetz der groflen Zahlen nahezu 0 sein, wir sehen kein magnetisches
Verhalten. Hierbei bezeichne o; den ”Spin” des i-ten Atoms. Die Interaktion, die
fiir das magnetische Verhalten notwendig ist, kodiert man in einer Energie- oder
Hamiltonfunktion Hy (o) und wihlt die Spinkonfiguraten o = (0;)Y; gemifl dem
sogenannten Gibbs-Maf} aus:

pn(0) = exp(=FHy(0))/Zn.

my(o) ==

Dabei ist 8 > 0 ein zusétzlicher Parameter, die inverse Temperatur g = %, Zy die

Zustandssume, macht py zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl
N = ZeiﬁHN(gl).
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Das Minuszeichen entspricht der physikalischen Konvention, dass Systeme versu-
chen, ihre Energie zu minimieren. Eine Mo6glichkeit, die zu einer moéglichst gleichen
Ausrichtung von Spins sorgt, ist es, interagierende Spins o; und o; miteinander zu
multiplizieren. Im einfachsten Fall, dem so genannten Curie-Weiss-Modell, intera-
gieren einfach alle Spins miteinander mit gleicher Stérke.

Dies fiihrt zu der Energie- bzw. Hamiltonfunktion

N
HN(O‘):—% Z O'iO-j—hZO-Z'.
i=1

1<i,j<N

Hierbei modelliert h > 0 ein externes Magnetfeld, dem die Spins ausgesetzt sind. Der
grofle Vorteil des Curie-Weiss-Modells ist, dass die Energiefunktion eine Funktion
des Ordnungsparameters my ist

Hy(o) = —g[m]\;(a)]2 — hNmy(o).

Diese Hamiltonfunktion héngt also von der mittleren Magnetisierung ab, man spricht
auch von einem meanfield-Modell, einem Mittelwertmodell. Das zugehorige GIBBS-
MAss ist von der Form

GBTNm?V(U)-l—NmaN(J)

pngn(0) = Inon

mit

Zngn=Y 72 My (o) +NBhmy (o)
Um dies zu behandeln, erinnern wir an das LDP fiir i.i.d. Zufallsvariablen (X;), die
Ber(p)-verteilt sind auf {0, 1}. Dann geniigte = einem LDP mit Geschwindigkeit n
und Rate

1—
H(a:’)p:xlogzjt(l—:z:)logl -
p

Betrachtet man anstelle der (X;) eine Folge (Y;) mit
1
P(Yi=1) =P(¥,= 1) = ;.

so entspricht dies einer Transformation

Y, =2X;, — 1.
Somit erhalten wir
Y 1
Pt — )~ Ps, 1 =y) = B(5, = L)
n
Wir sehen also, dass mit S, auch z%l Yi einem LDP geniigt und zwar mit Rate
y+11 y+1 y+1 11—y 11—y
I(y)=H(—/|=) = 1 1 log 2
(y) = H(7—15) = =5~ log = — + ——~ log —— + log
1+ 1+ 1—
_ 2y)10g( 2y)+( Qy)log(l_y)_

Nun konnen wir Satz 3.12 und Satz 3.13 anwenden, um das Curie-Weiss-Modell zu
studieren.
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Satz 4.4 Fiir jede inverse Temperatur 3 > 0 und jedes magnetische Feld h gilt

m2

. 1
5N log Zngn = me[1£11f,+1][_7 — hm — E(logQ —I(m))]

=~ s (™ et Log2— 1(m)))

mel-1,41] 2 5

= lim —
f&h N—oo

Hierbesi ist 1+ 1
I(m) = 2m log(14+m) +

—m log(1 —m).

Beweis: Es ist

BN (Ziy o0 PARE 1 N (ZN o =N o
lun= 3 o v LS~ ey

N
o,e{£1} o;e{£1}
szl ,,,,, N szl ,,,,, N

(Dies ist der Grund fiir das Auftreten des log 2-Terms im Ausdruck fiir fz). Nun

N o
haben wir schon in einem Beispiel geklart, dass E:Tla unter dem Produktmafl einem

LDP mit Geschwindigkeit N und Ratenfunktion I(-) geniigt. Nun ist

F(z) = BTx + fhx
natiirlich im allgemeinen zwar stetig, aber nicht beschrankt. Nun lebt # aber auf
[—1,+1]. Dort ist F(-) sehr wohl beschrénkt. Eine Anwendung des Varadhanschen
Lemmas ergibt somit

1 2
lim —log(2 " Zngn) = sup [ﬁm + Shm — I(m)].
N me[—1,41]
Dies ist dquivalent zu unserer Behauptung. O

Ebenso lisst sich zeigen, dass die Magnetisierung
1N

N = N Z o)
i=1

unter dem Gibbs-Maf3

pnpn(0) = Znon

einem LDP geniigt.

Satz 4.5 my(-) genigt unter dem Gibbs-Maf un g einem LDP mit Geschwindig-
keit N und Ratenfunktion

pa? 2
@)= =2 gha+ 1)+ swp (2L 4 By — 1(9))
2 ye[_lvl] 2
wobei wieder - 1
I(z) = ° log(1+ z) + ° log(1 — z)

1st.
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Beweis: Dies folgt direkt aus den Sétzen iiber grofle Abweichungen, die wir zuvor
bewiesen haben, da uy s genau die dortige exponentielle Struktur besitzt. O

Das Schéne an Prinzipien der groflen Abweichungen ist, dass sie auch Gesetze der
groflen Zahlen implizieren. Dieses Faktum haben wir schon in Wahrscheinlichkeits-
theorie II kennengelernt. Es soll hier kurz wiederholt werden.

Satz 4.6 Eine Folge von Zufallsvariablen (X,), in R? geniige einem LDP mit Rate
I(-) und Geschwindigkeit n. Dann gilt fir die Menge der Nullstellen

N={reR: I(z) =0}

der Ratenfunktion und jedes € > 0

Hierbes ist

N = {a: |l = M| < e},
Ist insbesondere N einelementig, so folgt fiir v e N

P(X, - v)=1.

Beweis: Da N° abgeschlossen ist, I von unten halbstetig und N die Menge der
globalen Minima von [ ist, folgt

a:= inf I(z)> 0.
zeNE

Aus der oberen Abschitzung der groflen Abweichungen folgt, dass fiir hinreichend

grofle n
P(X, € N¢) < ¢7ne/?

gilt. Somit ist
D P(X, € NY) < +o0.

Die fast sichere Konvergenz ist eine unmittelbare Konsequenz dieser Summierbar-
keit und des Borel-Cantelli-Lemmas. O

Wir miissen uns somit, um die Minima von

2 2
Iy = =25 gt 1)+ sup [P 4 phy — 1(y)
ye[=1,+1]
mit 1 1
I(z) = +gljjlog(l—l—a:)—i— _xlog(l — )
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kiitmmern. Diese Minima erfiillen also

also

2Batn) _ LT
1—=

Durch langes Hinschauen erkennt man, dass dies dquivalent ist zu

e2B(x+h) _ 1

Man unterscheidet nun verschiedene Fille:

e Ist h > 0, hat diese Gleichung zwei Losungen, von denen aber nur die positive

ein Minimum von J(-) liefert (die andere ein Maximum).

Fiir h < 0 gibt es ebenfalls zwei Losungen, von denen aber nur die negative
ein Minimum, die positive aber ein Maximum ist.

Fiir h = 0 ist die Situation symmetrisch zum Ursprung. Fiir § < 1 ist z = 0
die einzige Losung dieser Gleichung und liefert somit ein Minimum von J(-).
Fiir 8 > 1 hat die Gleichung allerdings drei Losungen, von denen die Losung
x = 0 diesmal ein Maximum von J(-) liefert, die Losungen, die verschieden
sind von 0 aber Minima.

Zusammen erhalt man:

Satz 4.7 Im Curie-Weiss-Modell gelten fiir die Magnetisierung my die folgenden
Grenzwertsdtze unter |in g -

Ist h > 0, so konvergiert my exponentiell schnell gegen die positive Lisung
von

x = tanh(B(z + h)).

Ist h < 0, so konvergiert my exponentiell schnell gegen die negative Lisung
von

x = tanh(5(z + h)).
Ist h =0 und f <1, so konvergiert my exponentiell schnell gegen 0.

Ist h =0 und 8 > 1, so konvergiert my exponentiell schnell gegen die beiden
von Null verschiedenen Ldsungen von

x = tanh(fz).
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5. Insbesondere erhdlt man

lim lim omn = 0,
h10 N—o0 HN.B,h N m*(B)»

wobei m* () die grifste Losung von
x = tanh(fz)

15t.

5. ist in der physikalischen Literatur auch als “spontane Magnetisierung” bekannt:
Ein Material, das in ein Magnetfeld gehalten wird, merkt sich dies bei geniigend
tiefen Temperaturen und wird selbst magnetisch. Bei hohen Temperaturen bleibt
dieses Ph&nomen aus.

5 Der Satz von Sanov

In diesem Kapitel wollen wir ein LDP fiir eine mafiwertige Zufallsgrofle betrachten.
Da sich aus diesem Satz der Satz von Cramér mittels des Kontraktionsprinzips
herleiten lésst, ist das Prinzip, das wir zeigen wollen, gewissermaflen eine Ebene
hoher angesiedelt als der Satz von Cramér; man spricht auch von einem LDP auf
Level II.

Die Ausgangssituation ist wieder die, dass wir eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen
(Xi)ien gegeben haben. Die X; mogen auf einem polnischen Raum X mit Topologie
X leben. Das empirische Maf}

1 n

(wobei ¢ das Dirac-Ma# ist) schickt X™ auf die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafe
M (X) auf X. L, ist also unter dem Produktmaf P", das die Verteilung der (X;)™,
steuert, ein zufilliges Mafl. Eine natiirliche Topologie auf M!(X) ist die schwache
Topologie, die grobste Topologie, so dass alle Abbildungen

pes [ fdu, f e cx)

stetig sind. Eine Basis dieser Topologie bilden die ”e-Kugeln”

Hierbei sind die f; € C®°(X). Das Gesetz der groBen Zahlen zeigt nun, dass
1 n
[ Lo =23 06) > EAGG) = [ fap
i=1
fiir alle j = 1,..., N und da N endlich ist somit, dass L, € BJt~/¥(P) fiir alle
fi,-.., fxv und alle N. Somit konvergiert Ly schwach gegen P. Wir wollen ein LDP

fiir dieses Konvergenzresultat beweisen.
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Satz 5.1 Die Folge (L,,) gendigt einem LDP in der schwachen Topologie auf M (X)
mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

[ log %d@, fallsQ <P und log% e L'Q

—+00 sonst

H(QIP) = {

Bemerkung 5.2 Die Ratenfunktion H(Q|P) haben wir im Diskreten schon fiir den
Miinzwurf kennengelernt. Dass sie hier wieder auftaucht, sollte nicht so sehr erstau-
nen, denn sowohl betm Minzwurf als auch bei dx, handelt es sich um Zufallsvariablen
mit den Werten 0 und 1. Manchmal werden wir die alternative Darstellung

d d
H(Q|P) = d_g log d—gd]P’

benutzen (dort wo H(Q|P) < o0).

Zunachst bendtigen wir noch eine alternative Darstellung der Entropie. Dazu sei B
die Borelsche o-Algebra auf X und B(X) die Menge der beschrinkten, messbaren
Funktionen auf X. Dann gilt

Lemma 5.3 Fiir a, 8 € M'X gilt

H(pla) = s | [ #ds = 1og [ elia)

feB(Xx

Beweis: Der Schliissel zu dem Beweis ist eine Dualitdt von zlogx —x+1 und e* — 1
in dem Sinne, dass

xlogx —x + 1 =suplry — (e¥ — 1)]
y
und e’ — 1 = suplzy — (zlogz — x + 1)]

(das nachzurechnen, ist eine Ubung). Nutzt man das mit b(z) = %(x}, dann erhalt

man

[ t@as = [ appioyia
< [ bla)logh(z) = b(o) + 1) + ") = 1da
— H(3a) + [ 1da
= H(B|a) +/ef<w>da —1.

Nun ist mit f € B(X) auch f + ¢ € B(X) fiir jede Konstante ¢ € R. Wir schreiben
f = f + ¢ — cund erhalten

/ F(x) + cdf = H(Bla) +c+ / D — 1
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und mit g(z) = f(z) + ¢
/g(w)dﬁ = H(fla) +c+ /69@)—%@ ~1.

Wiéhlen wir ¢ = log [ e9@do, so ergibt sich

/ g(x)dB < H(Bla) + log / o) do

fiir alle g € B(X), also

H(Ba) >f€s;31p /f )dp — log/ do.

C= s [ a5 —10g [ "dal.

/f(x)dﬁ <C+ log/ef(“)dﬁ
fiir alle f € B(X). Setzt man f(x) = A (z) fiir ein A € B, so erhélt man

Andererseits sei

Dann ist

plA) < X[Cﬂog[ *AMA) + (1= a(A))]]

und mit A = —log a(A)
C+2

log

b = g
a(A)
Somit ist fiir a(A) = 0 auch 3(A) = 0, also § < a. Setze nun b(z) = 2 (z), dann

do
erhalt man
/f d@<o+1og/ F@qg.

Wiéhlt man f(x) = log b(z) und fiihrt ein Abschneideargument durch, falls b(z) von
oben unbeschrankt ist, so erhalt man

H(fla) < C,
also die fehlende Richtung. |

Das Supremum im vorhergendenden Satz lédsst sich auch allein iiber die Menge der
stetigen und beschriinkten Funktionen C°(X) bilden. Dazu benétigt man

Satz 5.4 (Lusin): Ist (X, X,P) ein Mafsraum und
f: X—=R

eine beschrinkte, messbare Abbildung. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine messbare
Menge A. € X, sodass

fe = fla.

eine stetige Funktion ist. A, ldsst sich als abgeschlossene Menge wdihlen.

29



Um die Funktion f. wieder als stetige Funktion auf ganz X ansehen zuz koénnen,
beno6tigt man noch

Satz 5.5 (Tietze-Urysohn). Sei X ein normaler topologischer Raum A C X
abgeschlossen und
f:A—=>R

stetig. Dann gibt es eine stetige Fortsetzung
F:X—-R

mit Fla = f und [|Flloc = || f||oo-

Damit erhalt man

H(Blo) = sup /f )dB(x log/ef(x)da].

fech(x
Wir kommen nun zum

Beweis von Satz 5.1: Wir beginnen damit zu zeigen, dass H(:|P) eine Ratenfunk-

tion ist. Da wieder p
Q) = [ v (ﬁ) P

mit ¢ (z) = zlogx — x + 1 und 1 strikt konvex ist, folgt, dass H(-|P) strikt konvex
und unterhalbstetig ist mit H(Q|P) = 0 < @ = P. Sei nun

Dy :={Q: HQIP) < L}.

Da H halbstetig ist, ist Dy abgeschlossen. Um zu zeigen, dass es auch kompakt
ist, geniigt es nach dem Satz von Prokorov fiir jedes ¢ > 0 eine kompakte Menge
K. vorzuzeigen, sodass Q(K¢) < e fiir alle A € Dy. Nun gibt es eine kompakte
Menge K, sodass P(K§) < e~ (L+2)/¢ ist. Aus der im vorigen Beweis gewonnenen
Abschétzung erhalten wir dann, dass

Q(KL) i <e

~ log prrpy
gilt.

Fiir die obere Abschiitzung seien Q € M!(X) und € > 0 beliebig. Wir zeigen, dass
es eine kleine offene Umgebung Ug von () gibt, sodass

— 1

im logP(L,, € Ug) < —H(Q|P) + 2¢.
Zunéchst wéhlen wir ein f € C(X), sodass

/f(x)d@ — log/ef(m)dIP > H(QIP) — .
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Nun ist
E[n/f(x)dLn] = [E/efd]P’]".
Wiéhlen wir
Uo = {:| [ 1aq [ far| <<,

so folgt mit dem exponentiellen Chebyshev:

— 1
lim —logIP(L, € Ug) < —/fdQ+6+10g/ef(m)dIP’

n—oo N

< —H(Q|P) + 2e.

Ist nun D € M!(X) kompakt, dann kénnen wir es mit einer endlichen Anzahl von
solchen Ug, @ € D iiberdecken. Aus dem Prinzip des maximalen Terms erhalten
wir dann

— 1
— 1 < _
lim - logP(L, € D) < éIE%H(QW) + 2¢
und da € > 0 beliebig auch
— 1
— 1 < _; .
lim - logP(L,, € D) < érelfD H(Q|P)

Wenn wir auch die exponentielle Straftheit zeigen konnen, also dass es zu jedem
L < oo ein kompaktes D; C M'X gibt, sodass

—1
lim— log P(L, € D$) < —L,
n

dann bekommen wir die obere Abschétzung auch fiir beliebige abgeschlossene Men-
gen A, indem wir

P(L,e A)=P(L, € A, D) +P(L, € AN D5)

schreiben und L — oo gehen lassen. Wéhlen wir nun Folgen (¢;), (§;) und (49;);, so
dass §; = %, ¥; = j(L +1og2 + j) und €; = % (bemerke, dass ¢; | 0, d; J 0 und
¥; — 0o0) und Mengen K, sodass
Sei

D ={Q: Q(Kj) <94; Vj}.
Wieder ist D nach dem Satz von Prohorov kompakt. Es gilt

WE

P(L, € D) < ) P(Ln(K7) > 6;)

.
Il
R

1 k=1

M

J

3

< [eje” (L —gy)te ™

<
Il
—
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wieder nach dem exponentiellen Chebyshev. Nach Wahl von ¢}, d;,7; ist daher
P(L, € D) <e 1™

Dies zeigt die obere Schranke.

Die untere Schranke benutzt den schon bekannten exponentiellen Mafiwechsel. Es
sei G eine offene Menge in M*(X) und Q € G. OBdA existiere die Dichte ‘fl—%, denn
sonst ist die Behauptung trivial. Somit ist dann fiir eine offene Umgebung Uy C G

von ()

P(L, € G) > P(L, € Ug)
_ /{ o (%) R (%) )@ . Qo).

Falls % = 0 auf einer Menge positiven Mafles, so fallt diese nicht ins Gewicht, denn

aQ _ \ _ _ 4Q m _
Q(dTP_O)_/iQOdQ— o 5 dP = 0.

P
Somit ergibt sich

P(L, € G) > / (fl—g) B (1),..., (fl—g) B (2,)dQ(z1), .. .,dQ(x,)

Ln€Uq| [ log “2dL,,—H(Q|P|<e

> o—(H(QIF)+e)

/ dQ<x177dQ(‘rn)
Ln€Uq| [log 42 dL,—H(QIP)e

_y o H Q) te)

wenn n — oo, nach dem Gesetz der groflen Zahlen. Logarithmieren und durch n
teilen ergibt die Behauptung. O

6 Anwendungen des Satzes von Sanov

Hier wollen wir Konsequenzen aus dem Satz von Sanov vorstellen. Wir beginnen
mit der schon versprochenen Begriindung, warum der Satz von Sanov ein LDP auf
Level II genannt wird. Wir leiten den Satz von Cramér her, allerdings gleich fiir
Banachraum-wertige Zufallsvariablen.

Satz 6.1 Seien X1, Xo,... i.i.d. Zufallsvariablen mit Werten in einem separablen
Banachraum X und gemeinsamer Verteilung P. Sei

Ee'lXi < o0 fiir alle 9 > 0.

Dann geniigt %Z?:l X; einem LDP mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

H(z) = sup[<y,z > —log/e<y’x>d]P>].
yeX*

Hierbei ist X* der Dualraum von X und <,> die duale Paarung.
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Die Kernidee wird es natiirlich sein, den Satz von Sanov fiir die (X;); zu verwenden.
Tatséchlich ist ja mit der Notation des vorangegangenen Kapitels

1 n
— X, = L )
n; i /zd n(2)

Allerdings kann die Identitdt nur dann als stetige und beschrinkte Funktion angese-
hen werden, wenn die X; beschrénkt sind. Dies ist eine der beiden Schwierigkeiten.
Die andere ist, dass, selbst wenn man das Kontraktionsprinzip anwenden kann, aus
diesem eine Rate der Form

I(z) = Q:fiz%:x H(QP)

bekommt. Das ist ja nicht ganz H(z). Im ersten Schritt skizzieren wir, warum H(z)
und /(x) doch gleich sind.

Lemma 6.2 Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X mit

/eﬂ'Z”dIP> <oo V9I>0.

Sei
M(y) = /e<y’z>d]P’(z)
und
H(z) = sup|< y,z > —log M (y)].
yex
Dann ist

H(z) = o fizr;fQ:xH (QIP)

= inf/f(z) log f(z(dP(z)

_dQ _
f= ik 2f(2)dP(z) = x.

Der Beweis des Lemmas wiederum beruht auf einem Minimax-Prinzip aus der kon-
vexen Analysis, das wir hier ohne Beweis angeben. Dazu sei F(z,y) eine konvexe,
unterhalb stetige Funktion

F:XxY—>R

(X, Y metrische Raume). Es seien C; < X und X, <Y abgeschlossen. Sind endwe-
der C oder C5 kompakt oder alle Miveaumengen

DY ={y: F(z,y) <L} oder
DY = {w: Fla,y) > L}
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fiir alle L € R kompakt, so gilt:

inf sup F(z,y) = sup inf F(x,y).
yECza;egl ( y) xeCI')IyGCQ ( y)

Beweis von Lemma 6.2 (Skizze): Betrachte die Funktion

Fly, f() =< g,z > / <y.z> f(2)da(z) + / £(2)log £ (2)da(2)

auf X* x N, wobei N die Menge aller Dichten beziiglich o mit

/f(z) log f(z)da < 00
ist. Man rechnet aus, dass

sgpil}fF(y,f(-)) = sgp[< y,x > —log M(y)] = H(x)

ist, indem man zeigt, dass H(Q|P) eine entsprechende Variationsformel erfiillt. An-
dererseits ist

sup[< y,z > —/ < y,z>da(z)] = oo,
v

falls nicht = [ zda(z) (und indem Fall ist es 0). Also gilt

fsup Pl f() = inf [ () 1og f(e)d.

Man iiberpriift nun, dass sich der oben zitierte Satz aus der konvexen Analysis an-
wenden lédsst und ist fertig. a

Beweis von Satz 6.1:
1. Schritt: Wir beginnen mit beschrénkten Zufallsvariablen. Sei also | X;|| < L .
Angenommen, f3, ist eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien mit Trager in By (0)
und [, — [ schwach. Setzt man

Ty = / zdf,,

so gilt < y,x, >—><y,x >= [ zdf fiir alle y € X. GemiB dem Satz von Prohorov
gibt es eine kompakte Menge K, so dass ,(K.) > 1 — ¢ fiir alle n (und alle € > 0)

und B(K.) > 1 —e. Setzen wir
x ::/ zdf3,,

dann ist z,, in der konvexen Hiille von {0} und K. und ||z — z,|| < ef. Also folgt
|z, — x| — 0.
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2. Schritt: Wir zerlegen X; in einen beschréinkten und einen unbeschrankten Anteil.
Also sei fiir L > 0
X; =Y+ zF

mit Y;* := X1 x, <z} Beachte, dass Z} — 0 fiir L — co und alle ¢ und daher
B2 1 fiir alle 7, ¥ >0,
wenn L — oo. Wir konnen daher die exponentielle Chebyshev-Ungleichung benut-

zen, um

lim sup lim sup log P
L—oo n—00

ZI\ZLH >€]

< limsup inf [—~e + log ]EeﬂHZi I

L—ooo 9>0

€
< i -
S et

fiir L hinreichend grof3 abzuschétzen. Dies zeigt aber, dass

lim lim —log]P’ ZHZL | > €] =

L—oon—o0 N

gilt.

3. Schritt: Hier fiigen wir die vorbereitenden Schritte zusammen. Sei C' C X abge-
schlossen und

Cc={ye X :dy,C) <e}.
Dann gilt:

1 n
P[EZXJGC

J=1

+P

1 - L €
SP[;ZYJ- €c

J=1

1 n
LSz ] |
j=1

Setzen wir

H™(z) := sup[< y,x > — log Ee<¥Y">],
yeX

so ergibt sich nach dem Kontraktionsprinzip, dem Satz von Sanov und Lemma 6.2:

log]P’[ ZYL eC”

Hierbei ist Ly (Y1) das empirische Maf§ der Y&, ... Y.l und P ihre Verteilung.
Nach Lemma 6.2 ist die rechte Seite gleich

:—1 P dLy(Y®) € C°] — inf inf  H(Q|P).
ogPl [ adLu(Y") € € inf  inf  H(QIPY

= — inf H"
mf H™(y).
Somit
mllogP liX-EC < max{— inf H*(z), lim logP lin-LH>5
0o T n = J — zeCe n—oo n — J .
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Dies gilt fiir alle L > 0 und alle ¢ > 0. L&sst man L grofl werden, sieht man, dass
das Maximum im ersten Term angenommen wird und wir bekommen

< —lim lim inf H"(z)
e—0 L—oo zeCe

= — inf H(x).

zeC

Dieser letzte Schritt bedarf noch einer Begriindung. Konnen wir diese liefern, so
sind wir fertig, denn dann geht die untere Schranke analog. Die Begriindung folgt
im anschlieBenden Lemma. a

Die Idee dieses Lemmas ist es, dass wir uns fiir L die X; € C® anschauen und zeigen,
dass aus der Beschriinktheit von HX(xp) folgt, dass (2%)1 eine kompakte Folge ist,
derart dass jeder Haufungspunkt x. in C. liegt und

H(z) < liminf liminf H (z7)

e—0 L—oo

erfiillt. Dazu benétigen wir

Lemma 6.3 Fir eine Indexmenge I sei (u;);er eine straffe Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaflen auf X, dergestalt dass

sup/eﬁzndui(z) =m(V) < oo

i€l

fiir alle v > 0. Es set

Hy(z) = sup <y, > —log / eV ()
yeXe

Dann hat fiir jedes L die Menge

J{z: Hi(z) < L}

il

einen kompakten Abschluss in X .

Beweis: Aufgrund der Darstellung

Hi(z) = inf  H(Q||w)
099 _;
a9
[ z2f(z)dp;(z)==

gibt es fiir alle x; mit H;(z;) < L eine Dichte f;, so dass
T = /zfi(z)d,ui(z) =: /zdui(z)
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und
/ fi(2) log fi(=)dpui(z) < L.

Nun ist die Folge der p; straff, d. h. fiir alle € > 0 gibt es ein K. mit p;(K.) > 1—¢
fir alle s € I. Da aber H(v;|p;) < L ist, bedeutet dies, dass auch die Folge der (v;);
straff ist. In der Tat: Wire 1; nicht straff, so gébe es fiir alle ¢ > 0 eine Konstante
c. mit ¢. — 0, sodass v;(K.) < c.u;(K.) fiir mindestens ein ¢ gilt. Dann ist aber

dv; . dy; dv; . dy
H Vill; ) = . lo —ld z+/ : lo —ld i
( |Iu ) /KE d,ui & d,ui s K¢ d,ui & dui a

1 1—c(1— (11—
/ c(1—¢) log 1—c(l—¢)
K¢ €

> -+
e £

wegen x logx > —% und aufgrund der Konvexitéit der Entropie. Der 2. Summand

divergiert aber fiir ¢ — 0.

Somit ist (1;); relativ kompakt nach dem Satz von Prohorov. Ebenso iiberlegt man
sich, dass [ ||z[|dvi(z) gleichgradig integrierbar ist, was die Kompaktheit der Folge
(x;) impliziert (das ist eine Ubung). O

Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes von Sanov finden wir beim sogenannten
Gibbsschen Konditionieren. Die Fragestellung hierbei stammt (wie der Name Gibbs
vermuten ldsst) aus der statistischen Mechanik, hat aber auch als statische Frage
ihre Berechtigung. In der statistischen Mechanik unterscheidet man, je nachdem, ob
man die Energie und die Teilchenzahl eines Systems festhélt oder verdnderlich lasst,
zwischen dem mikrokanaischen, kanaischen und makrokanaischen Ensemble. Eine
wichtige Frage ist: Was weifl man iiber die Energie eines einzelnen Teilchens, wenn
man die Energie des Gesamtsystems kennt? Dies ldsst sich so mathematisieren: Es sei

Y1, ..., Y, eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung p auf einer endlichen
Menge X (und 0.B.d.A. p(i) >0 Vie X). Weiter sei
f: X—=>R

eine Abbildung und A C R. Wir fragen nun nach der bedingten Verteilung

W) =B =a| [ fdL, € 4
(beachte, dass [ fdL, = +>°" | f(Y;) ist). Die Schwierigkeit dieser Fragestellung
stammt daher, dass die Bedingung [ fdL, € A zwar die identische Verteilung der
(Y;) erhélt, aber nicht ihre Unabhéngigkeit (das ist &hnlich wie beim Ziehen ohne

Zuriicklegen). Immerhin ldsst die identische Verteilung der (Y;); noch die folgende
Rechnung fiir jede Testfunktion g : X — R zu:

[ odi() =Elgvi)| [ raL, € 4
—B[ > o) [ fdL. € A
:Evpﬂﬂffﬂmem.
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Also ist piY = E[L,|L, € ¥ 4], wobei

Ya={ve MX /fdyeA}

ist. Es ist naheliegend, dass sich Fragen iiber /UL%A) mithilfe des Satzes von Sanov

beantworten lassen Der folgende Satz beschreibt die Menge aller Haufungspunkte
der Folge (un ) fiir Mengen A, sodass X4 Entropie-stetig ist, d. h. sodass

inf Hv|p) =1, = mf Hv|p) = mEf H(v|w) (17)
A

VEY 4

gilt.

Satz 6.4 (Gibbssches Prinzip). Es sei A so, dass (17) erfillt ist und sei

M={veX,: Hy|p) = Ix,}

die Menge der “Lésungen” von (17). Dann gilt:

a) Die Menge der Hiufungspunkte von (M%A))n ist enthalten in co(M), dem Ab-
schluss der konvexen Hiille von M.

b) Ist 3, konver und Y # 0, dann besteht M = {u*} aus einem einzigen
Punkt und
[ — 15, m— 0.

Bemerkung 6.5 a) Da M kompakt ist, lisst sich auch co(M) statt co(M) schrei-
ben.

b) co(M) ist aber notwendig. Nimmt man die (Y;); als i.i.d. Ber(3)-verteilte Zu-
fallsvariablen, f als die Identitdt und

so besteht M (aufgrund der Konvezitit von H( |Ber(3)) und der Symmetrie
aus den beiden Verteilungen Ber(3) und Ber(3). Nun ist aber sowohl ju als auch
A symmetrisch bzgl L. Der einzige mégliche Haufungspunkt von E[L,|L, € A]
ist daher die Ber(3)- Vertezlung Diese liegt nicht in M, wohl aber in co(M).

Beweis von Satz 6.4: Bemerke, dass X, also auch M!(X) kompakt sind. Da
H(-|;t) unterhalb stetig ist, ist M nicht-leer. Eine Ubung ist es zu sehen, dass aus
der Tatsache, dass ) , konvex ist und 3 # 0 folgt, dass M einelementig ist (dies
benutzt die strikte Konvexitiat von H(-|u)). Dies zeigt Teil b).

Fiir Teil a) sei d der Abstand der totalen Variation auf M;(X), also

1
=5 e -

rzeX
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Wir wéhlen ein 6 > 0 und setzen Uy als die §-Umgebung von M, also
Us :={v:dv,M) < d}.

Wir wollen zeigen, dass
P(L, € Us|L, € ¥4) — 1 (18)

gilt. Der Satz von Sanov fiir endliche Zustandsraume liefert nun

1
limsup —logP(L,, € U N¥4)

n—oo N

1 _
<lim sup 5 logP(L,, € U§ N 34) (19)

n—o0

<— inf  H(v|p).

velgny_ 4

Andererseits folgt ebenfalls aus dem Satz von Sanov und der Entropie-Stetigkeit von

Y4 (17), dass
1
lim —loglP(L, € ¥4) = —I,.

n—oo M,

Wegen der Kompaktheit von M'(X) und der Abgeschlossenheit von J; und X4
wird das Infimum in (19) auch angenommen und zwar in einem Punkt v ¢ M.
Somit ist das Infimum in (19) strikt kleiner als Iy,. Dies aber bedeutet, dass

P(L,, ¢ Us|L, € ¥4) =P(L, € U NE4)|P(L,, € X4)

~exp(-n it H(vl) ~ 1)

— 0
exponentiell schnell. Also folgt (18). Andererseits impliziert (18) aber

lim d(u\?Y, co(Us)) = 0. (20)

n—o0

Dies sieht man wie folgt: Es gilt

A —E[L,|L, € UsNX4] = E[Ly|Ly € X4] — E[Ly| Ly, € UsS 4] 1)
= P(L, € U§|L, € SA)(E(Lp|Ly, € U:NX4) — E(Ly|L, € Us N X4))

(die letzte Gleichung ist eine kleine Ubung zum Rechnen mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten). Da nun E[L,|L,, € UsNX4] € co(Us), folgt, dass der Abstand von p} zu
co(Us) durch die rechte Seite von (21) beschrénkt ist. Nun sind E[L,,|L,, € UfNX4)
und E(L,|L, € UsNX4) Wahrscheinlichkeitsmafie auf X, also ist ihr Abstand hochs-
tens 1. Daher ist

d(uY, co(Us)) < d(u, B[Ly|L, € UsNX]) < P(L, € US|L, € U) — 0.

n

Das zeigt (20). Da ¢ > 0 beliebig war, liefert das die gesuchte Behauptung. a
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7 Der Satz von Schilder

Wir haben im ersten Abschnitt sehr allgemein definiert, was ein LDP ist, und im
zweiten abstrakte Sitze iiber solche Prinzipien hergeleitet. Ein Vorteil des Abstrak-
tonsgrades liegt darin, dass man die Prinzipien auch fiir komplexe Situationen, bei-
spielsweise unendlich-dimensionale Rédume, herleiten kann. Eine solch unendlich di-
mensionale Situation ist die Brownsche Bewegung (sie besteht aus unendlich vielen
Zeitpunkten, die man gleichzeitig kontrollieren muss). Sei (9(t)):cjo,1] diese Brown-
sche Bewegung. Es ist intuitiv klar, dass man, wenn man diesen Prozess aus grofer
Distanz betrachtet, also

v=(t) = VEB(t) = Blet)

studiert, “im Wesentlichen” eine Null-Linie sieht. Tatséchlich ist ja fiir ein festes ¢

P(lze(t)] = x) = 2P(2:(t) > x)

1 2
=2 —— ¥ /%
/1 \2me Y

~ 3 ef:z:Q / 257

TE
was fiir ¢ — 0 sehr schnell gegen 0 geht. Eines der historisch dltesten Resultate iiber
grofle Abweichungen beschéiftigt sich mit der Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess
(2<(t))sep0,1) filr € — 0 wesentlich von 0 verschieden ist. Dies ist der Satz von Schilder.
Dazu sei Q). die Verteilung von (z.(-)).

Satz 7.1 (Schilder): Die Folge Q. geniigt einem Prinzip der grofien Abweichungen
fiir e — 0 mit Geschwindigkeit e=' und Ratenfunktion

1(f) :{ L)t feA

+o0 sonst

Dabei ist A die Menge der absolut stetigen Funktionen auf [0,1] mit quadratisch-
integrierbarer Ableitung und f(0) = 0.

Erinnerung: f : [0,1] — R heifit absolut stetig genau dann, wenn fiir alle ¢ > 0
ein § > 0 existiert, sodass fiir jedes disjunkte System offener Intervalle {(ag, bx)} in
[0, 1] gilt:

Z(bk — CLk) <= Z |f(bk) — f(ak)| < €.
k

k

Beweis: Wir verwenden zunéchst I, die Ratenfunktion, um eine Hoélder-Stetigkeit
von f nachzuweisen (mit Hélder-Exponent 1). In der Tat gilt fir I(f) < L

f(8) = f(s)] = \/ f(w)da| < |t = 5|1/2(/ (f'(x))*de)"* < VLIt — s['/2.

Dies hilft, um zu zeigen, dass I wirklich eine Ratenfunktion ist. I ist halbstetig.
Das zeigen wir im Anschluss. Die vorangegangene Rechnung beweist, dass die f €
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{I < L} gleichgradig stetig sind. Auflerdem gilt fiir jedes f mit I(f) < L, dass
f(0) = 0 ist und somit folgt aus der Rechnung auch die punktweise Beschrinktheit
von {I < L}. Dabei ist {I < L} nach dem Satz von Arzela und Ascoli kompakt.

Nun widmen wir uns der Herleitung der oberen Schranke fiir die grofen Abweichun-
gen. Sei also A C C([0,1]) abgeschlossen. Fiir f € C([0,1]) und N € N zerlegen
wir [0,1] in N disjunkte Teilintervalle der Lage - und approximieren f durch fy.

Dabei ist f(z) = fy(z) fiir alle z = 0, +, 2, ...,1 und ansonsten sei fy die linea-

re Interpolation zwischen diesen Stiitzstellen. Die Rate von fy lédsst sich einfach
berechnen:
N-1 . N\ 72
1 j+1 J
I<fN>—2jZO[f( (3]

da der Ausdruck in Klammern bis auf einen Faktor N gerade fy () fiir alle z €
[&4, ] ist. Schreiben wir wieder A° fiir die Menge

~
A’ ={g € C([0,1]) : d(g, A) < 6}
fiir § > 0, so kénnen wir Q).(A) wie folgt abschétzen:

Q:(A) = Q:[f € A] < Qc[fv € A) + Q:[l| fw — fII = 4],

wobei || - || die Supremumsnorm auf C([0, 1]) ist. Kiirzen wir mit
Ls = int 1(/)
und
L=inf 1]
1)

ab, so folgt aus der Tatsache, dass I(-) halb-stetig, und aus der Kompaktheit der
Niveaumengen, dass Ls — L fiir 6 — 0 konvergiert. In der Tat ist Ls < L fiir alle 9.
Andererseits sei f5 € A° so, dass I(f5) < Ls + g. Fiir 6 — 0 nehmen die Funkionen
auch an der Infimumsbildung fir L teil, d. h. die Haufungspunkte der Folge (fs)s
liegen in A, andererseits folgt aus der Halbstetigkeit von [ fiir jeden Haufungspunkt
[ der (fs)s

lim 1(fs) > 1(f) > L.

Also gilt
510

Definitionsgemifl impliziert fy € A°, dass I(fy) > L; ist, also

Q°(fv € A°) < Q°(I(fn) = Ls).

In(fn) ldsst sich aaber unter )¢ gut ausrechnen. Die Pfade haben ja unter Q° un-
abhéngige normalverteilte Zuwichse, also ist I(fy) die Summe von Quadraten zen-
trierter GauBscher Zufallsvariablen mit Varianz . Also ist I(fxy) bis auf Skalierung
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x%-verteilt. Genauer ist

wobei die (Y;) unter P i.i.d. N(0, 1)-verteilt sind. Die rechte Seite ist gegeben durch

1 /OO 1 N/2-1_—x/2
—_— — e " dx.
F(ﬂ> 2052 vl

2
Auf einer logarithmischen Skala ist dieser Integral so grofl wie der maximale Term
(das ist die urspriingliche Laplace-Methode) und dies ist

N/2—1 _
Nps 1 oN/2-1 L5 / NN/

€ T(X)28/? ~N/2—1

Also gilt fiir festes N und ¢ — 0

limsupe - log Q:[I(fn) = Ls] < —Ls.

e—0

Es bleibt der ||fy — f|-Term zu verarzten. Nun ist

Ifxv = fll <2 sup  sup |f(t) = f(j/N)I|.

0<j<N J_ Jj+1

Beachte, dass alle Ereignisse {sup | <icitl |f(t) = f(j/N)| > 6/2} die gleiche Wahr-
scheinlichkeit besitzen:

Qel sup  [f(t) = FU/N)[ 2 0/2] = Qe| sup [f(t)] = /2]

j+1 0<t<1/N

zf~

<2Q:[ sup f(t) =6/2]

0<t<1/N
= 1Q.(f(5) 2 9/2]

Letzte Gleichheit folgt aus dem Spiegelungsprinzip fiir die 1-dimensionale Brownsche
Bewegung: Ist M, := max,c[ Bs, so gilt

P[M; > a] = 2P[B; > a]

(der Beweis hierfiir ist eine Ubung). Nun ist f(4) unter (. normalverteilt mit
Erwartungswert 0 und Varianz g Somit ist:

QI () 2 8/2) < e

|z

52
8

und daher N
Q- fnv — fll = 6/2] < 4Ne =/,
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also N§2
EflOgQa[HfN - f” > 5/2] < —?-

Fiithrt man das mit der vorhergehenden Rechnung zusammen, ergibt sich

. ) N§?
limsup e log Q- [A] < —inf{Ls, —}.
e—0 8
Da N und § beliebig waren, kénnen wir erst N — oo und dann 6 — 0 gehen lassen
und erhalten

limsup e log Q.[A] < —L.

e—0

Dies zeigt die obere Schranke.

Fiir die untere Schranke sei G C C([0, 1]) offen. Wir wollen zeigen, dass
lim i&lf&?lOg Q:[G] > — inf I(g).
E—

geG

Sei ¢ € G und N eine offene Umgebung von ¢ in G. Da Q.[G] > Q.[N] und g¢
beliebig ist, geniigt es zu zeigen:

liminf elog Q.[N] > —1(g).
e—0

O.B.d.A. sei I(g) < oo. Wir werden N als hinreichend kleinen 6-Ball Bs(g) um g
wéhlen. Wir benétigen fiir diesen Schritt den Satz von Cameron und Martin, einen
Spezialfall des Satzes von Girsanov. Dieser Satz besagt, dass, falls P? die Verteilung
der Brownschen Bewegung ist, 1 € C([0,1]) eine stetige Funktion und P?*¥ die
Verteilung der Brownschen Bewegung mit Drift ¢, das Ma P?*T¥ absolut stetig ist
beziiglich P? und die Radon-Nikodym-Ableitung gegeben ist durch

dPB+¢
dP?

(w) = exp(Z()(w) — I(1)).
Hierbei ist )
Z(4)(w) = / & (t)du(t)

das Tto-Integral unter P? und Z(¢)(w) < oo fast sicher. Damit gilt

Q.[Bs(g)] = P[5 — %g € By, 2 (0)]

— PP~V B;, 4£(0)]

~ 8 [exp (- 22(0) - 21(0)) s, 0]

wobei wir die quadratische Gestalt von I ausnutzen. Die letzte Zeile ist fiir beliebiges
h >0

Lol
1 h
> e DR 7(g) < =} 1 B (0))



Nach der Vorbemerkung ist Z(g) fast sicher endlich, selbiges gilt fiir die Brownsche
Bewegung (. Also konvergiert die Wahrscheinlichkeit auf der rechten Seite gegen 1.
Also

liminf € log Q:[Bs(g)] = —1(g) — h.

Da h > 0 beliebig war folgt die Behauptung. O

Es bleibt die Halbstetigkeit von I zu zeigen.
Lemma 7.2 [ ist halbstetig.

Beweis: Sei (f,), C C([0,1]) eine gegen f € C(]0,1]) konvergierte Folge. Zu zeigen
ist, dass
I(f) <liminf I(f,)
n—oo

gilt. O.B.d.A. existiere s = lim I( f,,), sonst gehen wir zu der entsprechenden Teilfolge
fiir den Limes-Inferior iiber.

Untersuchen wir also f. Wegen f,(0) fiir alle n ist auch f(0) = 0. Weiter ist f
absolutstetig. In der Tat gilt fiir alle m € N und alle [ay,by], ..., [am, bm] C [0, 1], die
disjunkt sind, mit A = ", [a;, b;]:

150 = fua)] < [ 1f:(o)lds
< ViA / faa)2lde

m 1/2
< (D@» - >) (1)

i=1

m 1/2
7H—O>O <Zl<bZ — CLZ)> vV 2s.
Somit ist auch f absolut stetig, wenn man auch links den Limes n — oo bildet. Somit
konnen wir das Lemma von Lebesgue verwenden. Dies besagt, dass die absolut
stetige Funktion eine Ableitung f” besitzt und dass fiir (eine messbare Version)
diese(r) und fast alle t gilt:

lim [ f(@)de = ['(2).

Wir approximieren f und f, mit stiickweisen linearen Funktionen. Dazu sei t( D=

i, 1 =0,...,7r und ¢, sei die lineare Interpolatlon von f (t( ). Analog definieren

wir die lineare Interpolation der Werte f,, (t; )) und nennen sie ¢, ,. Aus dem eben
zitierten Lemma von Lebesgue folgt, dass fiir fast alle ¢ € [0, 1] gilt:

: f(v)_f(u)_ 1 u/ ol
lgltqﬁ = l;fﬁlm/v f(x)dz = f'(t).

ult
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Also folgt fiir fast alle ¢ € [0,1]

() (r)
lim ¢,(t) = lim ft) = ft) = f'(t).

r—00 r—00 t(r) tE’”)

Daher erhalt man mit dem Lemma von Fatou:

/ |f'(H)|?dt < lim,_,  ~ / |l ()|?dt = hm 1nf (o).
AufBlerdem iiberlegt man sich, dass
|fn (tET)1)|
()OTTL - Z r
i=1 t( - tz )1
1< o ,
- /
32 [, Rl
= I(fn)

aufgrund der Jensenschen Ungleichung gilt (| - |? ist konvex). Schicken wir nun n —

00, s0 erhalten wir mit der vorhergehenden Ungleichung, dass einerseits

I(¢,) < liminf I(f,)

n—oo

gilt und andererseits
I(f) <liminf I(p,),

T—00

somit auch
I(f) <liminf I(f,).
n—oo

Dies beweist die Unterhalbstetigkeit von I(-), somit auch die Abgeschlossenheit der
Niveaumengen von I(-) und beendet den Beweis des Satzes von Schilder. a

8 Quellenkodierung

Dieser Abschnitt befasst sich mit einer Anwendung der Theore grofler Abweichun-
gen in der Informationstheorie. Dieses Gebiet der angewandten Mathematik wurde
Mitte des letzten Jahrhunderts im Wesentlichen von dem britischen Mathemati-
ker C. Shannon gegriindet. Bedeutende Beitrige stammen u. a. von . Cszisar und
R. Ahlswede.

Die Motivation fiir die Fragestellung der Quellenkodierung stammt aus der Uber-
tragung (bzw. dem Speichern, was heute vermutlich das aktuellere Problem ist) von
Nachrichten. Nehmen wir an, diese entstammen einem 0-1-Alphabet. Dann kénnen
wir natiirlich versuchen, genau diese 0-1-Sequenz zu iibermitteln. Eventuell ist es
aber sparsamer, wenn man sie kodiert. Besteht sie zum iiberwiegenden Teil aus
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0’en, so konnte man immer Anzahl der aufeinander folgenden 0’en speichern statt
der O’en selbst. Die Frage ist, wie stark man eine Nachricht komprimieren kann.
Da dies von der Art der Nachricht nicht abhingen soll, betrachtet man zufillige
Nachrichten.

Man kann sich neben der Frage, wie stark man denn Nachrichten komprimieren
kann, dariiber hinaus damit beschéftigen, was geschieht, wenn man diese Gren-
ze unterschreitet. Mit derartigen Problemen wollen wir uns in diesem Abschnitt
beschéftigen. Um das Problem zu formalisieren, sei {1,...,d}, d < oo, das Alpha-
bet. Wir stellen uns vor, dass die Worter unserer Botschaft allesamt die Léange n
besitzen. Diese Worter wollen wir nun mithilfe von Codewortern der Léange r, d. h.
aus {0, 1}" kodieren. Also gibt es 2" Codewdrter. Da es d"* Codewdrter gibt, erreicht
man nur dann eine Datenkompression, wenn 2" < d" ist. Bei der Codierung mit
moglichen Fehlern schreibt man 2" — 1 Quellwortern ein eindeutiges Codewort zu.
Das verbleibende Codewort zeigt im Wesentlichen einen Kodierungsfehler an. Wir
nehmen nun an, dass die Buchstaben des Quellcodes i.i.d. sind (das ist ein wenig
unrealistisch) und die Marginalverteilung

P(X, = i) = p,

besitzen. Benotigen wir eine zweite Wahrscheinlichkeit auf {1, ..., d}, so heifit diese
in der Regel @ = (q1,...,qq4). Mit U bezeichnen wir die Gleichverteilung auf der
Menge {1,...,d}. Die Entropie von P ist gegeben durch

d
H(P) == pilogp;.
=1

H ist so etwas wie die “mittlere Uberraschung”, die P zu bieten hat. Offenbar ist
H(U) =logd und H(U) ist maximal. Der erste Kodierungssatz von Shannon besagt
im Wesentlichen, dass Entropie das grundlegende Maf} fiir den Informationsinhalt
einer Quelle ist. Genauer: Fiir jedes € > 0 gibt es einen Code, also eine Abbildung
von {1,...,d}" — {0,1}", sodass die Wahrscheinlichkeit eines Kodierungsfehlers
kleiner ist als ¢, falls n grof§ genug und

2
R:=rlog—>H
n

gilt. Mit anderen Worten konvergiert die Wahrscheinlichkeit fiir einen Kodierungs-
fehler fiir n — oo gegen 0. Wir werden hier sehen, dass diese Konvergenz sogar
exponentiell schnell ist und die Raten mithilfe der Theorie grofier Abweichungen
bestimmen. Sei also

H < R <logd

(das lésst sich offenbar fiir n — oo erreichen). Sei z = (z,...,x,) ein Quellwort.
Wir betrachten das empirische Mafl

NS
Ln,w(]) = n Zéj(xi)v
=1
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das die Haufigkeit des Vorkommens einzelner Buchstaben in x misst. Seine Entropie

ist offenbar .

ZL”’” )log Ly, (7).

=1
Wir fragen uns nun, wieviele der d" Quellworter ein L, , haben mit H(L, ) < R.
Diese Menge heifle S,,, also

Sp={z:H(L,.) < R}.

Formal ist .S, offen (als Urbild von (O, R) unter dem stetigen H, aber in der Tat
sind ja in allen Mengen in {1,...,d}" zugleich offen und abgeschlossen). Offenbar
gilt

1Sy = d"U(S,).

Somit folgt aus dem Satz von Sanov

hm log U(S,) < hm logU({x: H(L,, < R})

— mf i
< o (S0 )

= —logd+ sup H(Q)

Q:H(Q)<R
= R —logd.

Also lim1 log|S,| < R. Nun nehmen wir einen Code, bei dem jedes Wort aus S,

ein eindeutiges Codewort bekommt. Wir kénnen dies mit m,, Buchstaben aus {0, 1}

tun, wobei

 log(|S,] +1)

" log2
Wir nehmen ein Extracodewort, um alle Nachrichten zu kodieren, die nicht in S,
liegen. Also ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Codierungsfehler P(H(L,, ) > R).
Nach dem Satz von Sanov ist aber

lim 1IPHLM2R§— inf  H(Q[P).
im-— log (H(Lnx) ) ot (QIP)

Somit haben wir gezeigt

Satz 8.1 (Jelinek-Cszisar)ﬂiir jedes R mit H < R < logd g¢ibt es eine Folge
von Codes in {0,1}™, sodass im™ < R/log?2 ist, mit

—1
lim— log P(Codi hler) < — inf  H(Q|P).
im-~ log (Codierungsfehler) < Q:Hl(rég)zR (QIP)

Dieser Satz ist auch optimal in dem Sinne, als dass die Rate optimal ist. Um das
einzusehen betrachten wir irgendeinen Code mit binéren Codewortern der Lénge
m,, und lim% < %. Nun ist fiir endliches d nicht nur

H:M\({1,...,d}) - R
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stetig, sondern auch
H(-|P): M'({1,...,d}) = R.
Sei nun Qo C M'({1,...,d}) beliebig mit H(Qy) > R. Aufgrund der Stetigkeit von

H(-) und H(:|P) gibt es dann eine offene Menge G C M!({1,...,d}), sodass fiir
alle Q € G

[H(Q) — H(Qo)| <e und [H(Q[P) — H(Qo[P)| < e

gilt. Wie viele Quellworter haben nun eine empirische Verteilung L,, , mit Werten
in G? Wir bezeichnen diese Menge mit

Sen i={z: L,, € G}.

Benutzt man das gleiche Argument wie oben, erhélt man:

1 1
_hm_ log |SG’,n| - h_m_ log dnU(SG,n)
n n
S .
> logd érelfGH(Q,U)
= sup H(Q)
QeG
> H(QO) —&> Rv

wobei wir € > 0 gerade so klein wéhlen, dass die letzte Ungleichung stimmt. Sei nun
S, die Menge der Worter, die man eindeutig dechiffrieren kann. Nach Konstruktion
ist |51 < 2™~ also

1 —m,
lim,, 0o — log |Sy| < Tm_ log2 < R.
n n

Somit ist fiir hinreichend grofles n jeder positive Bruchteil (zum Beispiel die Halfte)
aller Quellworter in Sg ,, nicht in S,,. Ist dariiber hinaus x € {1,...,d}" mit L, , =:
Q@ € G, so wissen wir, so sind fiir jedes ¢ genau ng; Buchstaben von = gleich. Somit
gilt

d d

1 1 .

~logP(x) = ~log [ [} = > _aslogp;
=1 i=1

d
= Z%‘log% - Qilog&
i=1 pi
—H(Q) — H(Q|P)

- ngp [H(Q) + H(Q|P)]

~ [H(Qo) + H(Qo|P) + 2¢]

= —H(Qo) — H(Qo[P) + 2.

v

v
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Daher folgt

1 1
lim,_,  —log P(Codierungsfehler) > lim, ,  —logP(z ¢ S, und = € Sg,,)
n

1 1
> lim —log |=|Sgn| - P(z|z € Sgn)
n—oo N, 2

> H(Qo) — & — [H(Qo) + H(Qo|P) + 2¢]
= —H(Qo|P) — 3¢.

Schickt man € — 0, so erhélt man

Satz 8.2 Fiir jede Folge von Codewdrtern in {0,1}™ mit lim™»

llm log P (Codierungsfehler) > — inf  H(Q|P).
gP( gsfehler) > ot (Q[P)

Wir wenden uns nun einer zweiten Fragestellung zu. Hierzu ist es wichtig zu be-
merken, dass H(-) eine untere Schranke an dem Informationsgehalt einer zufalltigen
Nachricht ist und eine untere Schranke an die erwartete Codewortlénge. Die Frage,
die wir nun behandeln wollen, was geschieht, wenn man probiert, mit weniger Platz
auszukommen. Hierzu sei p(-, -) ein VerzerrungsmaB. p(j, k) ist das Maf fiir die Ver-
zerrung, wenn wir den Buchstaben j aus dem Quellalphabet mit dem Buchstaben k
kodieren. Damit kénnen wir eine Durchschnittsverzerrung berechnen, wen wir das
Wort = mit dem Wort y (beide n-elementig) kodieren. Die Verzerrung ist dann

= % ; p(Ti, Yi).-

Sei P die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Quelle. Die Tatsache, dass wir die
Buchstaben i.i.d. auf {1,...,d} wahlen heifit hier “gedéchtnislose Quelle”. Es sei
Q(k|7) eine bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir den Buchstaben j des Quel-
lalphabets mit dem Buchstaben k im Zielalphabet wiedergeben. Q(+|-) zusammen
mit P(-) ergibt eine Verteilung

d

Q(k) =Y P(HQ(K))

J=1

auf dem Zielalphabet. Ahnlich kénnen wir die erwartete Verzerrung berechnen:
Z P(HQ(K|j)p(j, k).

Eine bedingte Wahrscheinlichkeit @ heifit D-zuléssig, wenn d(Q)) < D. Die Menge
der entsprechenden ()’s bezeichnen wir mit Qp. Mit der folgenden Gréfle I bezeich-
nen wir fiir eine bedingte Wahrscheinlichkeit Q(+|-) die durchschnittliche gegenseitige

Information. QUkL))
— : : J
—%P(J)Q(k\J)log o)
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I() misst die Information, die man iiber die Quelle erhélt, wenn man nur die Aus-
gabe beobachten kann. Schlieflich definieren wir

R(D) = Join 1(Q)

als die Ratenverzerrungsfunktion. Q* sei der Minimierer.

Der Beweis des foglendes Lemmas ist eine Ubung.

Lemma 8.3 (Gallagher): Es gilt

R(D) > 2218[1913 — f(9)],

wobei

_ Z P(j)log | > exp(Vp(j, k))Q(k)

und Q(-) ist aus einer bedingten Wahrscheinlichkeit Q(-|-) € Qp abgeleitet.

Wir kommen nun dazu, unser zentrales Resultat zu formulieren. Jedes B := {y1, ..., yx}
n-dimensionaler Vektoren mit Komponenten aus dem Zielalphabetheifit Code der
Grofe 7 und Blockldnge n. Die Elemente von B heifiten Code-Wort. Jedes Quellwort

x wird auf ein beliebiges y mit p,(x,y) = min, p,(z, z) abgebildet. Die Verzerrung
notieren wir mit

pu(|B) = min p, (2, y).

Die durchschnittliche Verzerrung des Codes ist definiert als

E[pn(z|B)] ZIP’ x)pn(z|B).

Falls E[p,(z|B)] < D, heifit der Code D-zuléssig. Die Codierungsrate ist

1
R := —logk.
n

Um das Konzept zu verstehen, stelle man sich vor, der log wiirde zur Basis 2 ge-
nommen. Dann wére in R die Anzahl an Oen und len, die man braucht, um jeden
Codewort in B eine eindeutige 0 — 1-Sequenz zuzuordnen. R wire dann die Anzahl
an Binarziffern, die man pro Buchstaben im Quellalphabet braucht. Nun ist bei uns
der Logarithmus zur Basis e, aber qualitativ &ndert das nichts.

Satz 8.4 (Shannon): Fir eine gedichtnislose Quelle und gegebenes Verzerrungs-
maf p(-,-) und gegebene € > 0 und D > 0 gibt es ein n € N, so dass es einen
(D + ¢)-zuldssigen Code der Bloklinge n mit Rate

R<R(D)+e¢

qibt.
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Wir suchen k& Codeworter als unabhiingige Zufallsvariablen gemé&f der Verteilung

n

Q) =[] Q).

=1

wobei y = (y1, ..., y,) und @ eine Verteilung auf dem Zielalphabet ist, die wir spéter
wéhlen werden. Sei

S(x) :={y: pnlz,y) < D+ 6}

= > QW)

y€S(v)

Weiter sei

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zufillig gewéhltes Codewort in S(x) liegt. So-
mit ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass keines der k zufillig gewahlten Codeworter
in S(x) liegt (1 — Q(S(z))*. Sei

Pmax = YI}C?ZXP(Z; h)

Wir wollen nun eine obere Schranke fiir die erwartete Verzerrung herleiten, die ein
zufilliger Code erzeugt. Diese nennen wir p. Dann gilt

p< Z]P) [(D+6)(1— (1 - Q(S($)))k] + Pmax[1 — Q(S($))]k
< D454 o P = QS

< D+ 6+ prmax Z P(m)e*kQ(S(w)).

Wir werden in der Folge
Lo— 6nR(D)—l—25

wéhlen und die Frage ist dann, wie schnell Q(S(x)) gegen 0 konvergiert. Falls dies
langsamer geschieht als k& wéchst, dann wird

Prmax Z P(z)e

kleiner als beispielsweise §. Daraus folgt dann die Behauptung des Satzes.

Dazu wahlen wir

wo, wie schon erwahnt, Q* der Minimierer in Qp ist. Dann ist

Q(S(z)) = Q" (%Zp(xi,yi) < D+5> .

i=1
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Es geht also darum, das groBe Abweichungsverhalten von £ 3" | p(z;, ;) zu ver-
stehen. Bemerke, dass die p(x;,y;) als Funktion von y zwar unabhingig aber nicht
identisch verteilt sind. Wir bemiihen daher das Gértner-Ellis-Theorem. Es ist

1 n
:0<79) := lim —log EQ*eﬁZizl p(zi,yi)

n—oo 1

1 n
— 1 _E log En. PP (@iyi)
nl—I}t;lo n i1 Og Q ¢

= Eplog Eq- eVP(izyi)

nach dem Gesetz der grofien Zahlen. Somit ist

p(v) = ZP(j) log(} ~ e”iNQ* (k) = f(9)

nach Definition. Somit folgt aus dem Gértner-Ellis-Theorem

! 1
lim ~log Q (Egp(wi7y¢) < D+5>

> — s%p[ﬁD — f(1)]
= —sup[VD — f(V)]

9<0

(das zeigt man wie im Satz von Cramér). Nach dem Lemma von Gallagher ist somit

n

lim - log Q° (% Zp(xi,y») > —R(D),
=1

also geht k- Q(S(z)) — oo. Das beweist die Behauptung. O

9 Markov-Ketten

Wir werden nun eine néchste abhéngige Situation betrachten. Sei also Xi, Xo, ...
eine Markovkette auf der endlichen Menge F. Es sei 7 = (7(z,y)) ihre Ubergangs-
matrix. Wir nehmen an, dass = und somit (X,,) ergodisch ist, sogar dass m(x,y) > 0
fiir alle x,y. Die stationdre Verteilung heifle p, also gilt

pT = Dp.

Es sei V : F' — R eine Abbildung mit p-Ewartungswert m = > V(z)p(x). Da die
Verteilung von X, nach dem Ergodensatz gegen p konvergiert, folgt

n—oo

1
lim P, ||— V(X;) — > =0
m P |23V 0) 2o
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fiir alle @ > 0. Dabei bezeichnet P, die Wahrscheinlichkeit fiir eine Markov-Kette
mit Start in x € F. Wir wollen sehen, dass — wie im Satz von Cramér — die Wahr-

scheinlichkeiten
log]P’ [ Z V(X ]

fiir a > m gegen einen negativen Limes konvergleren. Zunéchst zeigen wir

Lemma 9.1 Fir jedes V : F' — R und jedes x € F existiert

logo(V) := lim —logE eXiz1 V(X0

n—oo M

Dabei ist o(V') der betragsmiflig grofite Eigenwert der Matrix

Ty = (v (2,Y))syer = (W($7y)ev(x)>r,y'

Bemerkung 9.2 o(V) ist positiv, da alle Zeilen von my positive Summen haben.
Als betragsmdfig grofiter Eigenwert hat o(V') einen rein positiven Eigenvektor nach
dem Satz von Gershgorin.

Beweis: Per Induktion zeigt man

exp (Z V(Xi)

(das ist eine Ubung). Nun wiéichst [my/]” aber wie der betragsmiBig groBe Eigenwert,

also
D vt =c-o(V)"

Y

Fy

= Z[ﬂ'v]n(l‘, y)

Y

Daraus folgt die Behauptung. a

Wendet man diese Erkenntnis auf die exponentielle Chebyshev-Ungleichung an, so
ergibt sich

hmsup—log]P’ [ ZV >a] <logo(V)—a

n—oo

bzw. wenn man V durch AV, A > 0, ersetzt,

lim sup log Px [ ZV a] <logo(AV) — Aa.

Wir kénnen diese Schranke iiber alle A > 0 optimieren und erhalten:

—h(a) := —sup[Aa — log a(AV)].

A>0

1 1 o
li —logPyx |— X
im sup — log Py [n ZV(

n—oo TN
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Nun erhélt man mit der Jensenschen Ungleichung:

n

logo(AV) = lim llogIEx[eXp(AZV()Q)]

n—oo M —
1=

> lim — ZE (AX;)

n—oo 1,
= \m.

Damit ist

sup[Aa — log o(AV)] = sup[Aa — log o (AV)],

A>0 AER
denn wiirde das Supremum in Ay < 0 angenommen, so wére

h(a) = —Xoa —loga(AgV)
—)\Oa - )\om

=—Xo(a—m) >0

und wir hitten eine Wahrscheinlichkeit durch einen exponentiell wachsenden Term
beschrankt.

Fiir die untere Schranke wenden wir wieder eine exponentielle Mafltransformation
an. Die Idee ist es dabei P, wieder durch ein Mafl (), zu ersetzen, fiir das das

betrachtete Verhalten typisch ist. Die Radon-Nikodym-Ableitung ‘fﬂp” wird dann den
Strafterm geben. Konkret kénnen wir das erreichen, indem wir die Ubergangsmatrix
7 zu T verdndern, sodass 7 das invariante Mafl ¢ hat und > _.q(z)V(z) = a ist.

Falls Q, also die Verteilung der Kette mit Ubergangsmatrix 7 ist, dann ist

P.(B) = [ R,

wobei

R, = exp

n—1
Zlog ?(XijH) 7
wie man durch Ausschreiben der Wahrscheinlichkeiten feststellt. Damit erhalten wir

1
lim mf —log P, E V(X = lim,, oo — log / R,dQ,
noeo n {3 T V(Xi)>a}

> lim, , . —log / e'°efnqQ),
n {1 V(X;)>a}n{log Rn>Eq, log Rn}

1 1
> hmn_>OO log e ez o8 fin () ({5 Z V(X;) > CL} N {log R, > Eq, log Rn})

1
= lim ——IEQ [—log R,,],

n—oo

da die Wahrscheinlichkeiten rechts nach dem Ergodensatz fiir Markov-Ketten gegen
0 gehen. Nun konvergiert ebenfalls nach dem Ergodensatz

lim —llogR Zl )
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gegen

5@ = Y tog 20,y )

m(z,y)

x?y

(Ubung: man zeige das), somit haben wir gezeigt, dass

hmmf log P, ( ZV >a) > —J(7)

n—oo M

ist. Da das fiir jedes 7 funktioniert, bekommen wir daraus sofort

li —1 P, V(X;) > inf .
ot (LSS V00 za 22 et o)

Wir haben also fiir die uns interessierenden Wahrscheinlichkeiten eine obere und eine
untere Schranke bewiesen mit dem kleinen Schonheitsfehler, das sich diese bislang
wenig dhnlich sehen. Dies versuchen wir nun zu dndern. Dazu nehmen wir an, dass
das Supremum bei der Bildung von h(a) in einem A angenommen wird, dass also

Aa — log(a(AV)) = ha

gilt.

Dann ist a = ‘:((;“‘//)) und die Matrix 7y besteht aus Eintréigen der Form 7 (x, y)e?V®).

o ist natiirlich wieder ihr grofiter Eigenwert. Zu diesem gibt es rechte und linke
Eigenvektoren, die wir mit f bzw. g bezeichnen. Der Gag ist es nun, die richtige
stochastische Matrix zu wahlen. Wir setzen

oy = Lo v fY)
(z,y) = —7(z,y) o)

In der Tat ist 7 eine stochastische Matrix, denn fiir jedes = gilt

3o = iy Sl )

y
o) =1
= coflx) =
of(x)
Das invariante Mafl von 7 berechnet sich als
f(z)g(x)

wobei

Z=Y fWay)

ist. Hier ist natiirlich wichtig zu bemerken, dass f und g als Eigenvektoren zum
grofiten Eigenwert o nicht-negativ sind. In der Tat gilt

S al@)nley) = 5 32 ~gle)nle ) O f(y)



Mit ein wenig Storungstheorie (die wir hier nicht durchfithren wollen) berechnet
man, dass zudem auch

a=Y q(x)V(z)

T

gilt, 7 also zur Menge der Mafle gehort, die an der Infimumsbildung fiir J teilnehmen.
Dann ist

J(@) =) (~logo +AV(y) +log f(y) — log f(x))
= —logon(z,y) - qly) + AV (y)7(z,y)q(y)

= )\Zq(x)V(x) —logo

= Aa —logo

= n(a).
Somit sind h und J dasselbe und wir haben gezeigt:

Satz 9.3 Fiir jede Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum F und Uber-
gangsmatriz ™ mit strikt positiven Fintrdgen und jedes

ViF—=R
gendigt (=37, V(X;)) einem LDP mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

n(a) = sgp[)\a —loga(AV)].

Ubung 9.4 Man versuche diesen Satz aus dem Girtner-Ellis- Theorem abzuleiten.

Wir wollen abschlieend versuchen, auch den Satz von Sanov auf der Ebene von
Markov-Ketten zu beweisen. Sei also fiir y € F

1 n
LY== 6y(X;
n nj:1 y( ])

die Anzahl der Besuche der Markovkette in y (da F' endlich ist, gentigt es, L,, fiir
jedes y zu betrachten, um das empirische Maf zu verstehen). Dieses empirische Maf§
heifle v, also

n 1 =
V() =~ 376k, ()
i=1
v hangt natiirlich vom Startpunkt z ab. Wir zeigen
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Satz 9.5 (V) geniigt einem LDP mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

I(q) = sup ¥ q(z)V().
Hierbei ist M die Menge

.Mz{V:Vlegi fir ein u > 0}.
v

Beweisskizze: Die Kernidee ist, dass man fiir Potentiale

V(z) = log it (ru)(2) = Y (e, y)uly)

Y

(m(u) ()

schnell ausrechnet, dass f(x) = (mu)(x) ein rechter Eigenvektor zum Eigenwert 1
ist. Da fiir f(z) > 0 fiir alle x ist, muss daher o = 1 sein. Also

log o(log i) = 0.
™

Da nun
logo(V +¢) =loga(V)+ ¢

fiir jedes c ist, ist logo (V') gerade die Grofe, um die wir V' verschieben miissen,
damit es in M ist.

Wir beweisen nun die obere Schranke: Sei ¢ € M!(F) beliebig und V' € M. Dann

1st
exp (Z(xn) (7u)(Xs1)

i=1

Ep = (mu)(z),

x

da wie eben bemerkt (7u) ein Eigenvektor zu Eigenwert 1 fiir (7(x,y)e’®) ist und
dies dann natiirlich auch fiir Produkte solcher Matrizen gilt. Daraus folgt, dass

(S0 <0

=1

1
lim sup — log Ep,
n

n—o0

Wiéhlt man nun eine Folge offener Umgebungen U. um ¢, die mit € | 0 gegen ¢
schrumpft, ergibt sich aus dem vorhergehenden Satz:

1
8%1 ngisolip n og v, (Us) < ;q(x)v(x)

Dies geniigt aber schon, um die obere Schranke fiir das LDP herzuleiten, da der
Grundraum kompakt ist.

Die untere Schranke fiihrt wieder zu dem Problem, eine Ubergangsmatrix 7 zu
finden, sodass ¢ das invariante Maf fiir 7 ist und



gilt. Wir miissen also das Variationsproblem l6sen
min{J(7) : 7 hat das invariante Ma8 ¢}.

Man kann zeigen, dass das Minimum in

T(z,y) ZW(%y)W

angenommen wird. Da dieses 7 ¢ als invariantes Mafl hat, kann man schnell die
folgende Rechnung durchfiihren:

J = ;[bg fy) = log(mu) (x)]7 (2, y)q(x)
= i[log f(x) —log(mu)(x)lg(x)
- Z V(z)g(z) firalle Ve M
<I fq>.

Da wir schon eine entsprechende obere Schranke haben, sind wir fertig. |

Bemerkung 9.6 Man kanna aus dieser Uberlequng wieder die Situation von i.i.d.
Zufallsvariablen zurickgewinnen. Wir wdhlen w(z,y) = w(y) fir alle x (7 die Ver-
teilung der Zufallsvariablen). Dann ist fiir jedes V die Matriz 7(y)e*™) vom Rang 1
und der einzige nicht-verschwindende Figenwert ist

o(V)=> e @n(x).

Somit sind wir wieder in der Situation des Satzes von Cramér, denn o ist die
momenten-erzeugende Funktion von V. Insbesondere ist wieder

1g) = 3 qa) log L

. ()

die relative Entropie beziiglich .
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