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1 Einleitung

Im Rahmen dieses Vortrags werden wir uns mit der gleichméfigen Verteilungs-
konvergenz (Konvergenz in Totalvariation) von positiv rekurrenten diskreten
Markovketten (DMK) beschéftigen. Zur Erinnerung: Eine DMK M konvergiert
in Totalvariation g.d.w.:

nh_}H;o |PA — || = nh_>rr;o sup |PA(M, € A) —7w(A)|=0
ACY

fir alle A € Z(.), wobei 7 die eindeutig bestimmte stationédre Verteilung von
M bezeichnet (— und &Z(.) die Menge aller Wahrscheinlichkeits-
mafle auf & ist.

Der zentrale Satz wird dabei der [Ergodensatz fiir DMK] sein, welchen wir mit
Hilfe einer neuen Beweistechnik, der sogenannten [Kopplungsmethode] zeigen
werden. Davon ausgehend werden wir uns noch mit [spezielleren Konvergenzaus-|

beschéftigen.

Bemerkung: Dieser Vortrag basiert auf ALSMEYER, GEROLD (2005). Sto-
chastische Prozesse. Teil 1: Diskrete Markov-Ketten und Martingale (4. erwei-
terte Auflage). Skripten zur Mathematischen Statistik 33, Universitat Minster,
welches teilweise auch online verfiigbar ist. Die hier verwendeten Bezeichnungen
entsprechen daher dem des Scripts. Im werden einige Aussagen zitiert,
die im Laufe des Vortrags benétigt werden.

Zuriick zum Thema: Wie man sich iiberlegt, ist die gleichméfiige Konvergenz
nur fur aperiodische (i.e. Zustdnde haben Periode 1) positiv rekurrente DMK
moglich. Denn hat M die Periode d > 2, so ergibt sich (beachte w; > 0Vi € .

nach [Satz 2.33))

lim Pi(Mnd+r = Z) = lim pl(_;(zd+r) =0 # iy
n— 00 n— 00

fiir alle 0 < r < d. Daher beschéftigen wir uns mit aperiodische, positiv rekur-
rente DMK.

2 Die Kopplungsmethode

Definition 2.1 (Kopplung). Seien Q und Q’ zwei W-Mafe auf einem mess-
baren Raum (%, 6). Ein Paar (X,X') von Zufallsvariablen auf demselben W-
Raum (2, A, P) mit Werten in (£, &) heifit Kopplung von (Q,Q’), wenn

PX=Q und P¥ =Q.

Die Idee der Kopplung stammt von Wolfgang Doeblin und wurde 1938 pu-
bliziert, blieb allerdings fiir einige Zeit unbeachtet. Erst in den 70er Jahren


http://wwwmath.uni-muenster.de/statistik/lehre/SS12/Markov-Ketten/Kapitel2.pdf

erlangte sie Aufmerksamkeit und gehort seitdem zu einem wichtigen Werkzeug
beim Beweisen von Grenzwertsitzen fir stochastische Prozesse.

Die fiir uns interessante Situation ist folgende: X = (X,)n>0 und X' =
(X! )n>0 sind DMK mit derselben Ubergangsmatrix P. Q = (Q,)n>0 und Q' =
(Q))n>o0 sind dann die Verteilungen von X bzw. X’ mit unterschiedlichen An-

fangsverteilungen, also P{ = Q, ]P’f = @, und IF’ff/ = Q' ]P’if’:L = @), Sei
dazu:
Definition 2.2 (Kopplungszeit).
T:=inf{n>0: X, = X, Vk > n}
ist die zu (X = (Xp)n>0, X' = (X])n>0) gehorende Kopplungszeit.

Wo liegt nun der Nutzen der Kopplung? Angenommen, wir moéchten etwa
|Qrn — Q.|| = 0 nachweisen. Dann hilft uns dabei das folgende Lemma:

Lemma 2.3 (Kopplungsungleichung). Sei (X, X') eine Kopplung von (Q,Q’)
mit Kopplungszeit T. X=(X,)n>0, X'=(X},)n>0, Q=(Qn)n>0, Q" = (Q},)n>0
wie oben beschrieben. Dann gilt:

1Qn — QLI <P(X, # X)) <P(T >n)

Beweis.
Def.
1Qn — QL 2 sup [P(X,, € A) — P(X/, € A)]
G
=sup|P(X, € A, X,, = XT/L) +P(X, € A, X, # Xr/z)
G

-P(X;, € A, X, = X;) - P(X;, € A, X, # X))
= sup [P(Xn € A, X, # X/) —P(X/, € A, X,, # X))
Ae6S

<P(Xn # X;) SP(T >n)
0

n—oo
Aus P(T < o0) = 1 folgt dann ||Q, — Q|| — 0, also gleichmé&Bige Vertei-
lungskonvergenz. Unser Ziel wird es daher spater sein, X und X’ so zu konstru-
ieren, dass sie sich fast sicher treffen und dann iibereinstimmen.

3 Der Ergodensatz fiir aperiodische, positiv re-
kurrente DMK

Satz 3.1 (Ergodensatz fir DMK). Sei M=(M,,)n>0 eine aperiodische, positiv
rekurrente DMK mit Ubergangsmatriz P = (pi;)i jes und stationdrer Vertei-
lung @ = (u;")ier. Dann gilt

. M, _ | —
Jim [P — [ =0



fir jede Anfangsverteilung A sowie insbesondere

() _ L
i p ==

fiir alle i,j € & (gleichmapig in j).

Beweisidee: Ausgehend von M, welche eine beliebige Anfangsverteilung A be-
sitzt, konstruieren wir eine weitere DMK M (mit der gleichen Ubergangsmatrix
P), die stationdr unter 7 ist und irgendwann f.s. mit M {ibereinstimmt. Mit der
[Kopplungsungleichung] folgt dann die Behauptung.

Beweis.

1. Vorbereitung

Sei zuniichst M @ M’ := (M,,, M} ),>0 eine DMK mit Zustandsraum .72, ka-
nonischer Filtration (%,)n>0, Ubergangswahrscheinlichkeiten

D(iy i), (41,42) = PirjiPizjs

und einem zu Grunde gelegtem Standardmodell (2,24, M @ M’, (P,),c 5 (»2))-
Fir v = A ® p schreiben wir einfach PPy ,, anstatt Pyg,.
Wir halten an dieser Stelle fest:

o M =(My)p>ound M' = (M]),>0 sind jeweils DMK beziglich (%, )n>0
mit Ubergangsmatriz P, welche unter jedem Py, stochastisch unabhdingig
sind, wie man sofort nachrechnet. Wir benutzen die Notationen Py  bzw.
P, ,, anstatt IPy , fiir Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen, welche nur von
M bzw. nur von M’ abhingen. Damit folgt unter Beachtung der zeitlichen
Homogenitat insbesondere direkt
P iy v ey = Pinsin (Mo = i1, M}, = o) = Py, o(Myy = j1)Pa iy (M), = jo) =

(n) (n)
p(ll 7]1)p("27]2)

e Es gilt P}, = ]P’i‘/[A fir alle A\, p € Z() (denn die Verteilungen von M
und M’ unterschelden sich ja lediglich in der Anfangsverteilung).

o M @ M’ ist irreduzibel und aperiodisch, denn wegen der Aperiodizitat von

M folgt mit [Lemma 2.14 p(") > 0 fir alle j € % und n > ng(j) , no(j)

(m)

geeignet. Die Irreduzibilitit von M impliziert aufierdem p;; " > 0 fiir ein

m > 1, so dass auch

C hapman—Kolmogorov|
(n) [CReP 4o ) (=)
ij > Dij >0



fir alle hinreichend grofien n gilt. ist. Es folgt

(n) () (m)
Plin iz}, (j1.d2) = PirisPizja > 0

fiir beliebige 41,2, j1, j2 € - und n hinreichend gro8.

e Man verifiziert leicht, dass 7®7 = (m;7;)(; j)e.> eine stationdre Verteilung
der bivariaten Kette ist. Somit liefern[Satz 2.45und die Irreduzibilitit von

M ® M’ die positive Rekurrenz von M @ M'. (Mit Satz[Satz 2.33(a)| folgt
auflerdem die Eindeutigkeit der stationdren Verteilung 7 ® 7.)

2. Der Kopplungsprozess.
Sei

T=inf{n>0: M, =M} =inf{n >0: (M,,M)) € {(i,i):i € L}}.
Aus der Rekurrenz aller (i,4) von M @ M’ folgt damit
P,(T < 00) = 1
fiir alle v € 2(7?).

Nun definieren wir den eigentlichen Kopplungsprozess M= (M\n)nzo durch:

M, =

—~ {M,’L fallsn <T

M, fallsn>T

100 200 7 300 T 40 00

=20F

Abbildung 1: Realisierung von M und M’ mit Kopplungszeit T fiir (M,M’).



M und M’ haben dann unter jedem P, dieselbe Verteilung. Denn die Post-T-
Folgen M) = (M,),>7 und M'™) = (M!),>7 hingen von der Vergangenheit
wegen der [starken Markov-Eigenschaft| (beachte: T ist eine M ® M’ Stopzeit)
nur von My bzw. M} ab.

Formale Rechnung: Fiir alle v € 2(.%?) und Ay, Ay, -- C . gilt unter Beriick-

sichtigung von ]P’%. = IP’ﬁVI/{

P, (M € Ap, k> 0) =Y P,(T =n,M € Ag,..., M}, € Ay, Myi1 € Apys,...)

n>0

-y /T P(Myi1 € Apsr, ... | Fn)dP,

nS0icA, ) T=nM{€Ao,...M] €Ap_1,Mp=M/=i

n—1

=Y Y P(T=nMjcAo,.... M, , € Ay_1, M, = M), =i)P; o(My € Api1,...)
n>0i€A,

= Z Z ]P)D(T = naM(/J € A07' e 7M'I/L—1 € An—laMTIL = Z)Pn,z(M{ € An+17 e )
n>0i€A,

-y / P(M}, 1 € Apir,. .| Fn)dP,
n>0i€A, T=n,M{€Ao,...,M] _,€A,_1,M] =i

=Y P(T=nM€Ag,...,M, €Ay, M, € App1,...)
n>0

=P, (M}, € Ay, k >0).

Resnick illustriert dies in Adventures in stochastic processes. Birkhduser Bo-
ston Inc., Boston, MA (1992) wie folgt:

Stellen wir uns vor, zwei Frosche, Sam und Suzie, hiipfen von Stein
zu Stein, wobei M die Spriinge von Sam und M’ zunéachst die Spriin-
ge von Suzie beschreibt. Allerdings gibt es einen Haken. Wenn beide
auf demselben Stein landen, so hiipft Suzie auf Sams Riicken und von
diesem Zeitpunkt an (der Kopplungszeit) mit ihm gemeinsam von
Stein zu Stein. Da jedoch beide gemif derselben Ubergangsmatrix
springen, dndert es nichts an der Verteilung von Suzies Wanderung,
ob sie sich nun auf Sams Riicken weiter bewegt oder davon unab-
hangig geméafl der Kette M’ mit gelegentlichen Treffen auf demselben
Stein.

3. Die Kopplung.:
Wir fassen zusammen:

e M, = J/W\n fir alle n > T, wobei T als Kopplungszeit fiir M und M dient

—

o M ~ M’ unter jedem Py ,.

e P (T<x)=1



Wiahle nun p = 7. Dann ist M unter jedem Py . stationér, also Pé\\/’[; = 7 fir
alle n > 0, und es folgt mit der Kopplungsungleichung

IPYy =7l = [Py — Py || < PaA(T >n) — 0,

T n— oo

also die Behauptung. q.e.d.

Wegen der Ubereinstimmung der Post-n-Prozesse M und M®™ fiir alle
n > T und PWM(H) =PM fiir alle n > 0 ergibt sich direkt:

Korollar 3.2. In der Situation von Satz[3.]] gilt
lim [PM" —PM| =0
n—oo

fiir jede Anfangsverteilung X.

Beweis. Wegen IP’%. = P%/r = IP’%Zr gilt auch

(n)

(n) MV (n) iR
IPX =Pl = PR —PALl = PXs =P Il < Paq(T >n)

fur alle n > 0. O

Ferner ergibt sich fiir die Funktionale Ey f(M,,) bzw. Exf(My, Myy1,...)
der DMK:

Korollar 3.3. SeibS der Raum aller beschrinkten Funktionen und f : (7, 6) —
(R,B) und || -||oo die Supremumsnorm. Dann gilt in der Situation von Satz[3.1]

lim  sup  [Eaf(Ma)— /yf(s)ﬂ(ds)l o,

0 rebd, | flI<1

lim  sup  [Exf(M™) —E\f(M)| =0
oo repe | Fll<1

fir jede Anfangsverteilung .

Beweis. Per Funktions-Erweiterungsargument.

Dariiber hinaus kénnen wir ohne Abschwichung obiger Sétze/Korollare auch
DMK mit einem Zustandsraum zulassen, der transiente Zustiande enthalt, wel-
cher aber irgendwann f.s. verlassen werden:

Satz 3.4. Sei M = (M,)n>0 eine DMK mit Zustandsraum .7, der in eine Menge
(nicht notwendig Klasse) 7 transienter und eine Klasse % aperiodischer, positiv
rekurrenter Zustinde zerfallt, wobei P;(7(#) < oo) = 1 fir alle i € . Dann
gelten weiterhin die Aussagen von Satz[3.1], Korollar[3-4 und Korollar[3.3



Beweis. Nach Voraussetzung gilt P;(7(#) < co) = 1 fiir alle ¢ € 7. Nun ist
Z abgeschlossen und (M ()4 )n>0 eine aperiodische, positiv rekurrente DMK
mit Zustandsraum Z. O

Anmerkung: Wegen der vorherigen Ergebnisse nennt man eine aperiodische, po-
sitiv rekurrente DMK auch einfach ergodisch. Die Konvergenz in Totalvariation
der IE”¥” gegen die stationdre Verteilung bezeichnet man als starke Ergodizitdt,
die Konvergenz im Zeitmittel als schwache Ergodizitdt.

4 Gleichméaflige und exponentielle Ergodizitit

Wir bleiben in der Situation von Kapitel 3 und wollen uns noch genauer mit der
Uberlebensfunktion Py (T > n) der Kopplungszeit T bzgl. M und M beschiftigen,
um diese - mit zusétzlichen Voraussetzungen - genauer abschétzen zu kénnen.
Vorstellbar wéren dabei folgende Denkrichtungen:

1. Eine Abschitzung von Py (T > n), die nicht mehr von der Anfangsver-

teilung A abhéngt, um

lim sup |[PY" —7||=0 (1)
N0 NP (S)

zu zeigen. Wir bezeichnen M dann als gleichmdafig ergodisch.

2. Eine Abschatzung von Py (T > n) durch C'(\) f(n) fur alle A € Zy(¥) C
P(S), n > 0 mit einer geeigneten Konstante C(\) > 0, und f : Ny —
[0, 00) eine fiir n — co gegen 0 konvergente Funktion , in der Regel f(n) =
n~" oder f(n) = e P fiir ein B > 0. Py(.¥) ist dabei die Klasse der
Anfangsverteilungen, meist Zo(.#) = {d; : i € }. Dadurch erhalten wir
eine Abschéitzung der Konvergenzrate:

P — 7| < C(A)f(n) (2)

fir alle A € Z5() und n > 0. Mit der oben genannten Klasse der
Anfangsverteilungen und f(n) = e~”" bezeichnen wir M dann als expo-
nentiell oder geometrisch ergodisch, da

lim e|PM» — 7| =0
n—oo
fiir alle ¢ € . und v < 8.
3. Verkniipft man und mit f(n) = e " und P(.¥) = P(¥), so

sprechen wir von gleichmdj$ig exponentieller Ergodizitit:

sup H]P’y" -7 < Ce P (3)
AeP(F)

fir alle n > 0 und damit

lim e sup [PY" — 7| =0
=00 \ep(.F)

fiir alle v < .



Jene Ergodizitat wollen wir fiir DMK nachweisen, welche die

Doeblin-Bedingung: Jig € %, ng > 1 : alig,ng) := 1nyp“0

erfiillen. Zu diesem Zweck benétigen wir noch ein Hilfslemma:

Lemma 4.1. Gegeben eine DMK M = (M,,),>0, welche die Doeblin-Bedingung
fiir ein ig € % und ng > 1 erfillt. Dann gilt mit « = a(ig, no)

Px(7(io) > kno) < (1 — a)*

fir alle k > 0 und A € P(), wobei T(A) = inf{n > 1 : M, € A} die
sogenannte Rekurrenzzeit bezeichnet.

Beweis. O.E. sei A = §;,7 € .. Mit Hilfe der Markov-Eigenschaft ergibt
sich fir alle k£ > 1 die rekursive Abschitzung

]P)Z(T(Zo) > kno) < ]P)( ( ) (k — 1)7L0,Mkn0 # ’Lo)

= Z Py ( = Dno, Mk—1yny = J, Min, # io)
J#io

= Z Pi( = 1)nos Mg—1yn, = 3)Pi(Mrn, # iol7(i0) > (kK — 1)no, Mk—1yn, =
J#io0

= Y Bi(r(io) > (k = )no, Miz—1yn, = (1~ pyis”)
J#i0

< ]P)Z(T(Zo) > (k — 1)TLO)(1 - a).

Durch Induktion folgt dann die Behauptung. O

Satz 4.2. Sei M eine ergodische DMK, welche die Doeblin-Bedingung fir ein
i0 € < und ng > 1 erfillt mit a = a(ig,no). Dann ist M gleichmafSig exponen-
tiell ergodisch, und zwar mit C' = (1 —a2)~(0=1/m0 ynd 3 = —log(1 — o)1/
n @, also
sup [PV — ]| < (1= a2)n—mo)/no
AP ()

fir alle n > 0.

Beweis. Wir benutzen wieder das Kopplungsmodell (2, %4, M@M', (P, ), c o (#2))

aus dem Beweis von Satz [3.1] Man beachte, dass neben M dann auch die biva-
riate Kette M ® M’ die Doeblin-Bedingung erfiillt, und zwar mit demselben ng
und (i, %) anstatt g, denn

(no) _ (no), (no) 2
i ;Iéfy (3, 3) (i0,30) — ;Iéfyp”oo pjioo Za (4)

10
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Auflerdem gilt offensichtlich
T =inf{n >1: M, = M} <7M®M (ig. i) = inf{n > 1 : (M, M_,) = (io,i0)}.

Schreiben wir nun n = kng +r mit £ > 0 und 0 < 7 < ng, so folgt dann mit
und dem [vorherigen Lemma| fiir alle A\ € Z(7) :

Pox(T > n) < Py (MM (ig,i0) > n)
< ]P))\J(TM(@M/ (io, Zo) > k’no)

< (1 _ a2)k (;) (1 _ a2)(n—ng+1)/no

(") (1—a?) € [0,1] und n—ng+1 = kng —no+7+ 1 < knyg, also %{?H <k.
<ng

Mit der Kopplungsungleichung folgt dann die Behauptung. q.e.d.

Ist die Doeblin-Bedingung bei festem ng fiir mehrere Zustinde erfiillt, so

ergibt sich als Verschirfung von Lemma [1}

Lemma 4.3. Gegen eine DMK M = (M,)n>0 und eine Menge A C .7, fir
dessen Elemente alle die Doeblin-Bedingung bei festem nq erfillt ist. Dann gilt
mit o; = a(j,no) fir j € A:

PA(T(A) > kng) < (1= a;)F
JEA
fir alle k> 0 und A € (7).
Beweis. O.E. sei wieder A = ;. Fiir k£ > 1 gilt dann:
Pi(7(A) > kng) < Pi(7(A) > (k — 1)ng, Mgpn, ¢ A)
= Pi(r(A) > (k — Dng, M(k_1yny, = I, My, ¢ A)

IgA
= S Bi(r(A) > (k= Dno, Mge—ayn, = D1 = Y pfi™)
IZA jeA
< Pi(r(A) > (k= Dno)(1 = D ay)
jEA
Die Behauptung folgt wieder per Induktion iiber k. O

Und damit das Pendant zu Satz
Korollar 4.4. In der Situation von Satz[{.2 gilt sogar

sup [Py — 7l < (1= ) aF)nmmoth/no
AP () jew

fir allen > 0, wobei o; = a(j,no) und o;j = 0, falls die Doeblin-Bedingung mit
j und ng nicht gilt.

11



Beweis. Analog zum Beweis von Satz mit Hilfe von Lemma [4.3] anstatt
Lemma L] .

Es sei noch erwéhnt, dass die obigen Abschédtzungen auch wieder fir die
Post-n-Folgen M (™) giiltig bleiben, i.e. fiir ||IP’§4(") —PM||, vgl. Korollar

5 Schlussbemerkung

AbschlieBend mochte ich noch kurz die Resultate des letzten Vortrags (Statio-
nire Mafle und Zeitmittel) und dieses Vortrags zusammenfassen:

Positiv rekurrente DMK sind stets schwach ergodisch (— Satz
und ergodische DMK sogar stark ergodisch (— Satz[3.1).
Erfiillt eine DMK dariiber hinaus noch die Doeblin-Bedingung,
so konnen wir sogar eine Aussage iiber die Konvergenzrate ma-
chen, welche unabhéngig von der Anfangsverteilung ist (— Korollar

4.4).

12



6 Anhang

Im folgenden werden einige Aussagen aus ALSMEYER, GEROLD (2005). Sto-
chastische Prozesse. Teil 1: Diskrete Markov-Ketten und Martingale (4. erwei-
terte Auflage). Skripten zur Mathematischen Statistik 33, Universitat Minster
zitiert, die bereits in fritheren Vortragen dieses Seminars hergeleitet wurden. Die
Nummerierung der Aussagen ist der des oben genannten Scripts nachempfun-
den.

Korollar 1.7: Chapman-Kolmogorov-Gleichung

Gegeben eine DMK mit Zustandsraum (., &) und Ubergangsmatrix P =
(pz(‘;‘c))i,jeﬂ =P* k>0, so gilt

pimn) = ptmp g pI = 37 iy
ke

fiir alle my,n >0 und i,j € .%7.

Satz 1.27: Starke Markov-Eigenschaft fiir zeitliche homoge-
ne DMK

Sei (Fn)n>0 eine Filtration des W-Raums (2, &, P) und M = (M,)n>0 €i-
ne zeitlich homogene DMK bzgl. (%,,),>0 mit Ubergangskern P. Dann besitzt
(M,,, Zn)n>0 die starke Markov-Eigenschaft: Fiir jede (%), >0-Zeit T gilt P-f.s.

IPM(T)l?T _ ]PM(T) | M,

Lemma 2.14

Ein Zustand ¢ € . ist genau dann d-periodisch, wenn p(m = 0 fir allen ¢

i

dN und pgznd) > 0 fiir alle hinreichend grofien m > my gilt.

Satz 2.33

Fiir eine rekurrente DMK M = (M,,),>0 gelten folgende Aussagen:

(a) M besitzt ein bis auf skalares Vielfaches eindeutig bestimmtes stationéres
MaB 7 = (m;)ics,0 < m; < 00 Vi € ., das genau dann endlich ist, wenn
M positiv rekurrent ist. In diesem Fall bezeichnet 7* := 7/7(.) die eindeutig
bestimmte stationidre Verteilung von M.

(b) Fiir 7* = (7} )ic.o gilt auflerdem: 7} = #1“_, i € .7, sofern die rechte Seite
im null-rekurrenten Fall (p;; = oo fiir alle ¢ € .#) als 0 interpretiert wird, d.h.
™=

13



(c) Die empirischen Verteilungen n%rl > h_o0n, konvergieren auf &, := {A :
m(A) < coPy-f.s. punktweise gegen 7*, d.h.

. 1
lim

> 0ar, (A) = 7% (A) Prfs.

k=0

fiir jedes A € &, und jede Anfangsverteilung .
(d) Die Cesaro-Mittel %H Sr_o P konvergieren auf & ebenfalls punktweise
gegen 7", also

lim —— S P (4) = 77 (4) (5)
k=0

fiir jedes A € &, und jede Anfangsverteilung A, wobei im positiv rekurrenten
Fall (= &, =B(.¥)) sogar

n

. My =« —
S g 2B -l =0,

d.h. in gleichméfige Konvergenz in A € . vorliegt.

Satz 2.45

Sei M = (M,)n>0eine DMK, die eine stationdre Verteilung 7 besitzt. Dann
zerfallt . in eine (moglicherweise leere) Menge .4 null-rekurrenter oder tran-
sienter sowie eine Menge # # () lauter positiv rekurrenter Zustinde, wobei
m; = 0 fur alle i € A gilt.
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