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THEMEN: Das Maflintegral, Bildmafle, Erwartungswerte und Varianzen

Aufgabe 33 (2+3 Punkte)
Es sei (2,2, 1) ein Mafiraum. Benutzen Sie den Satz von der monotonen Konvergenz, um
zu zeigen:

(a) Lemma von Fatou: Fiir jede Folge (f,)n>1 von nichtnegativen, messbaren reellen
Funktionen gilt

/liminffn dp < liminf/fn du.
n—oo n—oo

(b) Majorisierte Konvergenz: Fiir jede konvergente Folge (f,)n>1 in £'(1) mit reellem
Limes f und sup,>; |fa] < g € £'(p) ist f € £'(n) und

lim | f.dp = /fdu.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktionen h,, := infy>,, fx, ¢, := g+ fn, 9, == 9—fn, n > 0.

Aufgabe 34 (2+2 Punkte)
Es seien (2,2, 1) ein Mafiraum, (€',2’) ein messbarer Raum und 7" : 2 — €’ eine A-A'-
messbare Abbildung. Priifen Sie die Giiltigkeit folgender Implikationen:

(a) p ist o-endlich = p” ist o-endlich.

(b) pT ist o-endlich = p ist o-endlich.

Aufgabe 35 (2+2+2 Punkte)
Bestimmen Sie die Varianz von X, wenn

(a) PX = Normal(p,0?), p € R, 02 > 0.
(b) PX = Bin(n,p), n €N, pe[0,1].
(c) PX = Ezp()\), X > 0.
Hinweis zu (c): In Aufgabe 31(a) wurde E(X) = 1/ gezeigt.

Aufgabe 36 (5 Punkte)
Firie {—n,—n+1,...,n—1,n} sei P(X,, = i) = 5. Berechnen Sie P(|X,, —EX,,| > 1)
und P(|X,, — EX,,| > ). Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit den Abschitzungen aus der

Tschebyschev-Ungleichung. Geben Sie jeweils auch Naherungswerte fiir grofe n € N an.



