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["J'bungen
Abgabetermin: Freitag 11.1. um 10 Uhr, Briefkésten 45-50
THEMEN: Unabhangigkeit und Klausurvorbereitung

Aufgabe 41 (14242 Punkte)
Wir betrachten eine zuféllige Permutation der Menge {1,2,...,n}, n > 2.

(a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2(, P) an und stellen Sie die
folgenden Ereignisse als Teilmengen von €2 dar:

A; = {i ist kein Fixpunkt}, 1 <i<n
A = es gibt genau einen Fixpunkt

(b) Sind fiir ¢ # j die Ereignisse A; und A; unabhéngig?

(¢) Sind A und A; fiir ein 1 <4 < n unabhéngig?

Aufgabe 42 (2+2 Punkte)

Ferrero produziert seine Uberraschungseier an 3 verschiedenen Maschinen, wobei Maschi-
ne A 50% der Gesamtproduktion liefert und Maschinen B und C jeweils 25%. Laut einer
internen Untersuchung enthalten nur 10% der an Maschine A hergestellten Eier eine Uber-
raschung aus der aktuellen Sonderserie. Bei Maschine B sind es 23% und nur bei Maschine
C ist es tatsachlich jedes 7. Ei.

(a) Wie grof§ ist der Anteil an Eiern aus der Sonderserie?

(b) Sie haben ein Ei aus der Sonderserie gekauft. Wie groff ist die Wahrscheinlichkeit,
dass es von Maschine C stammt?

Aufgabe 43 (3+2 Punkte)

(a) Es seien Xj,...,X,, stochastisch unabhéngige, reelle Zufallsgrofen mit Verteilungs-
funktionen Fi,...,F,, n > 1. Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Min:=
minlgign Xz und Maz:= maxj<i<n Xz

(b) Es seien Fi,...,F, die Verteilungsfunktionen von Exponentialverteilungen mit Para-
metern \; > 0, 1 <1i < n. Wie lautet dann die Verteilung von Min?

Bitte wenden!



Aufgabe 44 (3+3 Punkte)

Aus einer Urne mit schwarzen und roten Kugeln - der Anteil der roten Kugeln sei p € (0, 1)
- ziehen Sie mit Zurticklegen immer wieder eine Kugel und notieren die Farbe. X; bezeichne
die Anzahl an schwarzen Kugeln, bevor zum ersten Mal eine rote gezogen werde, und fiir
k > 1 bezeichne X} die Anzahl an schwarzen Kugeln zwischen der (k — 1)-ten und der
k-ten roten Kugel.

(a) Zeigen Sie, dass die Zufallsvariablen (Xj),>1 identisch verteilt sind, und bestimmen
Sie deren Verteilung.

(b) Zeigen Sie, dass X7,...,X,, fiir n > 2 stochastisch unabhéngig sind, und bestimmen
Sie die Verteilung von S, := > "7, X.

Die folgenden Aufgaben dienen der Wiederholung. Aufgaben, die reines Wissen
abfragen und theoretisch durch Nachschlagen im Vorlesungsskript gelost wer-
den konnen, dienen zum Abpriifen des gelernten Stoffes (Aufgaben dieses Typs
kénnen auch in der Klausur dran kommen!), und bringen keine Zusatzpunkte.

Aufgabe 45

Es sei 2 ein Mengensystem tiber (2.
wahr  falsch

e Wenn fiir alle A, Ay, Ay, ... € A bereits A° € A 0J O
und (J;, A; € A gilt, dann ist 2 eine o-Algebra.

o Ist X eine o-Algebra, dann gilt 0J O
0121 A; e fur alle Ay, Ay, ... € 2.

o Ist Q=R und A= HAR), dann gilt A = o ({(—o0, a]|a € R}). O O

e Ist 2 eine o-Algebra und £ ein N-stabiler Erzeuer von A, (H) eine O 0

Aussage iiber Mengen in 2 und © := {A € A|A erfillt (H)}
ein Dynkinsystem, dann gilt © = 2.

e Ist (2,2 P) ein W-Raum und Ay, As,... € A, dann gilt O O
P(limsup,, ., A,) + P(liminf, . A%) =1

e Ist (©,20) ein messbarere Raum, dann ist jede o-additive, O O
normierte Mengenfunktion auf (£2,2) ein W-Ma$.

Aufgabe 46

Erlautern Sie in eigenen Worten grob die Herleitung des Lebesgue-Mafles sowie die Not-
wendigkeit des Ubergangs zur Borelschen o-Algebra auf R, statt wie im Diskreten die
Potenzmenge zu betrachten.

Bitte wenden!



Aufgabe 47

Es gibt:
wahr  falsch
e 1% viele Méglichkeiten aus einer n-elementigen Menge mit Beach- [ U
tung der Reihenfolge eine k-elementige Teilmenge zu wahlen.

49
( 6 ) viele verschiedene mogliche Lottoziehungen (ohne Zusatz- U U
zahl).
|
% viele k-Permutationen ohne Wiederholung einer n- U U
n—k)!

elementigen Menge.

k
(n—]: ) viele Moglichkeiten, & ununterscheidbaren Studenten O n

jeweils eine von n moglichen Noten zu geben.

Aufgabe 48

Es seien X7, Xy : (94,201, P) — (Q9,2s) diskrete oder regulér stetige Zufallsgrofien.
wahr  falsch

o Fiir alle g € £1(s,2As) gilt/ gode]P’:/ g dP*. O O
1 2

Q

o EX2=VarX, + (EX,)? O O

. | X;1]dP < 00 = X integrierbar und EX; < oc. O O
951

e Essei E|X;| < co. Die Tschebyschev-Ungleichung lautet O O

VYarX;
P(X; —EX; >t) < PR

e Var(X+Y)=VarX +VarY 4+ 2Cov(X,Y) O O

e () =R. X;, X5 sind unabhéangig, falls [ Ul
P(X; <z, X5 <y) =PX; <2)P(X; <y) fur alle z, y.

o X, X,€ £2 dann: X, X, unkorreliert < X, X, unabhingig. [ Ul

o Ist Xy ~FEzp()\), dann ist EX; = % =VarX;. O O

Aufgabe 49 (3* Punkte)

Aus einem gut durchmischten Teig, in dem sich 200 Rosinen befinden, werden 30 Brétchen
hergestellt. Berechnen Sie fiir ein geeignetes Laplace-Experiment die Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses ”Mindestens ein Rosinenbrotchen verdient diesen Namen nicht”. Bestimmen
Sie aufierdem den Korrelationskoeffizienten p := Cov(X1, X2)/+/Var(X;)Var(Xs) von der
Anzahl X; bzw. X5 an Rosinen in den ersten bzw. zweiten 15 Brotchen.

Bitte wenden!



Aufgabe 50 (3* Punkte)

Zeigen Sie, dass durch f,(z) = \" (fb:l)!e_’\z]l(oﬁoo)(x), n € N, > 0, eine Dichte auf R
gegeben ist, und bestimmen Sie die zugehdrige Verteilungsfunktion. Bestimmen Sie weiter
den Erwartungswert und die Varianz einer ZufallsgroBe X, fiir die f, die Dichte von P¥

ist. Identifizieren Sie fiir n = 1 die Verteilung u([z,00)) := P(X >t + z| X > t) sowie P¥.

Aufgabe 51 (3* Punkte)

(a) Sie sind gerade frisch umgezogen und sehen im Garten Ihres Nachbarn einen kleinen
Jungen spielen. Sie wissen, dass diese Familie zwei Kinder hat. Mit welcher Wahr-
scheinlichkeit ist das zweite Kind ein Madchen?

(b) Bearbeiten Sie die Ubung 4.7 (Das Gefangenenparadoxon) aus dem Vorlesungsskript.

Aufgabe 52 (3* Punkte)
Es sei (2,2, P) ein W-Raum. Beweisen oder widerlegen Sie:

(a) Fiir eine Folge A, Ag,... € A mit P(limsup,,_,,, A,) =0 gilt > -, P(A4,) < cc.

(b) Es sei (X;);>1 eine Familie unabhéngiger, identisch verteilter, integrierbarer Zufalls-
grofen und N eine N-wertige, integrierbare Zufallsgrofie, unabhangig von jedem
X;,i > 1. Dann gilt fir 320, X; := 30 3" Dyepy X; die Waldsche Identitiit
EYN X, =EX,EN.

() EX =>_,5 P(X > n) fiir jede No-wertige Zufallsgrofe X.




