Ubungen zur Vorlesung Stochastische Analysis
Wintersemester 2012/13

PD Dr. V. Paulsen Blatt 07 19.11.2012

Aufgabe 1: Brownsche Bewegung als Levy-Prozef3 4 Punkte

Sei (X;)i>0 ein stochastischer ProzeB. Zeigen Sie, dass X eine Brownsche Bewegung mit
Diffusionkonstante o2 und Anfangsverteilung p definiert genau dann, wenn die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

1. P¥o =y,
2. Fiir beliebige endlich viele Zeitpunkte t; < --- < ¢, sind

th — Xt ' 7Xt1 - XO

n—17 o
stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen,

3. Fiir jedes t > 0 und s > 0 gilt, dass X, — X; N(0,0%s) verteilt ist.

Ein stochastischer Prozel mit diesen Eigenschaften heiffit Proze3 mit unabhéngigen und
stationdren Zuwéchsen. Gilt zusétzlich noch, dafl der Prozef3 sogenannte cadlag Pfade hat,
so spricht man von einem Levy-Prozes$.

Aufgabe 2: Brownsche Bewegung als selbstédhnlicher Prozef3 4 Punkte

Sei (X;)i>o eine Brownsche Bewegung, die aus dem Ursprung startet. Zeigen Sie, dass
dann auch fir ¢ > 0 der durch Y, = \/%Xct fur alle ¢ > 0 definierte Prozef3 eine Brown-
sche Bewegung definiert, die aus dem Ursprung startet. Wie kann man diese Eigenschaft
interpretieren?

Aufgabe 3: Erzeuger der Brownschen Halbgruppe 4 Punkte

Sei (T})¢>0 die Halbgruppe der Brownschen Bewegung mit Diffusionskonstante 0% = 1. und
f eine beschrankte Borel-mefbare Funktion. Zeigen Sie, dass fiir die durch v(z,t) = T; f(x)
fiir alle ¢ > 0, x € R definierte Funktion v gilt

1
Ow(x,t) = 5831}(95,75)
fiir alle x € R, ¢ > 0. Ist f stetig, so gilt
iy o(a,1) = f(z)

fir alle z € R.



Aufgabe 4: Nirgends Monotonie der Brownschen Bewegung 4 Punkte

Sei (X¢)¢>0 eine Brownsche Bewegung mit stetigen Pfaden, die aus dem Ursprung startet.
Zeigen Sie:

1. P{we Q:t— Xi(w) ist monoton auf [0,1]}) =0.
2. P{w e Q:t— Xi(w) ist monoton auf [r,s]}) =0 fa.rseRmitr <s.

3. P({w € Q: Es gibt ein Intervall I mit t — X;(w) ist monoton auf I}) = 0.

Hinweis: Fiihren Sie (ii) auf (i) zuriick. Betrachten Sie Ereignisse der Form

{wGQ:Xl(w)ZXanl(w)Z---ZX%(w)ZO}.

Abgabe: Die. 27.11.2012 bis spatestens 11.00 im Fach 54 ( Torres), Fach 55 (Blank)



