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Aufgabe 1: Null-Eins Gesetz von Kolmogorov 4 Punkte
Sei (X, )nen, eine Folge von stochastisch unabhéngigen Zufallsgrofien. Sei §, = o{ X1, -+, Xy},
n € N, die dazugehorige kanonische Filtration. Fiir n € N bezeichne mit
(Sn = U{Xm XnJrla o }
die o- Algebra der nach n beobachtbaren Ereignisse und mit T = N,cny%,, die terminale
o-Algebra der Ereignisse, die nur im unendlichen beobachtbar sind.
Zeigen Sie, dass P(A) € {0, 1} gilt fiir jedes A € ¥.
Aufgabe 2: 4 Punkte

Sei (X, )nen, €in Martingal beziiglich einer Filtration (F,)nen, und 7 eine Stopzeit mit
P(r < oo) = LE|X;| < oo und lim, .o E|X,|1{;5ny = 0. Zeigen Sie, dass dann das

gestoppte Martingal X7 definiert durch X7 = X,,, fiir alle n € Ny ein gleichgradig
integrierbares Martingal ist.
Aufgabe 3: 4 Punkte

Sei (2, §,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine integrierbare Zufallsvariable. Zeigen
Sie, dass die Familie
{E(X|®) :  Unter o-Algebra von F}

gleichgradig integrierbar ist.
Aufgabe 4: Doob Meyer Zerlegung 4 Punkte

Sei (X, )nen, €in zu einer Filtration (§,)nen, adaptierter Prozefl mit E|X,,| < oo fiir alle
n € Ny. Zeigen Sie, dass es IP- fast sicher genau eine Zerlegung der Form

X, =Y +M,+A, neN
gibt mit
1. Y ist §p-meBbar

2. (My,)nen, ist ein Martingal mit My =0

3. (An)nen ist vorhersehbar und Ay = 0.
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