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Aufgabe 1: 4 Punkte

Sei (Y;)ien eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit

, 1
(Y, =2 —1) = = = 1-P(¥; = -1)

fiir alle 7 € N. Definiere den ProzeB (S, )nen, durch
So=0,8 =YY
i=1

fiir alle n € Ny. Zeigen Sie

1. (Sn)nen, definiert ein Martingal,

2. S, konvergiert gegen —oo P-fast sicher.

Aufgabe 2: Galton Watson Prozef3 4 Punkte

Ein sehr einfaches Modell zur Beschreibung der Entwicklung einer Populationsgréfie ent-
lang von Generationen liefert der Galton Watson Prozefl. Startend mit einem Urahnen sei
(Yo k)neno ken eine Familie von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen jeweils
mit Werten in Ny, die die Anzahl der Nachkommen des k-ten Individuums in der n-ten

Generation modelliert. Die Populationsgréfie S,, der n-ten Generation ist dann definiert

durch
S’nfl

So=1,%=> Yiix

k=1
Wir nehmen an, dass die sogenannte Reproduktionsverteilung, also die Verteilung eines
jeden Y, ;. einen endlichen Erwartungswert p besitzt. Zeigen Sie, dass durch

Sn
W, =—
,un
fiir alle n € Ny ein Martingal definiert wird.
Aufgabe 3: 4 Punkte

Seien X ein Martingal und 7 eine Stopzeit beziiglich einer Filtration (§,)nen,. Zeigen Sie,
dass der gestoppte Prozefl X7 ,definiert durch

X! = XT/\n

n



fir alle n € Ny , ein Martingal ist beziiglich (F,)nen,- Zeigen Sie, dass die Martingalei-
genschaft auch gilt beziiglich der Filtration (§:an)nen,-

Aufgabe 4: 4 Punkte

Seien Py, Pp, WahrscheinlichkeitsmaBe, so dal (S, )nen, €in Random-Walk auf Z star-
tend aus 0 bezeichnet mit Py, (S, = 1) = 6, = 1 — Py, (S; = —1), i = 1,2. Sei §,, =
o({S1, 52, - ,8,}) fir n € N die durch S erzeugte Filtration und L,, die Radon Niko-
dym Dichte von Py, beziiglich Py, auf §,. Also gilt

Py, (A) = / L, dPy,
A
fiir alle A € §,,. Zeigen Sie
(i) Fiir die Stopzeit
7 =1inf{n € Ny : L,, > b}
gilt
1
Py, (T <n) < gpgl(T <n) firalle n e€N.

01 1—01,,_
Ln (L N(n) n—N(n)
G Ty,
mit N(n) = 522 N(n) zéhlt die Anzahl der Aufwirts- und n — N(n) die Anzahl
der Abwiértsspriinge in den ersten n Schritten.

(iii) Wie verhélt sich L,, fir n — oo beziiglich Py, und Py, .

(iv)

S =

P91(7'<OO):1 , P90(7'<OO) <

Abgabe: Die. 16.10.2011 bis spatestens 11.00 im Fach 54 (Torres) / Fach 55 (Blank)



