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1. Einleitung

Diese Seminararbeit soll einen kleinen Einblick in das Curie-Weiss Modell liefern, ein

Beispiel fiir ein Spin-System aus der statistischen Mechanik.

Die Statistische Mechanik beschiftigt sich mit Vielteilchenmodellen (z.B. Gitterga-
sen oder Spinsystemen) und verwendet wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen, um
beispielsweise physikalische Phédnomene zu erklaren. Zum besseren Verstdndnis dieser
Modelle mochte ich kurz erlautern, was man unter einem Makro- bzw. Mikrozustand

versteht.

Auf mikroskopischer Ebene beobachten wir einzelne Teilchen, z.B. einzelne Atome oder
Molekiile, und weisen diesen Eigenschaften zu, wie z.B. deren Ort, Geschwindigkeit oder
Spin. Diese Daten bei einem Experiment zu messen und zu verfolgen ist unmoglich,
da wir uns bei der Teilchenzahl in einem Bereich von 10 Teilchen bewegen (siehe
Einheit 1 Mol = 6,022 -10?® Teilchen). In der statistischen Mechanik werden daher die
Bewegungen, Orte oder andere FEigenschaften mit Wahrscheinlichkeiten belegt, die aus

physikalischen GesetzméBigkeiten gezogen werden.

Wenn man fiir jedes Teilchen in dem System die Eigenschaften auf einen Wert fest-
legt, erhélt man einen Mikrozustand. Aber der Aufenthaltsort eines Teilchens ist oft
gar nicht entscheidend, sondern uns interessiert, was das gesamte System fiir Eigen-
schaften besitzt. Die Eigenschaften des gesamten System sind die Makrozustéande, wie
z.B. Energie, Druck oder Magnetisierung. Diese resultieren aus den Mikrozustédnden,

wichtig ist aber, dass dies keine 1 zu 1 Beziehung ist.

Zum Verstédndnis ein kurzes Beispiel ohne physikalischen Hintergrund:

Bei einem Gesellschaftsspiel darf man 3 Wiirfel mit jeweils 6 Seiten werfen. Ein Mikro-
zustand wire dann der Vektor (ni,ns, ng) wobei n; die Zahl fiir den Wiirfel 1 = 1,2,3
angibt. Ein Makrozustand wire die Summe der Augenzahlen, also ny 4+ ny + ng bzw.
auch 3 (ny + ng + ng). Fiir das Spiel ist es hilfreich eine hohe Augenzahl zu wiirfeln,

aber ob wir (1,3,6) oder (2,3,5) werfen, macht fiir uns keinen Unterschied. Physika-
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lisch entspricht hierbei die Zahl eines Wiirfels den Eigenschaften eines Teilchens und
die Gesamtaugenzahl ist beispielsweise die resultierende Gesamtenergie. Wir haben
demnach in diesem Beispiel 6° = 216 Mikrozustinde und 16 Makrozustéinde (Zahlen
von 3 bis 18). Die statistische Mechanik wiirde nun untersuchen, wie die Verteilung
der Makrozustiande bei einer sehr groffen Anzahl von Wiirfeln ist. In diesem Kontext
wiirde die Anzahl der ,, Wiirfel“ im Bereich von 10?3 liegen und deshalb betrachten wir
den Grenzwert fiir die Anzahl der Wiirfel gegen unendlich, &hnlich wie im Gesetz der

GroBen Zahlen. (Die absolute Augenzahl wiirde in diesem Fall natiirlich nicht kon-
k
vergieren, daher betrachtet man die Augenzahl pro Wiirfel, also % > n;. Dies ist bei

i=1
unabhéingigen Wiirfen uninteressant und nicht schwer zu losen, deshalb untersucht man

Wiirfel, die sich gegenseitig beeinflussen.)

Der physikalische Hintergrund des Curie-Weiss Modells:

Die Eigenschaft der einzelnen Teilchen, die uns im Curie-Weiss Modell interessiert, ist
der Spin. Dieser Spin kann in zwei Richtungen wirken, die wir als ,,Spin up“ (bzw. Spin
nach oben) oder als ,Spin down* (bzw. Spin nach unten) bezeichnen werden. Dadurch
dass sich in einem Stoff die Spins ausrichten konnen, hat er die Moglichkeit, magnetisch
zu reagieren, das heiffit zum einen von einem Magnet angezogen zu werden und zum
anderen eventuell selbst zu einem Magneten zu werden. Dies geschieht, indem viele
Spins den gleichen Wert annehmen, sich also gleich ausrichten. Hierbei addieren sich die
magnetischen Momente der einzelnen Teilchen und ergeben ein spiirbares magnetisches

Moment fiir den gesamten Stoff.

Interessant ist nun, wann und wie sich diese Spins ausrichten, d.h. ob sie sich gegen-
seitig beeinflussen, eher die gleiche oder gegensétzliche Richtung bevorzugen und ob
beispielsweise ein externes Magnetfeld benotigt wird, damit diese Ausrichtung erfolgt.
Im Curie-Weiss Modell soll der Ferromagnetismus untersucht werden und das bedeu-
tet, dass sich die Spins durch ein externes Magnetfeld gleich ausrichten, aber selbst
nach dem Entfernen dieses Magnetfeldes noch eine Magnetisierung erhalten bleibt.

Dies nennt man spontane Magnetisierung.



2. Gittergase und das Curie-Weiss
Modell

2.1. GibbsmaB und Hamiltonfunktion

Wir betrachten ein Gitter, d.h. fiir ein d € N sei A C Z? eine endliche Teilmenge. Fiir
den 2-dimensionalen Fall konnte A beispielsweise wie in Abbildung 2.1 dargestellt aus-

sehen. Die Elemente aus A (schwarze Punkte) stellen unsere Molekiile, Atome oder in

Abbildung 2.1.: Beispiel fiir ein Gitter im Z?

sozialen Modellen einzelne Personen dar. Uber die Eigenschaften, die die einzelnen Ele-
mente annehmen koénnen, erhalten wir die Menge der Mikrozustande €. Des Weiteren
bendétigen wir fiir das System eine Hamiltonfunktion.

Definition 2.1.

Sei Q) die Menge aller Mikrozustinde. Eine Hamultonfunktion Hy : € — R ordnet

jedem Mikrozustand einen Energiewert zu.

Welche o aus () auftreten und welche Zustidnde bevorzugt werden, wird iiber das Gibbs-

maf p1a g angegeben, welches jedem Mikrozustand o seine Wahrscheinlichkeit zuordnet.
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Definition 2.2.
Sei Q die Menge aller Mikrozustinde und Hp eine Hamiltonfunktion. Fir o € ) ist
das Gibbsmaf definiert durch

e~ BHA (o)
MA’B(U) T Z e—BHA(9)
oce{-1,1}N

fir ein € R mat 5 > 0.

B stellt hier einen Parameter fiir das ganze System dar. In den physikalischen Modellen
ist 0 beispielsweise die inverse Temperatur, also § = % > 0. Dabei gilt T" > 0 durch
die Betrachtung der Kelvinskala anstelle der Celsiusskala. Bei einem Gibbsmafl 14sst

sich folgendes Verhalten beobachten:

o Falls 3 sehr grof ist, d.h. bei tiefen Temperaturen, konzentriert sich py g auf die

o mit minimaler Energie Hj (o).

e Falls § sehr klein, d.h. bei hohen Temperaturen, herrscht nahezu eine Gleichver-
teilung. Dies spiegelt die Eigenschaft wieder, dass ein System bei hoheren Tem-
peraturen leichter Zustdnde annehmen kann, die nicht der minimalen Energie

entsprechen.

Durch diesen Einfluss von § kann eine sprunghafte Anderung des Verhaltens eines
Systems auftreten. Denn bei niedrigem [ ist die Entropie, d.h. die Anzahl der Mi-
krozustande fiir einen Makrozustand, ausschlaggebend und bei groflem [ erhalt der

Makrozustand mit der geringsten Energie die grofite Wahrscheinlichkeit.

2.2. Modelle fiir Ferromagnetismus

Wir mdéchten uns ndher mit den Modellen fiir Ferromagnetismus beschéftigen. Dabei
besitzen die Teilchen einen sogenannten elektromagnetischen Spin. Ein einzelnes Teil-
chen kann den Zustand ,,spin-up“ (1) oder ,spin-down* (—1) annehmen. Der Spin ist
die einzige Eigenschaft, die wir fiir ein einzelnes Teilchen betrachten, und daher ist die
Menge der Mikrozustinde gegeben durch {—1,1}*. Ein Element dieser Menge nennen

wir auch Spinkonfiguration.
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Abbildung 2.2.: Beispiel einer Spinkonfiguration

Der fiir uns relevante Makrozustand ist die Magnetisierung, welcher anzeigt ob die
Spins eher gleich ausgerichtet sind oder nicht.
Definition 2.3.

Die Magnetisierung fiir eine Spinkonfiguration o € {—1,1}" ist definiert als

1
ma(o) : = WZ@.

1€EA

Die Normierung durch die Anzahl der Elemente von A gewéhrleistet eine einfache
Interpretation von mpy ohne die genaue Anzahl der Teilchen zu kennen. Wie zuvor
schon bemerkt wurde, ist bei vielen gleich ausgerichteten Spins die Magnetisierung
hoch. Zusétzlich gibt das Vorzeichen an in welche Richtung die Magnetisierung wirkt.
Wie in der Einleitung erwéhnt, ist es nicht wichtig, wie der Spin an einer festen Stelle

ist, weil die Magnetisierung invariant gegeniiber jeder Permutation ist.

Sehr allgemein wird als Hamiltonfunktion

Ha(o) == Y waloa)

ANAFAD

verwendet, bei der jeder Teilmenge A von A iiber eine Funktion ¢4 ein Interaktionspo-
tential zugeordnet werden kann. Es ist 04 = (0;);c4. Bei Magnetismus geht man davon
aus, dass die Wechselwirkungen zwischen den Spins vom Ort abhéngig sind. Dabei
nimmt der Einfluss den ein Spin auf den Anderen hat, bei groflerer Entfernung ab. Im
Ising Modell schriankt man den Einfluss ein, sodass nur jeweils zwei benachbarte Spins

physikalisch aufeinander einwirken. Man verwendet in dem Ising Modell bei gegebenen
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h € R die Hamiltonfunktion

Hyp(o) = — Z gi0; — hZO‘i.

S
Hierbei bedeutet < ¢, j >, dass die Spins 0; und o; auf dem Gitter Nachbarn sind. Dieser
kurze Erlduterung zum Ising Modell soll aber nur verdeutlichen, wie die Gitterstruktur
in einem Modell genutzt werden kann. In Abbildung 2.2 wird dies deutlich gemacht
durch die Verbindungslinien zwischen den Spins. Genauere Erlduterung zu dieser Art

von Hamiltonfunktion folgt nun im Curie-Weiss Modell.

2.2.1. Das Curie-Weiss Modell

Der Einfluss von den néchsten Nachbarn ist schwierig zu handhaben und daher nehmen
wir im Curie-Weiss Modell an, dass fiir jedes Spinpaar die gleiche Wechselwirkung
auftritt. Dadurch hat der Ort des Spins keinen Einfluss mehr und wir vereinfachen
unsere Spinkonfiguration zu ¢ = (0y,...,0y) fir N = |A|. Die Magnetisierung lasst

sich nun schreiben als
XN
my(o): = ¥ El ;.

Fiir das Curie-Weiss Modell verwenden wir die Hamilton- oder Energiefunktion

HN,}L(O'):—% Z oi0;—h Z o;

1<i,j<N 1<i<N
N " 7\ TV 4
A B
1 1
= —5 E ag; - ﬁ E O'j —h E ag;
1<i<N 1<j<N 1<i<N
A ~~ > ~~ >y
A B

Erinnern wir uns an das Gibbsmafl und die Tatsache, dass Zustdnde mit niedriger

Energie bevorzugt werden, so lasst sich diese Funktion leicht interpretieren:

o Fir Teil A gilt, dass wir eine Wechselwirkung zwischen o; und my (bzw. o;
und o) in der Art haben, dass wenn beide die selbe Ausrichtung besitzen der
Summand, durch das Minuszeichen am Anfang des Terms, die Gesamtenergie

verringert.
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e Die Variable h in Teil B stellt ein externes Magnetfeld dar. Hier greifen wir auf
das selbe Instrument zuriick wie in A, denn durch das negative Vorzeichen und
das Produkt von ¢; mit A, wird durch Spins mit der selben Ausrichtung wie das

externe Magnetfeld eine geringere Energie erreicht.

Eine Besonderheit im Curie-Weiss Modell ist, dass die Hamiltonfunktion sich umschrei-

ben lasst zu

HN,h(U):—% Z o; - (% Z 0j> —h;m

1<i<N 1<j<N

N{1 1 &

1<ij<N
LA 1 &
— | —pN— ,
(NZ> My 2o

. [mN(a)]2 — hN - mN(U).

|z | =

Damit ist das Gibbsmaf} im Curie-Weiss Modell fiir o = (0, ...,0x) von der Form

e B85 [mn(0)*+Nphmy ()

o) = S e AF I @PNGhma ()|

oce{-1,1}N

Der Nenner, der das Gibbsmafl zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl normiert, wird als

Zustandssumme bezeichnet.

Z e B3 mn(@)P+NBh-my (o)

oe{-1,1}N

ZNph =

Wir méchten nun untersuchen, auf welche Werte sich das Wahrscheinlichkeitsmaf§ kon-
zentriert, wenn wir sehr viele Teilchen in unserem Gitter haben, also betrachten wir

den Limes N — oo.

2.3. Kurz zusammengefasst

Wir betrachten nun folgendes Szenario

e N Teilchen, wobei Teilchen ¢ den Spin o; € {—1, 1} annehmen kann.
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e Einer Spinkonfiguration ¢ = (04, ...,0y) wird die Energie Hy (o) zugewiesen.

e Die Hamiltonfunktion férdert die Ausrichtung der Spins in eine Richtung, vor-

zugsweise in die des externen Magnetfeldes.

e Das Gibbsmaf} bestimmt die Wahrscheinlichkeit einer Konfiguration ¢ und héngt

auflerdem von der inversen Temperatur 3 ab.

e Durch /8 dndert sich der Einfluss von Energie und Entropie auf die Wahrschein-

lichkeiten fiir my.

e Frage: Was geschieht mit der Magnetisierung my fiir den Grenzwert N — oo in
Abhéngigkeit von [, also wodurch wird die Magnetisierung stéarker beeinflusst,

durch die Energie oder die Entropie?



3. Das Verhalten der Magnetisierung
im Curie-Weiss Modell

3.1. Das Prinzip der GroBen Abweichung

Zunichst benotigen wir ein Prinzip der Groflen Abweichung.
Definition 3.1 (Prinzip der Groen Abweichung).
Fine Folge Sy, S5, ... von reellwertigen Zufallsvariablen geniigt einem Prinzip der grofsen

Abweichungen mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion I, falls gilt
i.) I ist von unten halbstetig und 0 < I < 400, I # 0.
ii.) Die Niveaumengen Ny = {x : I(x) < L} von I sind fir alle L > 0 kompakt.

iii.) Fir alle A € B gilt:

1 o 1 _
—inf I(z) <liminf —logP(S, € A) < limsup —logP(S,, € A) < — inf I(2)

z€A n—oo 1 n—oo TN z€A

Hierbei bezeichnet A das topologische Innere von A und A den topologischen Abschluss
von A.

Bemerkung 3.2.

Halbstetigkeit von unten bedeutet anschaulich, dass in den Stellen wo die Funktion
springt, immer der untere Punkt den Funktionswert liefert. Also die Funktion nicht
nach unten springen kann. Formal wird in einem metrischen Raum in einem Punkt z
die Halbstetigkeit von unten ausgedriickt als Bedingung, dass

liminf f(y) < f(z) = f(lim y)

Yy—x Yy—x

Die Idee einer Grolen Abweichung wird deutlicher, wenn man die Ungleichungen um-

formt. Zum Beispiel gilt fiir eine abgeschlossene Menge A und hinreichend grofies n,
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dass fiir ein € > 0.

1 _
—logP (S, € A) < —inf I(z) + ¢
n

€A

& logP (S, € A) < —n (inf[(w) + e)

T€EA

o P (Sn c fl) < efn(;réfg 1(x)+e)

Uber die Ratenfunktion auf der Menge A kann also ausgedriickt werden, wodurch die
Wahrscheinlichkeit in dieser Menge zu landen beschrénkt ist. Je grofler das Infimum

auf A ist, desto kleiner konnen die Schranken gewihlt werden.

3.2. Anwendung auf das Curie-Weiss Modell

Um die Satze und Aussagen, die fiir ein Prinzip der Groflen Abweichung gelten, zu

nutzen, wiahlen wir den Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,F,P) mit Q ={-1,1}>, F = 2, P({-1,1}).
Wir betrachten unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariablen X7, X, . ... Uber
1
P({-1}) = 5 = B({1})
erhalten wir auf (Q2, ) das Produktmaf

Wir werden immer die ersten N bzw. n Stellen betrachten. Dort ist die Wahrschein-

lichkeit gegeben durch

P((o1,...,00) x {1, 1} x...) = [ [P({o:})

wobei o; € {—1,1} fiir alle i < n.

Wir betrachten diesen Wahrscheinlichkeitsraum, weil so eine Konvergenz fiir das Bild-
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maf} der Magnetisierung des Gibbsmafles hergeleitet werden kann. Das Bildmafl der Ma-
gnetisierung unter dem Gibbsma$ lisst sich durch eine Dichte auf dem Raum (2, F,P)
definieren. Uber das Prinzip der Grofien Abweichung und eine Folgerung fiir das iiber
die Dichte definierte Maf}, kann dann das Verhalten der Magnetisierung im Curie-Weiss
Modell im Limes N — oo abgeleitet werden.

Lemma 3.3.

Seien Xy, Xa, ... unabhingige Zufallsvariablen mit einer Laplaceverteilung auf {—1,1}.

Dann geniigt die Folge (Sy,)nen mit S, = % > X einem Prinzip der grofien Abweichung
i=1

mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

_1+x

I(x) -log(1+x)+1_Tx-log(1—x).

Dies folgt aus einem Prinzip der Groflen Abweichung fiir die Partialsummenfolge von
Bernoulli verteilten Zufallsvariablen. Die Aussage von Lemma 3.3 kann dann iiber eine

Transformation auf die Menge {—1,1} bewiesen werden.

Aus Lemma 3.3 erhalten wir die Aussage, dass (my)yeny unter dem Produktmafl P

einem Prinzip der groffen Abweichung geniigt mit der oben genannten Ratenfunktion
L.

-1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

Abbildung 3.1.: Ratenfunktion aus Lemma 3.3

In der Abbildung 3.1 ist noch mal zu erkennen, dass die Funktion /(x) stetig, insbe-
sondere halbstetig von unten, positiv, aber nicht konstant 0 ist. Die Niveaumengen

entsprechen immer abgeschlossen Intervallen und sind somit auch kompakt.



3 Das Verhalten der Magnetisierung im Curie-Weiss Modell 12

my hat unter P eine andere Verteilung als unter dem Gibbsmafl. Trotzdem hilft uns
die Aussage des Prinzips der groien Abweichung von my unter P indem wir den nach-
folgenden Satz verwenden.

Satz 3.4.

Sei 51,55, ... eine Folge die einem Prinzip der Groflen Abweichungen mit Geschwin-
digkeit n und Ratenfunktion I geniigt und f : R — R eine stetige und beschrdnkte
Funktion. Sei P! ein Wahrscheinlichkeitsmaf, welches mit

Jn(A) = /e"'f(m) dP5 (x), fiir eine Menge A € B
A

definiert ist durch

P/(A n(A) e ) dP*
A= ® /fenf naps ) T @)

Dann geniigt die Folge ]P’f ]P’f ... von Wahrscheinlichkeitsmafien einem Prinzip der
Grofien Abweichung mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

I (z) = I(z) — f(x) +suplf(y) — I(y)].

y€R

Wenden wir nun Satz 3.4 an, so kénnen wir das Prinzip der Groflen Abweichung von
my unter P auf das Gibbsmaf3 iiberfiithren.
Satz 3.5.
Die Folge der Magnetisierungen my, ma, ... gentgt unter dem Gibbsmaf$ iy g5 einem
Prinzip der Groffen Abweichungen mit Geschwindigkeit N und Ratenfunktion J, wobei
J definiert ist als

pa? By’

J(z) =I(z) — T8 — Bhx + es[url)l] T+ﬁhy—](x)

und I bezeichnet wieder die Ratenfunktion

1+z
2

I(z) = log(1 + 2) + —— log(1 — 2)

Beweis. Wir haben folgendes Setting fiir diesen Beweis

(Q, F,P) mit Q= {-1,1}, F = @2, P({—1,1}) und P = ®;°,P,.
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Dabei gilt

P({-1)) = 5 = B({1})

und somit

P((o1,...,00) x {=1,1} x ...) = H]P’({ai})

- \2
Wir betrachten die Magnetisierung als Folge, die unter P einem Prinzip der Grofien

Abweichung geniigt und setzen

1 N
my = N E g;
i=1

flz) = §x2 + fhx
Jetzt ist es eine einfache Rechnung zu zeigen, dass die Folge P/ aus dem Satz die Folge
der BildmaBle von my unter dem Gibbsmaf} ist, und nach Satz 3.4 einem Prinzip der

Groflen Abweichung geniigt. Sei S € B, dann gilt

fS eﬁTNx2+BthdeN (.Z')
- fIR e%xQ—i-,BthdeN (l‘)

B%ml\](017"'70-N)2+ﬁhN'mN(0-17"'7UN)d]P>(O'>

PL(S)

fmx,l(S)x{—l,l}oo
Jom

oty €8 TN TN TN 1) )
N )

f 1(5) e%mN(Ol,...,UN)2+ﬁhN-mN(0'1,...,O'N)d]P)l (O.l) . d]P)N(O.N)

fm*l(R) e%m,\,(al,...,gN)2+ﬁhN-mN(al,...,aN)dI[Dl(01) o d]P’N(ON)
N

Z eBTNmN(x)Q—&—BhN-mN(x) X lN
2

B > e my )2 +BhN-my(y) . 1NV

oce{-1,1}N
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S e ma (@SN my ()

xEm&l (S)

egmN (0)2+BhN-mp (o)

oce{-1,1}N

= pngn(my € 5)

Zur Erinnerung:

¢ BY [y (0)24+-NBhmy (o)

/LN757}L(0-) = Z e ﬁ%~[mN(0)]2+Nﬁh'mN(U) '

oe{—-1,1}N

Damit ist die Gleichheit der Mafle gezeigt und die Berechnung der Ratenfunktion folgt
durch einfaches Einsetzen von f(z):
pa’ By?

J(x):[(x)—T—th—l— s[ufl)l] T+6hy—](x)
yel-1,

]

Wir haben nun bewiesen, dass das Mafl pygn(my € - ) einem Prinzip der Groen
Abweichung geniigt. Das bedeutet, dass my unter pyg; einem Prinzip der Grofien
Abweichung geniigt. Wir konnen somit durch die Ratenfunktion

J(x)=1(x) — 5—952 — Bhx + sup ﬁ—y2+ﬁhy—](x)

2 vel-11] L 2

Grenzen fiir die Wahrscheinlichkeiten angeben. Nun folgt aus dem Prinzip der Groflen
Abweichung direkt eine Konvergenz der Wahrscheinlichkeit, mit der wir letztendlich
konkret das Ergebnis fiir das Curie-Weiss Modell berechnen koénnen.
Satz 3.6.
Sei 51,53, ... eine Folge, die einem Prinzip der Groffen Abweichung mit Geschwindig-

keit n und Ratenfunktion I gentigt. Sei
N={zeR:I(z)=0}
die Menge aller Nullstellen der Ratenfunktion I und fir jedes € > 0 sei

Ne=Az:|lz =Nl < €}
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die Menge aller Punkte, die weniger als € von einer Nullstelle entfernt sind. Dann gilt
P (S, € NY) = 0 fiir n — co.

Beweis. Die Funktion I ist von unten Halbstetig und N war die Menge der globalen
Minima, deshalb ist

a:= xiénj\ff’g[(x) > 0.
Weiter ist N, die Vereinigung der offenen e-Umgebungen der Nullstellen von I. Daraus
folgt, dass NS eine abgeschlossene Menge sein muss und wir somit fiir N¢ die obere
Abschétzung aus dem Prinzip der Groflen Abweichung nutzen koénnen. Daher gilt fiir
hinreichend grofies n

—n inf I(z
0 <P(S, € NO) < e aeve' ™

— —
na OOO

und daraus folgt direkt
P (S, € NY) = 0 fiir n — o0
O

Nur die Nullstellen der Ratenfunktionen kénnen im Grenzwert noch Masse erhalten und
in unserem Modell bedeutet dies, dass fiir eine sehr grofle Anzahl von Teilchen nur diese
Magnetisierungen vorkommen und die restlichen exponentiell unwahrscheinlich sind.
Da die Ratenfunktion nicht-negativ ist, konnen wir diese einfach auf Minimalstellen
untersuchen. Wir untersuchen nun

J(x)=1I(x) — 6_.2:2 — Bhx + sup %?ﬁﬁLBhy—I(y)

2 yel-1,1]
auf Minimalstellen. I bezeichnet wieder die Ratenfunktion

_1+;1: 1—=x

I(z) 5 log(1+x) +

log(1 — x)
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Durch ableiten erhalten wir

J' () = —px — ph+I'(x)
=—f(x+h)+1I'(x)

Die Ableitung von I berechnet sich iiber die Produktregel zu

1+ 1 1 1—2z 1 1
I'(z) = et Clog(l4a) — — L Zog(l—
(@) =—— 75 Tglsl+a) - —————5log(l — )
1 1 1 1
=§+§10g(1+x)—§—§10g(1—x)

11 1+2x
=—1lo
2%\ 12

Wir miissen eine Extremstelle 2 € [—1, 1] finden, die

—ﬁ(:r—l—h)—i—llog(lex) =0

2 1—2z
1 1+x
_1 =
5 Og(l—x) B(x + h)

1
+T 2B(z+h)

11—z
& 14z =Pt (1 - 1)
& 1+ = 2Plath) _ g 2B@+h)

o g4 g . e2Bath) — G28(+h) _

oo (62/3(:r+h) + 1) — 28+h) _q
e2B(=+h) _ 1

L= oBarh) 1

Als Nullstellen kommen nur die Losungen der Gleichung

eQﬁ(x—i—h) -1

= el tanh(8(x + h)).

in Frage. Aber nicht alle Losungen fiihren zu einer Nullstelle. Insgesamt ergibt sich

somit folgendes Bild:
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Satz 3.7.
Unter dem Gibbsmaf pun g konvergiert die Magnetisierung my exponentiell, im Sinne

von Lemma 3.6, gegen folgende Grenzwerte:

1. Fiir h > 0 konvergiert my gegen die positive Losung von

x = tanh(S(z + h)).

2. Fiir h <0 konvergiert my gegen die negative Lésung von

x = tanh(B(z + h)).

3. Firh =0 und f <1 konvergiert my gegen 0.

4. Fir h =0 und 8 > 1 konvergiert my gegen die beiden Lisungen von
x = tanh(fz)

welche beide von 0 verschieden sind.

5. Insbesondere erhdlt man ber B > 1

lim lim oMt = O,
0 N oo HKN,8,h N m*(8)

wobei m*(3) die grofite Lisung von
x = tanh(fz)

18t.

Die spontane Magnetisierung ist im fiinften Fall zu erkennen, wo durch den Limes
h | 0 das Entfernen eines externen Magnetfeldes dargestellt wird. Hier konvergiert die
Magnetisierung also gegen eine Positive Losung von x = tanh(fSz), was bedeutet, dass

wir auch wenn h = 0 wird, eine Magnetisierung beibehalten.
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b=0.6
&RI%°
h=1
I
05
0.25
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 04 06 0.8 1
Abbildung 3.2.: Ratenfunktion fiir den Fall 1.
b=06
&RIo%°
h=-1
. kL
0.5
0.25
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 06 0.8 1

Abbildung 3.3.: Ratenfunktion fiir den Fall 2.
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b=0.4
el —
h=0
L LA
05
0.25
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 04 06 0.8 1
Abbildung 3.4.: Ratenfunktion fiir den Fall 3.
b=1
0t
h=0
=2
0.5
0.25
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 06 0.8 1

Abbildung 3.5.: Ratenfunktion im Grenzfall: g =1
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b=1.2
—_—
h=
—_—
0.5
0.25
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Abbildung 3.6.: Ratenfunktion im Grenzfall: g > 1
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A. Anhang

A.1. Weitere Erlauterungen

Uber das Prinzip der grofien Abweichung von my, kann Grenzwert der freien Energie
pro Teilchen berechnet werden. Mit der freien Energie kdnnen viele Eigenschaften des
Systems ermittelt werden. Beispielsweise entspricht die Ableitung der freien Energie pro
Teilchen nach h genau die erwartete Magnetisierung. Die freie Energie im Curie-Weiss
Modell ist dabei definiert als

1
Fngp:= —Elog(ZN,B,h)-

Wir betrachten den Grenzwert der freien Energie pro Teilchen

1
= lim — - F
Tan N1—>H<1>o N N.Bh

. 1
= Jm g - los(Z)

1 N 2
IR _ . B5 - [mn(0)]*+NBh-my (o)
=y gy loe >, 3
oe{-1,1}V

Zunachst bendtigen wir einen Satz fiir Folgen von Zufallsvariablen, die einem Prinzip
der Groflen Abweichung geniigt.

Satz A.1 (Lemma von Varadhan).

Geniigt die Folge X1, Xs, ... einem Prinzip der Groffen Abweichung mit Geschwindig-
keit n und Ratenfunktion I, so gilt fiir jede stetige und beschrankte Funktion f : R — R

lim ! log E [e"'f(X")} =sup [f(x) — I(2)].

n—oo N zeR

Beweis.
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Die R-wertige Funktion f ist beschrankt und stetig. Durch die Stetigkeit (Vergleiche
e-0-Kriterium) finden wir fiir jedes 6 > 0 eine Uberdeckung von R mit endlich vielen

abgeschlossenen Mengen Ay, ..., Ay mit der Eigenschaft, dass

sup f(y) — inf f(y) <o firallei=1,...,M

yEAZ‘ YyEA;
< sup f(y) < inf f(y)+0 firallei=1,...,M
yEAi yeAi

Nun kann folgende Abschitzung durch die Uberdeckung (keine disjunkte Partition)

gemacht werden

E[e™ /()] = / eI dP(w)
Q
:/ n-f(y) dIP’X"( )

/Ze"ﬂy y) AP (y)
— Z / y) dP* (y)
< Z /R sy, 1) 1, (y) dPXn (y)

M
<> [ enlmtend 0] 0, y) ape(y)
i=1 /R

en-(infyeAi f(y)+5) . ]P(Xn € Az)

I

=1

Also wurde gezeigt, dass

[ /(X)) en'( o ) P(X, € 4))

M:

=1
Weil der Logarithmus monoton wachsend ist gilt auflerdem
1 1 S )
~1 E [enf(Xn)]) < 21 n-(infyea; f(y)+5) P X, € A;
—log (E [e"/V]) < ~log ;6 ( )

Des weiteren gilt fiir zwei Folgen mit a,, < b,, dass auch limsupa, < limsupb, ist.
n—oo n—oo
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Dadurch gelangen wir zu:

lim sup log (E [e” Fx

n—oo
M )
< limsu —lo g e (infuea; £ P(X, € A;
n—)oop n g <]:1 ( ])

< lim sup —log ( - sup e '(infyef‘j 1 ()+9) -P(X, € Aj)>)

n—oo 1 1<j<M

< limsup — log ) + lim sup — log ( sup <e”'(infy€Aj f(w)+9) -P(X, € Aj)>>

n—)oo n n—oo T 1<j<M

-~

=0
. 1 n( inf f(y)+ >
<limsup— sup |[log|e \"% -P(X,, € A))

n—oo N 1<j<M

n—oo N 1<j<M YEA;

<timsup - sup (- (i 1(s)+5) +log (PCY, € 4) )

= limsup sup < inf f(y)+ 0+ = log (P(X, € Aj))>
n

n—oo 1<j<M \YE4;

< sup limsup < inf f(y)+ 0+ = log (P(X, € Aj)))
n

1<j<M n—oo YEA;

= sup (mf fly )+5+limsup%10g (P(X, € AJ>)>

1<j<M \VEA; n—00

Durch das Prinzip der Grofien Abweichung gilt fiir die abgeschlossenen Mengen A;

1
lim sup — log (P(X,, € 4;)) < — inf I(y)

n—oo N YyEA;

Setzen wir dies in der obigen Ungleichung ein, erhalten wir

limsupllog (E [e”'f(X")D < sup (inf f(y)+ 6 — inf I(y ))

n—oo N 1<j<M \VEA; YEA;

< sup <sup (f(y) —1(y)) + 5>

1<G<M \ y€A;

=sup (f(y) — I(y)) +9

yER

Fiir 0 gegen 0 folgt nun die eine Seite der Abschéitzung:

lim sup l log (E [e"’f(X")]) < sup (f(y) - I(?/))

n—oo N yeR
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Bemerkung A.2.
Das e-6-Kriterium fiir Stetigkeit lautet

f:D — Rist stetigin x € D
&Ve > 035 > 0sodass Vy € D mit |z —y| <= |f(z) — fly)] <e

Da f stetig ist, konnen wir fiir jeden Punkt ¢y € R und fiir jedes € > 0 eine J-Umgebung
Us(yo) finden, sodass fir y € Us(yo) gilt

[f(yo) = fW)l < e= f(y) = flyo) — €

Daraus konnen wir nun abschéatzen

E [enf00)] > / e TENGP > U= P (X, € Ul(yp))
U3 (yo)

Nutzen wir hier die Ungleichung aus dem LDP:

1 o
—inf I(z) < liminf —logP(X,, € A)

zcA n—oo M

so erhalten wir

lim inf 1 log (E [e”'f(X")D > lim inf 1 [log (e”'(f(y())_g) P(X, € Uf(yo)))]

n—oo 1 n—oo 1

— limin = [(n- (f(y0) — &) +log (P (X, € U(y0)))]

n—oo M

— timint | (£(g0) = &) + 1 log (P (X, € UZ(w)))

n—oo

— (f(y0) — ©) + liminf ~log (P (X, € U(y)))

n—oo M

> (f(yo) =€) — inf I(x)

z€U2 (yo)

= f(yo) —e— inf I(x)

x€U? (yo)

> f(yo) — I(yo) — €

Diese Ungleichung gilt fiir alle y € R und alle ¢ > 0 damit ist auch die andere
Abschéatzung gezeigt, d.h.

lim inf - log (E [e" 7]} > sup (f(y) — 1(y))

n—oo N yER
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sup (f(y) — I(y)) > lim sup 1 log (E [e"'f(X")D

yeR n—oo T
1
> lim inf = log (E [e™f X)) > -1
> %glorol - Og( [6 ]) _ilelg (f(y) (?J))

]

[5.1 besitzt keine stochastischen Elemente, da wir die Summe iiber alle ¢ € {—1, 1} be-
trachten. Deshalb kénnen wir fz; mit dem Satz A.1 berechnen, indem wir die Funktion
f passend wéhlen und my als Folge verwenden. Hierbei besteht der einzige Trick dar-
in, dass wir den Erwartungswert aus dem Satz umformen und dadurch die gewiinschte
Summe aus fgj erhalten und zusétzlich ein %N durch die Wahrscheinlichkeit von P
bekommen.

Satz A.3.

Fiir jede inverse Temperatur B > 0 und jedes magentische Feld h ist

. 1
fﬂ,h = lim —B—N . log (ZN,,B,h>

N—o0
2

. m 1
=t (‘7 — fim = 5(509 2-1 <m>)>

m? 1 )
= — su — +hm+ —=(log 2—I(m
mE[—Iil}( 2 ﬁ< g ( )>

Hierbei ist I die Ratenfunktion fiir die Partialsummen der transformierten Bernoulli-

verteilten Zufallsvariablen, d.h.

I(z) = 1+

1—
log(1+ ) + ng -log(1 —x)

Beweis.

Wir moéchten Satz A.1 verwenden mit folgenden Elementen:

Nach Bemerkung 3.3 geniigt die Folge mq, ms, ... dem Prinzip der Groflen Abweichung
mit Geschwindigkeit N und Ratenfunktion I. Die Funktion f ist stetig und auf dem
Intervall [—1, 1] beschriankt. Durch folgende Umformung wird schnell deutlich, wie der
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Satz A.1 angewendet werden kann:

E [eN'f(mN)] = Z NSO @) (X =0y, Xy = (TN)J
oe{1}n —olN
—o N S NSmate)
oe{£1}N
—9 N, Z B85 Imn () +NBh-my (o)
oe{£1}N

Erinnern wir uns an

ZN,B7h = Z eﬁg[mN(U)}2+Nﬁth(O’)’
oce{x1}N

so erhalten wir
E [GN'f(mN)] = 2_N . ZN,,B,h
Daher gilt nun:

1 1 1
lim ——— -log (Zy ) = —5 lim — -log (2V- 27V Zy 1)

N—oco 3 B N—oo N
. _l . l ] N N-f(mn)
=g 4 5y log (27 B [eT])
U Ly st
=3 _ngnooN(N log (2) + log (E [e ]))}
_ _l [ . l ] N-f(mp)
=3 _1og (2) + lim < -log (E [e ))}
— 1 log (2) + sup (ﬁmz + Bhm — I(m))
15} I me[—1,1] 2
1 m’ 1
=-3 log (2) — mesgiu (7 + hm — Bf(m))
- _ miﬁ) ; (m; + hm — %I(m) + %bg (2))
= s (3 L og@ ~ 10m))
me[—1,1] 2 p
2 1
=t (= b= 2 o 2) - 10m) )
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]

Mit Satz A.1 konnen wir auch den néchsten Satz beweisen, der uns die Moglichkeit
bietet, ein Prinzip der Grofien Abweichungen fiir das Bildmafl von my unter dem
Gibbsmafl zu beweisen.

Satz A.4.

Sei X1, X, ... eine Folge die etnem Prinzip der Grofien Abweichungen mit Geschwin-
digkeit n und Ratenfunktion I geniigt und f : R — R eine stetige und beschrdnkte
Funktion. Sei P! ein Wahrscheinlichkeitsmaf, welches mit

Jn(A) = /e”'f(w) dP*"(z), fiir eine Menge A € B
A

definiert ist durch

A nf(:r:

PI(A
A =TR) T, e TodET )

dP5 ().

Dann geniigt die Folge ]P’f ]P’f ... von Wahrscheinlichkeitsmaffen eimem Prinzip der
Grofien Abweichung mit Geschwindigkeit n und Ratenfunktion

I (z) = I(z) — f(x) +suplf(y) — I(y)].

yER

Beweis.

Nach Definition erhalten wir

1 1 n
lim sup — log P/ (A) = lim sup — log (
n

n—oo N n—00

<
=
N———

n—o0

= lim sup [% log (J,(A)) — %log (Jn(R))}

1
< limsup — log (Jn(A)) + limsup —— log (J,(R))

1
= limsup — log Jn(A) — liminf — log J,,(R),

n—oo T n—oo T
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sowie analog fiir den Limes Inferior:

lim inf 1 log P/ (A) = lim inf 1 log (§ZE§;>

n—oo M n—oo 1

n—o0

= liminf [% log (J,(A)) — %log (Jn(R))]

1 1
> liminf —log J,,(A) — lim sup — log J,,(R).
n

n—oo 1 n—00
Aus dem vorherigen Satz folgt die Gleichheit fiir den Limes Superior und den Limes

Inferior fiir den zweiten Summanden mit

1 1
lim —log J,(R) = lim —logE [6n-f(xn)]

n—oo N n—oo 1

= sup [f(y) — 1(y)]

ye

Daher haben wir

1 1 1
lim sup — log P/ (A) < limsup — log J,,(A) — limsup — log J,,(R)

n—oo M n—oo N n—oo T
) 1
= limsup — log J,,(A) — sup [f(y) — I(y)]
n—oo 1N yER

1 1 1
lim inf — log P/ (A) > lim inf — log J,,(A) — lim inf — log .J,,(R)

n—oo M n—oo Mn n—oo M

— liminf log J,,(A) —sup [f(y) — I(y)]

n—,oo M yER

Nun erhélt man die Aussage des Satzes unter Verwendung der beiden Ungleichungen

fiir ein A € B:
. 1 - )
limsup —log J,(A) < — inf [I(z) — f(z)]
n—oo N €A
1 5
liminf —log J,(A) > — inf [I(x) — f(z)]
n—,oo N z€A

Diese Ungleichungen werden nicht bewiesen. Somit erhalten wir

lim sup % logP/(A) < limsup ! log J,(A) —sup [f(y) — 1(y)]

n—00 n—oo T yeR

< —inf [I(z) - f(2)] —sup [f(y) — 1(y)]

T€EA yER

= — |inf [I(x) — f(z)] +sup [f(y) — 1(y)]

€A yEeR
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=~ inf [I(m) — f(x) +sup [f(y) — f(y)}]

o

lim inf = log P/ (A) > lim inf ~ log J,(A) — sup [f (1) — I(y)]

n—oo N n—oo 1 yeR

> —inf [I(z) — f(x)] —sup [f(y) — 1(y)]

T€EA yER
= —inf [I(x) — f(x) +sup[f(y) — I(y)}]
€A yeER

Somit ergibt sich als Ratenfunktion:
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