A Kurzskript:
Stochastische Majorisierung und

Testtheorie

A.1 Stochastische Majorisierung

Definition A.1 (stochastisch grofer)
Seien Q und P zwei W’Mafle auf (R, B). Dann heifit Q stochastisch grifier als P (al-

ternative Q magorisiert P), falls
Q((z,00)) > P((z,00)) [Fo(z) < Fp(x)] fiir alle x € R.

Notation: Q = P.
Gilt auflerdem P # Q, so schreiben wir Q = P.

Die anschauliche Interpretation liegt auf der Hand: Q ist stochastisch gréfer als P,

wenn Q fiir jeden Wert x € R mehr Masse rechts von z als P besitzt. Dies impliziert:

Satz A.2
Seien X,Y Zufallsvariablen sowie Q,P W’Mafle mit X ~ Q,Y ~ P. Dann gilt die
Implikation

Q=P = EX>EY.
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A.2 Testtheorie

Setting: Gegeben sei ein statistisches Experiment £ = (X, A, (Wy)peco ), bestehend aus
einem messbaren Raum (&', A) und einer Familie (Wy)pco von W’Maken auf (X, .A).

Zudem sei X : (Q, F) — (X, A) eine Zufallsvariable mit Py = W.

Definition A.3 (Statistik/Test)

Sei (X', A') ein Messraum. Eine messbare Funktion
T: (X,A) — (X A)
heifst Statistik. Fin Test oder eine Testfunktion auf X ist eine Statistik @ mit
v: X —10,1].
Wir betrachten in den folgenden Abschnitten ein Testproblem H gegen K mit
e HKC®O

e HUK =0 und

e HNK =1.

A.2.1 GleichmiaRig beste Tests

Definition A.4 (Test zum Niveau «)
Ein Test ¢ heifit Test zum Niveau o € (0,1), falls

EQQO(X) S (e

fiir alle 6 € H. Es bezeichne ®, die Gesamtheit aller Tests zum Niveau o.

Definition A.5 (Gleichmifig bester Test)
Ein Test o* heifit gleichmaflig bester Test zum Niveau o € (0, 1), falls p* € ®,, und

Egp*(X) = max Egp(X) fir alle 0 € K.



Kurzskript: Stochastische Majorisierung und Testtheorie 3

Satz A.6 (Neyman-Pearson-Lemma)
Seien Qo und Q1 W’Mafe auf (X, A) mit Dichten fy bzw fi bzgl. eines dominierenden

Mafes pi (etwa pp = Qo + Q1 ).
Ferner sei a € (0,1) und ®, = {¢ : ¢ Test mit [ ¢ dQy < a}. Dann gilt:

e (Hinreichende Bedingung) Sei i) ein Test mit
1. fw dQQ =«

2. Es existiert ein k € [0,00) derart, dass

) = L filz) > kfolx) Lt (A1)
0 fl(QT) < k’fo(l’)

Dann folgt
[0 0 = [ o da (4.2)

o (Existenz) Es existiert ein Test 1, der die Voraussetzungen (7?7) und (??) erfillt.

A.2.2 Unverfdlschte Tests
Definition A.7 (Unverfilschtheit)
FEin Test ¢ heift unverfilscht zum Niveau o € (0,1), falls
o Egyp(X)<a firalledecH
o Egyp(X)>a firalled e K
Es bezeichne ®¢ die Gesamtheit aller unverfilschlen Tests zum Niveau o.

Definition A.8 (Gleichmifig bester unverfilschter Test)
Fin Test o* heifit gleichmdfig bester unverfilschter Test zum Niveau o € (0,1), falls
©* € OL und

Egp™(X) = max Egp(X) fir alle 6 € K.

pedy
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A.2.3 Invarianz

Definition A.9

Sei £ = (X, A,20) mit W = (Wy),o ein statistisches Experiment und G eine Gruppe
messbarer bijektiver Abbildungen g : (X, A) — (X,.A) versehen mit der Komposition o
als Verkniipfung. Dann heifit 20 invariant unter G, falls gilt

Wi e vheo,geG.
Ein Testproblem heifst invariant unter G, falls die Verteilungsklassen
Wy :={Wp:0€ H} und Wy :={Wy:0c K}

jeweils invariant unter G sind.

Definition A.10
Sei & = (X, A,20) mit W = (Wy),cq ein statistisches Experiment und G eine Gruppe
messbarer bijektiver Abbildungen. Sei T : (X, A) — (X', A") eine Statistik.

o T heifst invariant unter G, falls T (g (x)) =T (x) fir alle g € G und x € X gilt.

o T heifft mazimalinvariant unter G, falls T invariant unter G ist und zu je zwei

Punkten z,y € X mit T (x) =T (y) ein g € G existiert, sodass g (x) = y.

Ist eine Statistik T" also invariant, so gilt {g (z): g € G} C T (T (z)) fiir alle z € X.
Ist T' maximalinvariant, so gilt auch 77! (T (x)) C {g(z) : g € G}, also T~ (T (z)) =
{g(z) : g € G}. Somit besitzen die maximalinvarianten Statistiken unter den invari-
anten die grokte Feinstruktur insofern, als ihre Konstanzbereiche T (T (z)), x € X,
genau den Mengen {g (z): g € G}, genannt Trajektorie des Punktes = unter G, ent-

sprechen.
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A.2.4 Suffienz und Vollstandigkeit

Definition A.11 (Suffizienz)

FEine Statistik T : (X, A) — (X', A") heifit suffizient fir £, falls fir jedes A € A eine
mefbare Abbildung W(A|T =) : X" — [0, 1] exzistiert, so dass W(A|T = -) fir jedes
0 € © eine Version der faktorisierten bedingten Wahrscheinlichkeit Wy(A|T = -) bildet.
Dies bedeutet, dass

Wo(ANTHA)) = | W(AIT =t) W} (dt)

Al
fir alle Ae A, A € A" und 6 € © gelten soll.
Eine Statistik 7" heift also suffizient fiir £, falsch die bedingte Verteilung P?‘T(X):t
unter jedem Py dieselbe ist, d.h. von # nicht mehr abhéngt.

Definition A.12 (Vollstandigkeit)
Fine Statistik T : (X, A) — (X', A") heift vollstindig fiir £, falls die Implikation gilt:

Eof(T(X)=0fa.0ecO=f=0P, " fs fa. 0O

A.2.5 J-ahnliche Tests

Definition A.13 (J-Ahnlichkeit)
Sei J eine beliebige Teilmenge von ©. Ein Test ¢ : X — [0, 1] heifit dhnlich auf J zum

Niveau o oder auch J-dhnlich zum Niveau o, falls
Eo(o(X)) =a fir alle 6 € J.

Die Menge aller solcher Tests bezeichnen wir mit @ ;.

Satz A.14

Bezeichne W = W(X, A) die Menge der W’MafSe auf (X, A). Sei ¢ ein Test auf (X, A)
und H, K der topologische Abschluss von H, K bzgl. dy (dy(P,Q) := sup .4 |P(A) —
Q(A)|). Dann gilt

1. die Giitefunktion P — Epp ist gleichmafig stetig auf W(X, A) beziiglich dy .

2. Ist ¢ ein unverfilschter Test zum Niveau o fiir H gegen K, wober H/ K C W
beliebig mit J = HN K # 0, so ist ¢ J-idhnlich zum Niveau a.
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A.2.6 Bedingte Tests (Kapital 20 Alsmeyer)

Nun sei & = (X, A, (Wp)geo) ein statistisches Experiment mit © C R d > 2. Zudem
bezeichne T : (X, A) — (X', A’) eine suffiziente Statistik fiir £ und wir definieren
Eor(p) :=Ey(poT(X)).

Wegen der Suffizienz von T existiert zu jedem Text ¢ ein ebenso guter Test ¢ der
Form ¢ o T, und zwar ¢ = W (p|T). Aus diesem Grund betrachten nur noch das durch
T reduzierte Experiment £7 = (X', A, (W] )gco), wobei nun ®;, die Menge aller
J-ghnlichen Tests ¢ : X’ — [0, 1] bezeichne.

Lemma A.15 (Lemma 20.2 im Alsmeyer)
Sei Vi (X A) — (X", A") eine vollstindige und suffiziente Statistik fiir (W{ )eey.
Dann gilt:

YeEd;, & Er@V)=a W] -fs. firallecJ.

Lemma A.16 (Lemma 20.3 im Alsmeyer)
Sei ) € ©\ J und V wie in Lemma ??. Dann gilt fir ¢* € ®;,:

Ey7r(1*) = max Eyr(v)) <<  Eyr(Q*|V) > Eyr(|V) Wi -fs. fiir alle ) € ®y,.

¢€<I’J,a
Zusammenfassend besagen 77 und 77, dass bei Vorliegen einer vollstindigen und suf-
fizienten Statistik V fiir W] ), die folgenden Problemstellungen fquivalent sind:
1. Finde einen Test ¢" : X’ — [0, 1] mit
o Epr(¢*)=afiralled e J

o Eyr(v*) = max Eyp(¢)

qu)J,a

2. Finde einen Test ¢" : X’ — [0, 1] mit
o E;r(¢|V)=a W]-Ls. firalle 0 € J

o Eyr(¢*|V) > Eyr(¢|V) WI-fs. fiir alle ¢ € @,



