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Wichtige Definitionen und Sitze

Satz 1
Fiir eine Markov-Kette X = (Xy, X1, ...) mit Zustandsraum S = {1, ..., k}, Anfangsverteilung £ und
Ubergangsmatrix P gilt fiir alle n € Ny

p = 1O . pn,
Dabei bezeichnet (™ die Verteilung auf S zum Zeitpunkt n.

Definition 2 (Irreduzibilitét)
Eine Markov-Kette ist irreduzibel, wenn es fiir alle ¢, j € S ein n gibt, sodass gilt:

P(X, =j| Xo=1) > 0.

Definition 3 (Aperiodizitét)
Fine Markov-Kette X ist aperiodisch, wenn fiir alle s € S folgende Gleichung giiltig ist:

g9gT{n >1|P(X,, =s| Xo=s) >0} =1.

Definition 4 (stationire Verteilung)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 7 auf S heifit stationir beziiglich einer Markov-Kette mit Ubergangsmatrix
P, wenn
mn-P=x

gilt.
Definition 5 (Reversibilitét)

Eine Wahrscheinlichkeitsverteilung 7w auf dem Zustandsraum S = {1,...,k} ist reversibel beziiglich
einer Markov-Kette X auf S, wenn fiir alle 4,5 € .S

(i) - Pij =m(s;) - P
gilt. Insbesondere folgt aus der Reversibilitdat die Stationaritét.

Definition 6 (Totalvariations-Abstand)

Seien () und v(? Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf S = {1, ..., k}, dann ist der Totalvariations-
Abstand der beiden Verteilungen wie folgt definiert:

D) @) = M (4) — @
dry (v, V%) = max (i (A) — v (A)]

Satz 7 (Ergodensatz)
Sei X eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit Zustandsraum S = {1, ..., k}, stationérer
Verteilung 7 und einer beliebigen Anfangsverteilung ;(?). Dann gilt

(n) n=roo,
TV
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Metropolis-Algorithmus

1. Konstruiere eine (beliebige) irreduzible und aperiodische Markov-Kette mit den Ubergangswahi-
scheinlichkeiten K(z,y) auf S mit der Eigenschaft:

K(z,y) >0 <— K(y,z) >0 Vz,yeS.

2. Definiere Akzeptanzwahrscheinlichkeiten

min{%, 1} , wenn K(z,y) >0

0, sonst.

A(x7y) - {

3. Definiere die Metropolis-Kette M. Dabei soll M folgenden Ubergangswahrscheinlichkeiten geniigen:

K(z,y) - A(z,y), wenn x # y
P(z,y) = K(z,y) + %K(:ﬂ,z) (1= A(z,2)), wennzx=y.

Wahrscheinlichkeitsmafl im Ising-Modell

m(x) o exp{f - (Z xi-x;+h- Zw,)} (i, j) steht fiir alle benachbarte Paare in Z?, wobei
(,5) i€

mindestens eines der Elemente in A liegt.

1
8= T: inverse Temperatur

h € R: Starke des externen Feldes.



