Seminararbeit

MCMC-Methoden - Der Swapping Algorithmus

Westfilische-Wilhelms-Universitat Miinster
Mathematisches Institut

Dozent: Prof. Dr. Lowe

Betreuung: Andrea Winkler

Verfasst von: Maximilian Miimken
Wintersemester 2012/13



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Konvergenzrate und Hauptaussage
3 Niitzliche Nebenaussagen

4 Beweis der Hauptaussage

5 Quellen

11

15



1 Einleitung

In dieser Arbeit und dem zugehéorigen Vortrag geht es um eine spezielle Markov
Ketten Monte-Carlo Methode fiir das schnelle Finden der stationédren Verteilung.
Angewandt wird diese auf zwei konkrete Beispiele zur Vereinfachung zum einen
des Beweises und auch der Anwendung. Der betrachtete Algorithmus wird ange-
wendet auf die zwei folgenden Beispie.

Beispiel 1. Dieses Beispiel beschreibt eine Verteilung auf einem Intervall
mit exponentiellem Tal. Sei C' > 1 eine Konstante und J groff und J € N. Der
Zustandsraum seien alle ganzen Zahlen im Intervall [—J,+J] mit der bimodalen
Verteilung

m(@) =S (w=—J—J+1,...,J),

wobei Z die normalisierungskonstante ist. Man sieht leicht, dass fiir ein grofies J
(mit festem C') m(o) exponentiell kleiner wird als w(J).

Die Betrachtung wird einfacher, wenn man den Zustandsraum so einschrdankt, dass
nur negative Zahlen aus dem Intervall [—(2M +1),4+(2M + 1)] verwendet werden,
und er in zwei Halften unterteilt wird.

Weiter geht es mit dem zweiten wichtigen Beispiel.

Beispiel 2. In diesem Beispiel wird das Mean field Ising model behandelt.
Sei § > 0 eine reelle Konstante und M € N grof$. Der Zustandsraum A ist wie folgt
definiert: A = A" = {—1,+1}M. Das Mean field Ising model hat die Verteilung

AL 2% 2m

7(z) = wl*m9 (2| B) = —Em fir v = (x1,...,x)) € A.

Dabei ist Z(3) die Normalisierungskonstante.

Beide Beispiele konnen auch in Form einer Gibbs Verteilung angegeben werden,
sodass

o~ BH(x)
nle) = (1

ist, wobei H eine bekannte Funktion und [ eine nicht-negativer Parameter. In den
Beispielen 1 und 2 ergibt sich dann fiir H und g:

H(z) = —|z|und 8 = In(c) fiir Beispiel 1 und

H(x) = —((X}L,2;)%/2M) fiir Beispiel 2



Eine sehr allgemeine MCMC-Methode ist der Metropolis Algorithmus. Zunéchst
hierzu eine kurze Erlauterung:
Sei 7 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einer endlichen Menge S. Weiter sei
K eine irreduzible, symmetrische Markov Kette auf S. K ist die sogenannte Basis-
Kette. Die neue Ubergangsmatrix T' der Metropolis Kette auf S ist dann wie folgt
definiert:

K(z,y), falls w(y) 2 m(z),y # =
T(x,y) = K (z, y)%, fallsw(y) < 7(x) (2)
1-%,.,T(z,2), fallse =y

Das bedeutet ein neuer Zustand y wird mit der Wahrscheinlichkeit min{1, Z(—z;}
und falls y nicht der néchste Zustand ist, bleibt die Markov Kette im Zustané x.
Die Metropolis Kette T ist irreduzibel zu 7 und 7 ist sogar ihre Gleichgewichts-
Verteilung.

Nun kann man die Basis Ketten fiir die beiden Beispiele bilden und betrachten.
Im ersten Fall ist die Basis Kette K die symmetrische Irrfahrt auf A:

3, falls i — j| =2 oder i = j = £(2M + 1)
0, sonst

K(i,j) = { (3)
Diese Metropolis Kette ist also eine Irrfahrt mit Verschiebung weg vom Ursprung
und daher benotigt sie fiir ein grofles M auch exponentiell lange um in die negative
Hélfte zu gelangen, falls sie vom Zustand 2M + 1 ausgeht.

Im Beispiel 2 sieht wihlt die Basis Kette zufillig ein i € {1,..., M} aus und dreht
dann das Vorzeichen von x; um. Also folgt

L falls z,y € AM9 und ||z — y||; = 2

K(ﬂfvy)z{ e

0, sonst (4)
wobei ||z|| = |21| + ... |z fiir 2 € RM ist. Auch diese Metropolis Kette erreicht
ihr Gleichgewicht exponentiel langsam in M, fiir feste g > 1.

Fiir vorigen Teil beschrieben Gibbs Verteilungen wiirde eine Metropolis Kette mit
den gewiinschten Wert [ nur sehr langsam konvergieren. Andersherum hingegen
wiirde sie fiir kleine Werte von 3, insbesondere fiir § = 0 sehr schnell konvergieren.
Wenn man £ also als Zufallsvariable setzen wiirde und eine Irrfahrt auf den Werten
von 0 bis # machen lassen wiirde und danach umgekehrt, konnte man annehmen
es wiirde also N? Schritte (wenn ein ”Weg” je N Schritte besitzt) geben und die
"Zeit” bis zur Konvergenz konnte sich als Polynom darstellen lassen. Das ist ein
Ansatz, der der Swapping Methode dhnelt.

Die Swapping Methode interpoliert eine Folge von (’s, sodass sie fiir

0=pF<fBi<-<pny=p"
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je eine Variante des System hat. Daher besteht der Zustandsraum aus (N + 1)-
Tupeln ((zo,...,zy) € A¥*1). Der Swapping Algorithmus wechselt immer zwi-
schen 2 verschiedenen Schritten. Der eine ist das iibliche Update von x; bei §; und
der "swapping” Schritt, bei dem ein ¢ zuféllig ausgewahlt und dann versucht wird
x; mit x; ;1 zu vertauschen. Die genaue formale Beschreibung folgt im néchsten
Kapitel.

2 Konvergenzrate und Hauptaussage

Eine Markov Kette mit Ubergangsmatrix P und Gleichgewichtsverteilung = muss
fiir die Konvergenz folgende Bedingung erfiillen

Pi(x,y) — m(y) fiir t = oo fiir alle x und y

Von Interesse ist allerdings eine genauere Information. Man méchte wissen wie grof3
dieses t sein muss, damit P' nah genug an der Gleichgewichtsverteilung ist. Um
diese ”Entfernung” zu messen bendtigt man zuerst ein Maf3, die Total Variation
Distance:

Aq(t) = [|Py = || = 35| P (2, y) — 7(y)]

Da es, wie in Rosenthals Paper gezeigt und berichtet, viele Moglichkeiten gibt, die
Konvergenz einer Markov Kette zu untersuchen. Hier wird der Vergleich mit Mar-
kov Ketten, deren Konvergenz bekannt ist oder abgeschétzt werden kann, benutzt
mithilfe des Spectral Gap. Dafiir vorher ein paar Definitionen:

Angenommen P sei die Ubergangsmatrix einer irreduziblen, aperiodischen Mar-
kov Kette. Diese Kette habe den endlichen Zustandsraum S und man kann P
also auch als Operator fiir Funktionen auf S betrachten. Dann gilt: (Pf)(z) =
Y, P(x,y)f(y). Wenn P ebenfalls reversibel ist zur stationdren Verteilung m (
P(x,y)m(x) = P(y,z)n(y) fir alle x,y € S), dann ist die Reversiblitit dquivalent
dazu, dass P selbstadjungiert ist auf dem Hilbertraum [?(r). Dazu sei (f,g). =
Yf(x)g(z)m(x) das innere Produkt fiir reellwertige Funktionen. Die Selbstadjun-
giertheit von P bedeutet, dass (Pf,g). = (f, Pg), fir alle f,g € [*(r). Damit
folgt, dass P reelle Eigenwerte

1:/\0>)\12"'2/\|3‘_1>—1

und eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren besitzt. Im Folgenden geht es also
darum eine Schranke fiir die total Variation Distance zwischen P'(x,-) und m(-)
zu finden. Diaconis und Saloff-Coste haben gezeigt, dass

1 t

A

0= 3 mwm ™
)

(5)



gilt, wobei A, = max(A;, A\s|—1) ist. Anhand dessen kann man A, (t) {iber die Eigen-
werte abschitzen. Dadurch dass P wie spiter gezeigt wird ein positives Spektrum
hat, gilt, dass lambda, = Ay ist. Es ist also sinnvoll zu versuchen Grenzen fiir die
Eigenwerte zu finden.

Nun betrachtet man die Dirichlet-Form von P:

E(f, f) = 3%aylf (@) = fW)I*P(z,y)m(x)

fiir reelle Funktionen f auf & und weiter

Var(f) = Ex(f*) = (Ex(f))* = 3Zuylf(x) = f(y)Pr(2)7(y).

Definition 1. Das Spectral Gap einer Ubergangsmatriz P einer Markov Kette,
15t

Gap(P) = 1= X = inf { S0 | [ € B(x), Var(f) 0}

Per Definition gilt, dass ein grofler Wert des Spectral Gap bedeutet, dass der Ei-
genwert A — 1 sehr klein ist und dadurch die rechte Seite der obigen Ungleichung
schnell klein wird. Umgekehrt hat ein kleines Spectral Gap langsame Konvergenz
zur Folge. Setzt man f als Indikator Funktion fiir die positive Hélfte, sieht man,
dass in Beispiel 1 fiir die Metropolis Kette Gap(T) < 4C/Z mit Z > C*M*! und
C > 1 gilt. Also ist das Spectral Gap exponentiell klein in M. Dies gilt, da fiir
den beschriebenen Fall £(f, f) = C/Z und Var(f)=1/4. Es folgt, dass die Markov
Kette ihr Gleichgewicht nur sehr langsam erreicht.

Im folgenden Abschnitt wird eine genauere Beschreibung des Swapping Algorithmus
gegeben. Man betrachtet N 41 Verteilungen, die jeweils einem (; zugeordnet sind.
Dies bedeutet fiir Beispiel 1:

hi(z) = ot (z]|CF) = 2L fiir ¢ € AT

Dabei sind die Z; Normalisierungskonstanten und fiir die 3; gilt
Bi=+, firi=0,...,N
Fiir Beispiel 2 gilt analog
hi(z) = 7l¥m9(z|B;) fiir x € Alsing
wobei wieder fiir die g; gilt
B; = LB, firi=0,...,N

Dementsprechend ist in beiden Beispielen hy die gewiinschte Verteilung 7 und hg
die Gleichverteilung auf dem Zustandsraum.
Weiter geht es mit der Ubergangsmatrix 7;:

6



K(j, k) min{1, Z?E’;))}, falls j # k

7

1-— Zl#jﬂ(ja l), falls ] =k

Der Zustandsraum der Swapping-Kette mit N + 1 Komponenten sei das N + 1
fache karthesische Produkt von A, also Q := AN*!,

Die Elemente aus €2 seien & = (xq,...,xzy) und firi =1,..., N — 1 und & € ) sei
(1,14 1)7 das Element aus €2, bei dem die i’te und und (i + 1)’te Komponente von
Z vertauscht wurden. Also

(7’72 + 1)f: (xoaxla sy Tim1y T 1, Ty T2 - - - 7xN)

Die Produktverteilung ¢ auf €2 ist dann:
w<f> = ho(l’o)hl(lj) e hN(IN) (6)

Die einzelnen Komponenten von & sind also unter ¢ unabhéngig. v soll die Gleich-
gewichtsverteilung der Swapping Algorithmus sein. Der Algorithmus besteht aus
zwei verschiedenen Markov Ketten, der "reinen Swapping Kette” ) und der Up-
date Kette P.

Bei der Kette {Qy }, oy mit der Ubergangsmatrix @ wird ein zufilliges i € {1,..., N—
1} ausgewihlt und (i,7 + 1)Z als ndchster Zustand ”vorgeschlagen”. Dieser wird
mit Wahrscheinlichkeit

P((d,0 i‘ 1)5)} — nin {1’ hi($i+1)hi+1($i)} (7)
Y(Z) hi(@i)hi1(Tis1)

angenommen. Fiir ein kleine Vereinfachung wird der Fall hinzugefiigt, dass mit

Wahrscheinlichkeit % garnichts passiert. Genauer ist es also eine Markov Kette,

pii+1(Z) = min {17

die die Ubergangswahrscheinlichkeiten

swPiin1(Z),  falls T # g und § = (i,i +1)7
Q(Z,Y) = 0, falls 7 # ¢ und y # (4,7 + 1)@ hat.
1-— Eg#f@(f, 5), falls ¥ = @7

Damit ist die Ubergangsmatrix @ reversibel zu ¢ und es gilt, dass Q(Z, &) > : fiir
jedes ¥ € .

Als néchstes wird die Update Kette beschrieben. Das Update wird durch die Pro-
duktkette {Py},oy durchgefiihrt. Diese Markov Kette wéhlt zuféllig eine Kom-
ponente von ¥ aus und auf diesen wird dann das Update ausgefiihrt. Hier soll
ebenfalls mit Wahrscheinlicheit % nichts passieren. Fiir die Ubergangsmatrix gilt
dann

P(,7) =

%5(9079) + mzﬁog(%»yo) e E(@icn, Yim) T, Yi) E(iga, Yivn) - - - E(Tn, Yn),
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wobei Z und ¢ aus Q) sind. Weiter gilt £(u,v) = 1, falls u = v und 0 sonst, und T;
ist die Metropolis Kette wie vorher definiert.

Der Swapping Algorithmus lduft nun so ab, dass die beiden Schritte (Vertauschung
und Update) abwechselnd ausgefiihrt werden. Dafiir gibt es natiirlich verschiedene
Moglichkeiten. Hier wird die Variante gewéhlt QPQ, denn sie hat den Vorteil,
dass diese Kette reversibel ist.

Die Hauptaussage dieser Arbeit besteht darin eine untere Schranke fiir den Spec-
tral Gap der Swapping Kette QPO zu bestimmen. Noch spezieller geht es um
die beiden Anfangs eingefiihrten Beispiele dabei. Diese untere Schranke wird in
Abhéngigkeit einer Konstanten © € (0, 1) angegeben. Fiir die beiden Beispiele ist
© dann

o_ C~2, in Beispiel 1
“ ] e #/2 in Beispiel 2

(8)
Uber © lisst sich dann eine Aussage treffen.
Lemma 1. © sei wie definiert wie vorher. Dann gilt
pii1(Z) = OMN
fir alle 1 € {0,...,N — 1} und & € Q.

Beweis. Der Beweis wird hier nur fiir Beispiel 2 gezeigt. Fiir Beispiel 1 verfahre
ahnlich.

Es gilt 5; = i5*/N.

. . (S0 2y)?
Weiter sei G(x) = —45;7 fir x € A.
Dann gilt 0 < G(z) < M/2. Damit folgt

pisis (%) = min {1, Gt | (9)
_ : exp((i+1)B*G(x:)/N)exp(if* G (zit1) /N)
— {1’ exp(iﬁ*G(xi)/N)exp((iJrl)B*G(arz:l)/N)} (10)
= min {1, exp(5"G(x;) /N — *G(xi11)/N)} (11)
> exp(—f*M/2N) = ©. (12)
Daraus folgt die Aussage. O

Nun folgt die Hauptaussage, die es spéter zu beweisen gilt.

Theorem 1 (Hauptaussage). Der Spectral Gap der Swapping Kette QPQ hat
folgende untere Schranke:
©2M/N . .
- =5, n Beispiel 1
Gap(QPQ) > § *ohNi" (13)
m, m B@ZSpZGl 2



3 Niitzliche Nebenaussagen

Um im néchsten Kapitel den Beweis von Theorem 1 genau zu fiithren, ben6tigt man
vorher ein paar Aussagen, die im Beweis Anwendung finden. In diesem Abschnitt
geht es darum diese Nebenaussagen zu formulieren und zu beweisen.

Lemma 2. Sei P eine reversible Markov Kette mit P(z,x) > % fiir alle x aus dem
endlichen Zustandsraum S. Dann ist P ein positiver Operator.

Beweis. Man kann P umschreiben als (I+P#)/2, wobei P# eine reversible Ubergangsmatrix
ist. Dann folgt die Behauptung 0

Das nichste Lemma behandelt Produktketten, wie P zum Beispiel.

Lemma 3. Fir jedes i =1,...,m sei K; eine reversible Markov Kette auf endli-
chem Zustandsraum T;. KC sei dann die Produktkette auf II" ,T; mit Ubergangsmatriz
K der Form

K=y 1@ - @IK,el®---®1I.
Dann gilt:
Gap(K) = 2 min{Gap(K;),i =1,...,m}

Das néchste Lemma ist von wichtiger Bedeutung im Verlauf des Beweises von
Theorem 2. Es wird eine Aussage getroffen iiber den Zusammenhang zwischen dem
Vergleich von Dirichlet-Formen zweier Ketten und den Spectral Gaps.

Lemma 4. Seien (K,7) und(K' 7') die Ubergangsmatrizen zweier reversibler
Markov Ketten auf dem gleichen endlichen Zustandsraum. Ihre Dirichlet-Formen
seien € und E'. Weiter gebe es Konstanten A,a > 0, sodass

E' < AE und ar < 7’
Dann gilt:
Gap(K') < %Gap(K)

Der Beweis, ist nachzulesen ”Logarithmic Sobolev inequalities for finite Markov
chains” von Diaconis und Saloff-Coste.

Das nichste Lemma stellt eine Beziehung her zwischen einer Markov Kette P
und der positiven ganzzahligen Potenz P™.

Lemma 5. Fliir eine reversible, endliche Markov Kette P gilt

Gap(P) > Gap(P™) fiir alle m € N

9



Beweis. Sei \; der zweitgrofite Eigenwert von P und v; der zugehorige Eigenvek-
tor, so dass Pv; = Ajv; ist. Dann ist P™v; = A"vp. Also kann der zweitgrofite
Eigenwert von P nicht kleiner sein als AT".

Daher gilt nach Induktion Gap(P™) <1 — A" <m(1 — \;) = mGap(P)

Das ist dquivalent zu Gap(P) > = Gap(P™). O

Fiir das nédchste Lemma miissen einige Voraussetzungen erfiillt sein. Zunéchst
sei wieder (-,-), inneres Produkt auf dem Hilbertraum [*(7), wobei 7 ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf dem Zustandsraum S. Dann sei 1+ das orthogonale Kom-
plement der Konstanten Funktionen, das heif3t

T=A{feB(m) [ (f,1).=0}

A und B seien selbstadjungierte Operatoren in [?(r), die folgenden Bedingungen
gentligen:

i) A und B haben 1 als grofiten Eigenwert,

ii) A ins invariant auf 1+ (d.h. Af € 1+ falls f € 11),
iii) [|A]] <1 und

iv) B ist positiv (d.h. (Bf, f)x > 0 fiir alle f € (7))
Lemma 6. Unter den obigen Voraussetzungen gilt:

Gap(ABA) > Gap(B)

Beweis. Sei f € 11, dann gilt nach ii), dass auch Af € 1+ ist. Per Definition des
Spectral Gap erhélt man:

: (I—ABA)f)x
Gap(ABA) = infye,, (LEEAe (14)
= infye. (fsf)n ZJS];ABA]‘) (15)

: Af,BAf)
= infpen { Bl } (16)

iv)

i (Af,BAf)x

Z lnffell { — (AfAf } 17

) ,Bg)x
= lnffelly:Af {1 - %}

: _ (9.Bg)x
inf e 0 {1 o) }
= Gap(B)
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4 Beweis der Hauptaussage

Der Beweis der Hauptaussage iiber die Konvergenz der Markov Kette basiert
grundlegend auf der Zerlegung der einzelnen Markov Ketten und der Anwen-
dung eines Theorems von Caracciolo, Pelisetto und Sokal. Nachdem man die Zu-
standsrdume und die Markov Ketten zerlegt hat, kann man Aussagen iiber diese
Teile treffen und weiter zeigen, dass entsprechende Grenzen auch fiir die Zusam-
mengesetzten Ketten ihre Giiltigkeit nicht verlieren. Der Beweis teilt sich somit in
4 Schritte nachdem das Theorem vorgestellt wurde. Der Beweis dazu ist nachzu-
lesen in ”"Two remarks on simulated tempering” der genannten Autoren.

Nun folgt eine genauere Bechreibung der Zerlegung, die dann im néchsten Theo-
rem ihre Anwenung findet. Sei 6 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf einem end-
lichen Zustandsraum S und P eine Ubergangsmatrix, die reversibel ist zu 6. Der
Zustandsraum besitze eine Partition aus m Teilmengen, sodass

S=U",S wobei §;NS; =0 falls i # j
Definition 2. Die Einschrinkung P; von P auf S; fir jedesi =1,... N st
P,(x,B) = P(z, B) + lyzepy P(x,S\S)) fir x € S; und B C ;.
Dann ist auch P; reversibel zu der Einschrénkung 6;(x) = g((f)) von 6 auf S;. Sei

b; = 0(S;) = Yyes,0(x). Dann ist (by,...,by,) eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf {1,...,m}.

Definition 3. Gegeben sei eine weitere Ubergan_gsmatrz’x L, die reversibel zu 0 sei.
Dann ist die kumulierte Ubergangsmatrix L definieren als

Z(Z,j) = blEyESjExESiQ(x)L(‘Ta y) (27] = 17 cee 7m)

7

Diese Markov Kette ist dann reversibel zu b(= (by,...,m)).

Theorem 2 (Caracciolo-Pelissetto-Sokal). Sei £ ein Operator mit positivem Spek-
trum und L2 so gegeben, dass LY2LY? = L ist. Dann gilt

Gap(LV*PLY?) > Gap(L) ‘min Gap(P;) (21)

Im Beweis des Haupttheorems geht es nun darum £ und P passend zu wéhlen,
um eine Anwendung des zweiten Theorems zu erméoglichen. Dazu werden zunéchst
die Zustandsrdume symmetrisch in je eine ”positive” und "negative” Hélfte zer-
legt.

In Beispiel 1 gilt dann A = A™ und weiter A, = A" = {z € A™ | z > 0}.
Fiir das zweite Beispiel folgt entsprechend A = A" und A, = A™ = {z €
Alsing | M g0 > 01,

11



Fiir beide Beispiel ist dann A_ = A\ A, und wegen der Symmetrie gilt m(A_ =
1

5 =A;.

2 +

Im ersten Schritt geht es darum Gap(QPQ) abzuschitzen um technisch die
Anwendung von Theorem 2 vorzubereiten. () P(Q) ist eine irreduzible, aperiodische
und reversible endliche Markov Kette. Daher gilt

Gap(QPQ) > %Gap(QpQQPQQﬁQ) nach Lemma 5 (22)
= 1Gap(QPQ:(Q:QPQQ*)Q:PQ) (23)
> 1Gap(Q?(QPQ)Q?) nach Lemma 6 (24)

Spéter wird klar, dass man die zusétzlichen Q% noch benotigt und sie deshalb nicht
auch gestrichen wurden.

Inhalt des zweiten Schritts wird sein den Zustandsraum () nach Anzahl der
positiven Elemente unter den 1, ...,zx zu zerlegen und dann Theorem 2 anzu-
wenden. Sei Q@ = {—,+}" und T = (z0,...,2y) € Q@ = AV*'. Dann definiere

sgn(Z) als den vektor (vy,vy) € €2, sodass

(1<i<N) (25)

)+, fallsa e Ay
i = —, fallsx; € A_

Anschaulich ist sgn(Z) der Vektor, der die Vorzeichen der Elemente 1 bis N bein-
haltet.

Weiter sei fiir k € {0,...,N} Qp = {v € Q| v hat genau k +' s}

Dann ist {Q,0 < k < N} eine Partiton von Q, denn es gilt

Q= Uffzo Q. und Q, N Q; = 0 falls j # k.
Analog lésst sich dann eine Zerlegung von € in €)’s definieren,
Q= {7 € Q| sgn(Z) € U},

und man erhélt eine Zerlegung von ({2, 0 < k < N}). Nun definiere wie vorher
Beschrieben die kumulierte Ubergangsmatrix ). Weil @) ein positives Spektrum
hat, kann hier Theorem 2 angewendet werden:

Gap(Q*(QPQ)Q?) = Gap(Q) - min Gap((QPQ)la,) (26)

<

Der dritte Schritt soll nun eine untere Schranke fiir Gap((QPQ)|o,) liefern.
Diese Kette ist von recht ungewohnlicher Gestalt und es ist nicht einfach diese
abzuschétzen. Um nicht ein Produkt von 3 Ketten, welches dann auf €2 beschrankt
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wird, betrachten zu miissen, werden die 3 Ketten jeweils auf €2 beschrankt und
dann betrachtet.

Ziel ist es dann also ein untere Schranke fiir das Produkt der 3 beschréinkten Ketten
zu bestimmen. Hierbei sei ¢(Z) = II¥  h;(z;) wie vorher definiert und 7 dann die
normalisierte Einschrankung auf €2

Pe(A) = 2 4 g

wobei by, = (€2;,) die Normalisierungskonstante ist. Weiter sei P, die Einschrinkung
der Update-Kette P auf (2:

Pu(%, A) = P(Z, AN Q) + Lgzeay P(Z, Q\Q), fiir & € Oy, A C Q.
Nun fehlt nur noch die Einschrankung von @) auf €:
Qk(f, A) = Q(f,A N Qk) + 1{5564}@(57 Q\Qk), fir 7 € Qk, A C Q.

Weil P und Q jeweils reversibel zu 1 sind, sind es auch ihre Einschrankungen P,
und Q.

Nun kann man beginnen Gap((QPQ)|q,) Stiick fiir Stiick abzuschiitzen:
Zunichst gilt:

Q(Z,7) = 5Qu(@.§) und P(Z,7) > 5F(Z,7) fiir alle 7,7 € O
Diese Ungleicheiten sind klar, falls Z # ¥ ist, denn dann gilt Q(Z,7) = Qk(Z, 7).
Falls & = g ist, denn dann ist Q(Z, §/) > 3. Das gleiche Argument gilt ebenfalls fiir
Py, und P. Weiter ist dann fiir 7, v € Q

(@PQ)lo, )& ) = (QPQ)(E. 1) (27)
= YzweaQ(T, 2)P(Z,W)Q(W, J) (28)
> Yzaeo, Q7 P2, @)Q(, §) (29)
> S zue0, QT 2) Ba(Z, 1) Qu(, §) (30)
= HQrPQr)(Z.9) (31)

Da sowohl (QPQ)|q, als auch Q,PyQy reversibel zu 7, sind, gilt die gleiche
Abschétzung auch fiir die Dirchiletformen. Dann folgt nach Lemma 4, dass die
Ungleichung auch fiir die Spectal Gaps gilt, also folgt

Gap((QPQ)lo,) > SGap(@uPuQy) (32)

Im vierten Schritt wird noch eine weitere Zerlegung durchgefiihrt. Jedes €2
wird noch einmal zerlegt. Per Definition hat jedes Element in €2, genau k positive
Komponenten. Nun geht es darum, welche der Komponenten positiv sind. Definiere
also fiir o € Qk
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Qy ={Z € Q| sgn(Z) =o}.
Dann sei P, die Einschréankung von P, auf Q,, so dass
P,(%, A) = Pu(Z, AN Q) + Lgzeay Pu(Z, 0\Q,)

ist fiir 7 € Q, und A C Q. Dann gilt natiirlich P, (Z,¢) = Py(Z, ) solange & und
¥ in €, liegen und nicht gleich sind. Fiir jedes k € {0,..., N} erhidlt man dann
eine Partition

U = U,eq, Qo

Wie im zweiten Schritt wird hier auch wieder eine kumulierte Ubergangsmatrix
Qy, eingefiihrt. Die zu Q) gehorigen Markov Kette simuliert die Bewegung von po-
sitiven Koordinaten, die mit negativen vertauscht werden. Man hat also k positive
Koordinaten, die alle jeweils eine Irrfahrt auf {1,..., N} absolvieren.

Dann lasst sich aufgrund der Positivitdt des Spektrums von @)y wieder Lemma 6
anwenden:

Gap(@kﬁka) > Gap((@k)%Pk<Qk>%) (33)
Darauf lasst sich nun wieder Theorem 2 anwenden:
Gap((Q1)? Pi(Q1)?) 2 Gap(@y) - min Gap(P,) (34)

fiir jedes k € {0, ..., N}. Abschlieend lassen sich alle Abschéitzungen aus den vier
Schritten zusammenfassen und man erhélt:

Gap(QPQ) (35)
> 1Gap(Q*(QPQ)Q?) (nach Schritt 1) (36)
> %Gap(@) -ming<z<y Gap((QPQ)|q,) (nach Schritt 2) (37)
> iGap(@) -ming<p<y Gap(QrPrQy) (nach Schritt 3) (38)
> 5:Gap(Q) - ming<p<n Gap(Qy) - mingeq, o<k<n Gap(P,) (nach Schritt 4)(39)

Nun fehlen lediglich noch Abschétzungen bzw. untere Schranken fiir die einzelnen
Teile der letzten Ungleichung. Im einzelnen wird in Proposition 10 aus Kapitel 5
von ”On the Swapping Algorithm”

— 1
Gap(Q) = W@M/N, (40)
in Proposition 11 aus Kapitel 6
— 4
Gap(Qx) > m@M/N, (41)



und in Proposition 12 aus Kapitel 7

1

32M3(N+1)?

in Beispiel 1
: o (42)
in Beispiel 2

gezeigt. Wenn man diese unteren Schranken in die nach Schritt 4 gezeigte Un-
gleichung einsetzt, ergibt sich der Beweis von Theorem 1, der Hauptaussage. Die
Beweise der oben genannten Propositionen sind sehr lang und teilweise sehr tech-
nisch. Daher wird im Rahmen dieser Seminararbeit auch auch im Vortrag nicht
naher auf sie eingegangen.
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