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1 Einfiihrung

Die vorliegende Seminararbeit hat das Ziel, konventionelle Techniken zum Schatzen von
Erwartungswerten (bzw. Integralen) mit der Technik des Importance Sampling zu ver-
gleichen. Die behandelten Schiatzmethoden sind die Crude-Monte-Carlo-Methode (,,i.i.d.-
Sampling“) und die Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode (,,dynamisches Sampling®). In
beiden Féllen lasst sich Importance Sampling gewinnbringend einsetzen. Hierbei bedeu-
tet ,,gewinnbringend®, dass eine Varianzreduktion des Schétzers erreicht werden kann.

Da Importance Sampling seinen Ursprung im i.i.d.-Sampling-Kontext hat, werden wir
die Technik auch in diesem Kontext einfiihren und ein einfaches Beispiel kennenler-
nen, welches sowohl die Macht des Importance Sampling unterstreicht, als auch dessen
Vulnerabilitat offenlegt. Darauffolgend werden wir das Importance Sampling auf den
dynamischen Sampling-Kontext tibertragen.

Es gibt bei der Schéitzung von Erwartungswerten mittels (MC)MC-Methoden zwei

grundlegende Probleme:

1. Es ist oft notwendig, (MC-)Monte-Carlo-Simulationen mit unterschiedlichen Pa-
rametern zu wiederholen. Zum Beispiel kann man im Ising-Modell den Parameter
S fiir die inverse Temperatur frei wahlen und erhéalt somit ein von [ abhéngiges
Wahrscheinlichkeitsmafl und darauf basierend verschiedene zu schiatzende Erwar-

tungswerte.

2. Man ist unter Umstdnden mit einer langsamen Konvergenz der Markov-Chain-

Monte-Carlo-Verfahren konfrontiert.

Wir werden sehen, dass Importance Sampling beide Probleme unter giinstigen Umstén-
den asymptotisch 16sen kann. Hierbei bedeutet ,asymptotisch“, dass man den Stichpro-

benumfang gegen unendlich streben lésst.

2 Sampling im i.i.d.-Kontext

Sei (5,8, ) ein W-Raum, wobei S eine endliche Menge bezeichne und § := P(S) die
Potenzmenge von S. Es gelte u({s}) >0 Vs € S. Es bezeichne ¢ das Zahlmaf$ auf (5,S).
Ist v ein beliebiges W-Maf§ auf (S,S), so bezeichnen wir mit p, die Zahldichte von v,
d.h. p, : S — R wobei p,(s) = v({s}) fir alle s € S. Dann gilt also fir jedes W-Maf} v
auf (S,8), dass v = p,(.

Sei nun f:.S — R eine beliebige Funktion. Dann ist f trivialerweise messbar, be-
schrankt, und somit p-integrierbar fiir alle p > 1 beziiglich jeden W-MaBes auf (S,S).

Die zentrale Fragestellung ist: Bestimme moglichst genau E,, f := [¢ fdpu.



2.1 Die Crude-Monte-Carlo-Methode

Simuliere eine Folge (X!*);cny von i.i.d. Zufallsvariablen X! : (Q, A, P) — (S,S), wobei
natiirlich PXi = w gelte fir alle i € N und (9, 4, P) einen geeigneten Ausgangs-W-Raum
darstelle. Es gilt dann fiir jedes ¢ € N:

Ef(X!)= [ F(XI)dP= [ fdp=E,f

VI = [ (FX) =BG X)) dP = [(F = Buf Pdu=Y,.f

Fir jedes n € N setzen wir dann

1=1

Dann gilt:

o Ef,= %Zznzl Ef(X!') = %2?21 E,f=E,f. Alsoist fn ein erwartungstreuer Schét-
zer fir £, f.

o Vin= 2 S VX)) = 5 S Vuf = 1Vl

e SLLN: fn — E,f P-fs. fiir n — oo, das heifit fn ist ein stark konsistenter Schétzer
fir £, f.

o CLT: /n(fu—E,.f) i>./\f(0,Vuf) fiir n — oo. Fiir groBe n ist f,, also approximativ
N(Euf, V“f)—verteﬂt.

n

Um die Crude-Monte-Carlo-Methode anzuwenden, muss man in der Lage sein, die Ver-
teilung p i.i.d. zu simulieren. Ist dies der Fall, bilden die gerade aufgelisteten Qualitats-
merkmale zusammen mit der einfachen Implemetierung des Verfahrens schlagkraftige
Argumente fiir die Verwendung der Crude-Monte-Carlo-Methode. Lésst sich p hingegen

nicht i.i.d.-simulieren, ist diese Methode nicht anwendbar.

2.2 Importance-Sampling

Das primére Ziel des Importance Sampling ist die Erhéhung der Genauigkeit der Schétz-
ergebnisse, indem man die Varianz des Schétzers verringert. Letzteres soll erreicht wer-
den, indem man nicht geméf u, sondern geméaf eines anderen W-MaBes v auf (S,S)

Stichproben erzeugt, wobei p absolut stetig beziiglich v ist (in Zeichen p < v).



Sei also v ein solches W-Maf}; dann existiert eine Dichte % von u bzgl. v, also = %1/.
Ferner gilt auch p,(s) > 0 fiir alle s € S. Nun gilt:

du du
Buf = [ fan= [ 1L =B,
2 Sf K Sfdu Y dv
Setze f" := ffi—’lf, dann gilt E, f = E, f“. Schétze nun E, f* mit der Crude-Monte-Carlo-
Methode: Erzeuge eine Folge (X});en von i.i.d. v-verteilten Zufallsvariablen X} : (Q, A, P) —

2

(S,8). Es gilt also fiir alle i € N: PXi = v, Setze wieder

LYo = Ly (1 o),

ﬁ:g
Dann gilt nach Abschnitt 2.1}
o E fn =E,f" =E,f. Also ist f;; ein erwartungstreuer Schatzer fir E, f.
« V=3V, =1V, fe
e SLLN: fr — E, f P-fs. fir n — oo (starke Konsistenz)

e CLT: /n(f¥ -E.f) i>/\/'(0,V,,ffll—f/‘) fiir n — oo. Fiir groBe n ist f¥ also approxi-
d
mativ N <Eu f, V"i A )—Verteﬂt.

Importance Sampling ist also der Crude-Monte-Carlo-Methode vorzuziehen, wenn gilt:
dp
Vof—<V,f.

Hierbei werden die Kosten der Simulation auler Acht gelassen. Es konnte zum Beispiel
rechenintensiver sein, v-verteilte Zufallsvariablen zu erzeugen, als p-verteilte. Wir wollen
uns jedoch mit dieser Problematik nicht nédher beschéaftigen. Stattdessen fragen wir uns,
wie man denn ein W-Mafl v wéihlen kann, sodass eine Varianzverringerung tatséchlich

eintritt. Diese Frage wollen wir anhand der folgenden Beispiele beantworten.

2.3 Beispiele

In diesem Abschnitt seien stets S = {1,2,3} und f =idg. Die W-Mafle x4 und v mit
i <K v besitzen die Zahldichten p, und p,, wobei per Generalvoraussetzung p, > 0 gilt,
und dann auch p, >0, da p < v. Dann gilt natiirlich auch v < p. Insgesamt gilt:

o n=pu(, v=p,C sowie =Ly

dv Pu



Unser Ziel ist es, durch passende Wahl von v die Varianz V,, f % klein zu bekommen. Es

gilt:
dp G 2ui) L

5 = AN ) y 1
i =3 (#0248 5,1) mut ()

Offenbar wird dieser Term sehr klein, wenn gilt:

. . Puld) . o f (i)

Vi=1,2,3: f(i ~ bzw. Vi=1,2,3:p,(i) = ——"~=. 2
P ~ Eyf i)~ 1 )

Will man v bestimmen, sodass V,, f Z—‘Ij gering wird, ist dies dquivalent zu einer Bestim-
mung der Wahrscheinlichkeitsdichte p,, sodass V, f % klein wird. Offenbar kann man
alle p, (1) gemaf Gleichung optimal wahlen, sodass V,, f % ganz verschwindet, jedoch
brauchte man hierzu den exakten Wert E,, f, welcher ja gerade geschétzt werden soll. (Ist
Gleichung erfiillt, erhélt man offenbar ein Varianz-minimierendes v, dessen Dichte
wir mit p,,,, bezeichnen.) Trotzdem lésst sich an Gleichung (1) folgende Heuristik ablei-
ten: v sollte dort viel W-Masse besitzten (d.h. p, sollte dort grof sein), wo f und/oder
1 grof sind. Dies rechtfertigt die Namensgebung , Importance Sampling®“, weil gerade
die Bereiche mit groBen Werten von f bzw. p,, am meisten zu dem Erwartungswert E,, f
beitragen.

Im Folgenden wird die Notation vereinfacht, indem wir Wahrscheinlichkeitsdichten p,,
bzw. W-MaBe v in kanonischer Weise mit Wahrscheinlichkeitsvektoren im R? identifi-

zieren.

2.3.1 Szenario 1

Sei p, = (%, %, %), das heifit u ist die Gleichverteilung auf (S,S). Es gilt:
1 1
3 1 3 1
'Euf:< 112 >=2 sowie Euf2:< K >:134
1 1
3/ \3 1) \9

14 2 18

Da p,, konstant ist, kénnen wir uns bei der Wahl von p, ganz auf die Funktion f kon-
zentrieren, also p, mit f geméB den obigen Uberlegungen steigen lassen. Dies wird zum
Beispiel durch die Wahl p, = (%, 13—0, 1%) erreicht.



Es gilt dann
N
Pu f
[ ] ]Eyfpj = E/J’f = 2
2 25 :
10 9 106
Puy2 _ 3 400 — 109
.]Eu(fpy) —< 150 | 81 >—27
N
16 4
_ePv
sV =9 ¥ =5 *— Pu
¢ H H y

Wir erreichen eine drastische Reduktion der Varianz. In der Tat liegt die von uns

gewdhlte Verteilung p, sehr nahe an der optimalen Verteilung p,,,, = (%, %, %)

2.3.2 Szenario 2

Gehen wir nun von p,, = (%, %, i) aus. Nun muss p, nicht nur Ausschlige von f beachten,

sondern auch von p,. Doch zunachst gilt

5\ /1
‘Euf:<411 y 2>:Z
) \3
5\ (1
e B =(|4] 4] )= -%
1) \9

_60__ 49 _ 11 _ 66
‘Vuf—w 16 — 16 _ 96

Wir betrachten zunachst die Verteilung p,, aus Szenario 1, also p,, = (%, %, 1%)
Dann gilt
3
Ppu 7 __ 42 f
° Eylfpyl — 1 24
24
2 25
2 10 1
P\ _[]|3 25 | ) _ 1848
'El’l(fpyl) —< 10|79 >_576
5 9 '
10 ] Do,
P _ 1848 1764 __ 14 — e :
* Vo =% — 576 — 9 ; o *Pu

-G



Wir erreichen also eine Varianzreduktion, welche jedoch noch nicht ganz so extrem
ausféllt, wie im ersten Szenario.

Nun wollen wir auch berticksichtigen, dass p,, der 1 € S viel Wahrscheinlichkeitsmasse
zuschreibt und setzen p,, = ( 303 4 )

107107 10
Dann gilt
3_
pu T f
[ ) ]Eljgfi - Z
3 25 ’
2 19 ) 295
Pu ) — 3 25 — 295
.Eu2<fpy2) _< 10 ) 9 >_96
4 225 1
10 64

oV f&_@_ﬁ_i :At.i/:pw
val o, = 06 T 96 96 Pu

0 © Q @
1 3

2 4

Durch eine Anpassung der dominierenden Dichte sowohl an f, als auch an p,, erhalten
223

e g 7)'

Es gibt offenbar viele verschiedene Wahlen fiir das W-Maf} v, sodass beim Importance

wir wieder eine sehr starke Varianzreduktion. Es gilt hier p,, , = (

Sampling eine Varianzreduktion im Vergleich zur Crude-Monte-Carlo-Methode erreicht
werden kann. Wie wir sehen, hangt die Starke der Varianzminderung von einer geschick-
ten Wahl von v ab. An dieser Stelle sei angemerkt, dass eine ungiinstige Wahl von v auch
zu einer starke Erhohung der Varianz und damit zu einer deutlichen Verschlechterung
des Schéatzverfahrens fithren kann.

Die Ausfithrungen in den gerade behandelten Beispielen vermitteln uns sowohl eine
Vorstellung davon, wie ein dominierendes W-Mafl v beschaffen sein sollte, damit eine
Varianzreduktion erreicht werden kann, als auch mogliche Grofenordnungen einer sol-
chen Varianzreduktion. Auflerdem zeigen die Beispiele, wie volatil Importance Sampling
ist. Es ist kein Verfahren, welches zum Erfolg fithren muss. Jener steht und fallt mit der

nichttrivialen Wahl des dominierenden W-Mafles v.

3 Sampling im dynamischen Kontext

Nicht jede Verteilung p oder v lasst sich i.i.d.-simulieren, auch nicht, wenn (.S,S) endlich
ist. Endlich bedeutet nicht unbedingt |S| =3 oder |S| = 1000, sondern manchmal |S| =
2(107). Diese Zahl hat nicht eine oder drei Dezimalziffern, sondern etwas mehr als drei
Millionen. Wenn eine Verteilung nur bis auf eine Normierungskonstante bekannt ist und

man jene simulieren méchte, kann die direkte Simulation in angemessener Zeit unméoglich



sein, da man zunéchst die Normierungskonstante berechnen miisste. Einen Ausweg bildet
die Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode. Wir wollen sie im Folgenden vorstellen, sowie

die Technik des Importance Sampling auf MCMC-Verfahren iibertragen.

3.1 Die Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode

Léasst sich eine Verteilung p auf (S,S) nicht mit akzeptablen Kosten i.i.d.-simulieren,
lasst sich ggf. die MCMC-Methode anwenden. Hierbei konstruiert man anstelle der
i.i.d.-Folge eine irreduzible, aperiodische bzgl. i reversible Markov Kette X# = (X!);cy.
Diese konvergiert dann in Verteilung gegen p und besitzt noch andere niitzliche Konver-
genzeigenschaften. Solche Markov-Ketten lassen sich zum Beispiel mit dem Metropolis-
Algorithmus erzeugen, welcher auch ohne die Kenntnis der Normierungskonstanten der
pu-Dichte auskommt.

Sei also X* = (X!);en eine solche Kette, die in Verteilung gegen u konvergiert und
in einem beliebigen Punkt startet. Als Schatzfunktion fir E, f wahlen wir wieder das

arithmetische Mittel der Beobachtungen. Wir setzen

Doch welche Eigenschaften hat fn? Die einzelnen Folgenglieder X! sind i.A. weder
unabhéngig, noch identisch verteilt. Man kann also auf die gew6hnlichen Grenzwertséatze
(SSLN, CLT) nicht zuriickgreifen. Auch ist der Schétzer fn i.A. nicht mehr erwartungs-
treu, da die einzelnen Summanden nicht mehr p-verteilt sind. Jedoch gelten andere
nitzliche Satze speziell fir solche Markov-Ketten wie oben geschildert:

Der (bzw. ein) Ergodensatz liefert ein Pendant zum SLLN:

1 n
fo= =3 FXI) — /Sfdu —E,f Pfs. fir n— oo
i=1

AuBerdem besagt der CLT fiir reversible Markov-Ketten, dass gilt:
Vi fo—Euf) —5 N(0,V2f) fir n— oo
wobei gilt:

vif< <A(2XM)) V,f (3)

Hierbei ist V), f die asymptotische Varianz der Zufallsvariablen \/ﬁ(f n—E,f). Ferner ist
A(X*") die Spektralliicke der Kette X*. Eine grofiere Spektralliicke liefert also genauere
Schéatzergebnisse. Wir stellen fest, dass die obere Schranke der Ungleichung nicht



unbedingt angenommen werden muss. Wéahlt man z.B. als Markov-Kette eine i.i.d. Folge
(X!")jen p-verteilter Zufallsvariablen, so gilt A(X#) =1 und somit V4f <2V,f. Wir
wissen jedoch Vi f =V, f, siche Abschnitt .

Anmerkung. Sei h: (S,S) — R beliebig, 9 ein beliebiges W-MaB auf (S,S) sowie XV :=
(Xi19 )ien eine Markov-Kette mit Zustandsraum (S,S), welche aperiodisch, irreduzibel
und bzgl. ¥ reversibel ist. Dann bezeichnen wir mit VA die nach dem CLT fiir Markov-

Ketten existente Varianz

, 1 . 2
Vh:=V (nh—{rolo\/ﬁ (ni;h()(f) —E§h>> ,wobei gilt: Vih < (W) Voh

3.2 Importance Sampling

Wir wollen nun die MCMC-Methode mit Importance Sampling verkniipfen in der Hoff-

nung, auch unser dynamisches Sampling zu verbessern.

3.2.1 Der einfache Importance-Sampling-Schatzer

Sei v ein W-Maf auf (5,S) mit p < v. Wir setzen wieder f" := fz—’lj und betrachten
eine irreduzible, aperiodische, reversible Markov-Kette X" := (X} );en, die in Verteilung
gegen v konvergiert. Wir setzen zunachst
N 1 X 1 & dp
v = — v XV = — _— Xl/ .
frm P = 3 (1) e
und nennen diesen Schétzer den ,einfachen Importance-Sampling-Schétzer”. Der Ergo-

densatz liefert:
~ 1 du dp .
fr = @:Z‘i (fdy> (XY) — /Sfadu —E,f P-fs. fir n— oo
Der Schétzer f¥ fiir E, f ist also stark konsistent.
Bei Betrachtung des einfachen Importance-Sampling Schétzers erkennen wir, dass es
bei der Verkniipfung von Importance Sampling mit der MCMC-Methode zu einem Pro-
blem kommen kann. Fiir die Simulation der Schétzfolge ﬁ’{ ist offenbar die Kenntnis von

g—’; = g—‘: erforderlich. Dabei ist es gerade einer der Vorteile der MCMC-Methode (bzw.
des Metropolis-Algorithmus), die Verteilungen p bzw. v (approximativ) simulieren zu
kénnen, obwohl man ihre Dichten nur bis auf eine Normierungskonstante kennt. Das
heift die Kette (X} );en lieBe sich problemlos simulieren, nicht jedoch f,’{ . Wir wollen
dies etwas genauer betrachten und einen Ausweg aus der Misere finden. Dies fithrt zum

Quotientenschétzer.



3.2.2 Der Quotientenschatzer

In der obigen Situation gelte p,(-) = 02)7 () = ﬁé—(y'), wobei zwar die Funktionen p,
bzw. p, bekannt sind, die Konstanten C,, bzw. C, jedoch unbekannt. Es gilt fiir den

einfachen Importance-Sampling-Schéatzer

s B Gl e PuXD)
=t Z(fd> S BT = TS X S

Es ist also klar, dass die Kenntnis der unbekannten Konstanten C), bzw. C), fiir die Be-

rechnung von f;{ notwendig ist. Wir mochten diese Konstanten also irgendwie loswerden,

und dennoch E, f moglichst gut schatzen. Wir wenden nun einen Trick an, indem wir

im Wesentlichen durch 1 teilen. Dazu setzen wir:

sy 1 & dp 1 ﬁN(XV)Cl, C,1&p
1 = X — A el W el At ~
Zdy( )= Z.Zzlp,,(XZV)CM CMan,,(XV)

Nach dem Ergodensatz ist dies, also L”L, ein stark konsistenter Schatzer fiir [q %dl/ =
Jgdp=1. Also gilt
o 1V —1PAfs.

° fj{ — K, f P-fs., und somit

{r; — E,f P-fs.

Das heif3t statt fr’j lasst sich auch der sogenannte Quotientenschatzer {—,’:{ verwenden,

um [, f stark konsistent zu schétzen. Es ergibt sich dann

ﬁl{ i fOXY p'
T B n (Xz )
i=1 pl,(X ;)
Diese Schatzfolge lasst sich also ohne die Kenntnis der Konstanten C,,,C), konstruieren.
Hierbei lasst sich mit Hilfe des CLT fiir Markov-Ketten zeigen:
Vit (2t ) N0 B n oo
% E, .Sy, ir n

n

wobel

(0= (- %) 2 (550 ) v (- B0 L)

Die natiirliche Frage ist nun, wie sich diese asymptotische Varianz vergleichen lasst mit
der asymptotischen Varianz bei Anwendung der Markov-Chain-Monte-Carlo-Methode

ohne Importance Sampling.
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Anscheinend ist der Quotientenschéitzer dem MCMC-Schétzer tiberlegen, wenn sich

v

S

(f) besser abschitzen ldsst als Vi, f, wenn also gilt:

( A&y))vy ((f—mf)fﬁ) < ( . &MQV# / n

Hier spielen nun zwei Faktoren eine Rolle: Sowohl die Varianzen, als auch die Spektral-
liicken. Es kann zum Beispiel sein, dass V,, (( f—=E.f) %) >V, f gilt, die Ungleichung

jedoch trotzdem erfiillt ist, weil die v-approximierende Markov-Kette schneller mischt

bzw. iiber eine grofere Spektralliicke verfiigt.

Diese Begebenheit wird unser weiteres Vorgehen bestimmen. Im i.i.d.-Kontext war
Importance-Sampling vorteilhaft, wenn das dominierende W-Mafl v sowohl an p, als
auch an den Verlauf von f angepasst wurde. Wir méchten nun jedoch in der Lage sein,
die Ungleichung zu iiberpriifen, ohne f naher zu spezifizieren. Dies fiihrt dazu, dass
wir v nur gemaf 1 und der Spektralliicke A(X") einer v approximierenden Markov-Kette
wahlen wollen. Es stellt sich heraus, dass sich Ungleichung besonders gut iiberpriifen
lasst, wenn der Dichtequotient % durch ein A € R4 beschrankt wird:

Satz 3.1. Seien p und v Verteilungen auf (S,S) mit p << v. Sei A € Ry, sodass gilt:

d—'u(s)gA‘v’sES

dv

Sei (X} )ien eine aperiodische, irreduzible, reversible Markov-Kette mit stationdrer Ver-
teilung v. Dann gilt fir jede Funktion f:(S,S) — (R,B):

LV, ((f—Euf) ) <A-Vuf
2. 54(£) < (attey) VoS
Beweis. Es gilt

E, ((f—]Euf)Z;ij) :Eu(f_Euf) =0

und somit
2
v (-Bn%) - (U-En )

d
“Eu(f ~Euf)*
<Eu(f ~E,f)’A
=A-V,f

11



Dies zeigt den ersten Teil des Satzes. Fiir den 2. Teil betrachte
du
s =ve (-0 %)
2 du
< \ —E,f)—

<( 5y A7)

]

Mit Hilfe von Satz lasst sich nun feststellen: Ist der Dichtequotient % beschrankt
durch ein A € R, so ist Importance Sampling per Quotientenschatzer der gewohnlichen
MCMC-Methode tiberlegen, falls

(A?;(ly)> Vuf < (A(qu)> Vuf (5)

(Denn gilt die Ungleichung , so folgt mit Satz (3.1} dass sich s},(f) besser abschétzen
lasst als VI, f .) Dies ist nun eine sehr iiberschaubare Bedingung, mit der man gut arbeiten
kann.

An dieser Stelle bemerken wir, wie uns Importance Sampling bei dem Hauptproblem
2 helfen kann: Wird der Dichtequotient % nicht zu grof§ und ist v wesentlich schneller
mischend als p, so ist die Ungleichung [5] erfiillt.

Im néchsten Abschnitt werden wir uns dem Hauptproblem 1 zuwenden.

3.2.3 Das Schatzen iiber Verteilungsfamilien

In vielen Fallen haben wir es nicht nur mit einem zugrunde liegenden W-Maf3 ;o zu tun,
sondern mit einer Familie (ug)scp, wobei dann (Egf)gep die zu schatzenden Grofien
darstellen. Um Importance Sampling in dieser Situation anzuwenden, muss das domi-
nierende W-MaB v dann bzgl. der Verteilungsfamilie (13)gep gewéhlt werden, sodass
gilt: pg < v VB € B. Dieses Vorgehen liefert offenbar eine Losung zu Hauptproblem 1.
Man muss nicht mehr fiir jedes 8 € B eine Folge (approximativ) pg-verteilter Zufallsva-
riablen simulieren, sondern simuliert nur einmal eine Folge (approximativ) v-verteilter
Zufallsvariablen.

Um dies genauer zu analysieren, miissen wir zunéchst unseren einfachen Importance-
Sampling-Schatzer, den Schéatzer fiir die 1 und den sich daraus ergebenden Quotienten-

schitzer anpassen. Wir definieren:

12



o VBEB: fy= [
o VBEB:fY, =1v0 (XY
. VﬁGB:iV’ = Ez 1d:f( X?)

Mit den Ausfithrungen in Abschnitt [3.2.2] ergibt sich fiir die Quotientenschétzer

) (x7)

voep. Jin_ Z=tfX XYV 5o

peB: L0 = )
pom i=1 5, (X7)

Dieser Schatzer kann nun fiir jedes $ € B berechnet werden, wobei dazu nur einmal
die Kette X" simuliert werden muss. Dieses Vorgehen bildet also in der Tat eine Losung
fiir unser Hauptproblem 1.

Es stellt sich jedoch die Frage, wie bzw. ob sichergestellt werden kann, dass die Schét-
zer fg,n gleichmafBig tiber alle 8 gute Werte liefern. Im Ising-Modell ist zum Beispiel
die Giite der Verteilungskonvergenz des Metropolis-Algorithmus stark von der inversen
Temperatur 5 abhingig.

Eine intuitive Losung bietet die folgende Herangehensweise: v sollte so geschaffen
sein, dass es alle Bereiche abdeckt, wo alle W-Mafle p3 konzentriert sind. Dies wird zum
Beispiel erreicht, wenn eine Beschranktheitsbedingung eingefithrt wird:
d:j()<AVz€S VB e B firein Ac Ry

oder dquivalent
Pug (i) < A-py(i) Vie S, VB € B fiir ein A€ Ry,
Dann lésst sich Satz auf diese Situation anwenden und liefert das folgende Ergebnis

Satz 3.2. Seien (ug)gep eine Verteilungsfamilie und v eine Verteilung auf (S,S) mit
VBeB:ug<v. Sei A€ Ry, sodass gilt:

d

%(s)ﬁAVseS, VGeB

Sei (X} )ien eine aperiodische, irreduzible, reversible Markov-Kette mit stationdrer Ver-
teilung v. Dann gilt fir jede Funktion f:(S,S) — (R,B) und jedes 5 € B:

) 24
Suﬁ<f) < <A(X’/)> Vug(f)-
Beweis. Die Behauptung folgt sofort mit Satz [3.1] O

Das folgende Beispiel liefert eine interessante Anwendung von Satz
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3.3 Beispiel: Gemischte Verteilung

Seien D € N und py,...,up W-Mafle auf (S,S), f auf diesem Raum reellwertig, sodass

uns fur f=1,...,D die Erwartungswerte E,,, f interessieren. Setze dann
1
V= 5(#1+---+MD)
so folgt
1
o= 5Py -+ Pup)
sodass
dus _Pus o oyp_1. . p
dv py
Satz [3.2] liefert

2D
Szﬁ(f) < <A(X”)> Vug(f)-

Dies ist die Abschétzung der asymptotischen Varianz bei der Verwendung des Quoti-
entenschitzers (Importance Sampling). Wird hingegen die gewdhnliche Markov-Chain-
Monte-Carlo-Methode fiir jedes pg einzeln angewendet, wobei dann jeweils X## eine
pg-approximierende Markov-Kette ist, wissen wir, dass die asymptotische Varianz ab-

geschétzt werden kann durch

" 2
V,uﬁ (f) S (W) V/JB(f)

Geht man zunachst von dhnlich groflen Spektralliicken aus, das heif3t
VB=1,...,D: A(XH"F)~ A(X"),

dann ergibt sich, dass folgende Verfahren dhnlich gut funktionieren:
1. Verfahren:
Schétze jeden Wert E,,, f mittels MCMC durch je n Samples einer pg-approximierenden
Markov-Kette. Insgesamt miissen so n- D Samples erstellt werden. Fiir jedes § €
e , A " . Vig ()
B ist fiir groBe n der Schétzer fg, ==+ 37 FXIP) fiar B, f gemaB N (E“ﬁf, li)—

verteilt, wobei

v (1) (acm) Vi)

n n

<
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2. Verfahren:
Schétze jeden Wert E,, f durch n- D Samples einer v-approximierenden Markov-
Kette und wende dynamisches Importance Sampling mittels Quotientenschétzer

an. Insgesamt miissen so also ebenfalls n- D Samples erstellt werden. Fir jedes

b € B ist fiir grofe n der Schatzer fff’”'D fir E geméaf obiger Schilderung
1 Hp
B,n-D

N (EM 1 W) verteilt, wobei mit Satz|3.2 gilt

o) _ (5t8m) Vs ) _ (i) Vi (F)
n-D — n-D n n

Die Grofe der Spektralliicke héngt natiirlich sowohl mit dem verwendeten Algorithmus,
als auch mit der zu approximierenden Verteilung zusammen. Besitzt die Dichte der zu
approximierenden Verteilung mehrere steile Peaks und verwendet man den Metropolis-
Algorithmus, dann muss man mit einer langsamen Konvergenz bzw. kleinen Spetralliicke
rechnen. Gerade in solch einem Fall ist es also eine plausible Annahme, dass das 2.
Verfahren zu einer echten Verbesserung der asymptotischen Varianz fiihrt, da die Dichte
pv eine Glattung der Dichten p,,, darstellt. Importance Sampling bietet dann also einen
Losungsansatz fiir das eingangs angesprochene Hauptproblem 2 bei dem Einsatz von
MCMC-Methoden.

4 Fazit und Ausblick

In der vorliegenden Seminarausarbeitung haben wir in das Konzept des Importance
Sampling eingefiihrt mit dem Ziel, die Varianz bzw. asymptotische Varianz der Monte-
Carlo- bzw. Markov-Chain-Monte-Carlo-Methoden zu verringern und die eingangs er-
lauterten Hauptprobleme konventioneller Schétzmethoden zu lésen.

Wir haben gesehen, dass Importance Sampling das Ziel der Varianzreduktion errei-
chen und beide Probleme (unter bestimmten Umsténden) 16sen kann. Hierbei hangt der
Erfolg des Verfahrens sowohl von der Wahl des dominierenden W-Mafes v, als auch vom
Simulationsverfahren fiir » ab. Um solch ein v geeignet zu wéahlen, haben wir bestimmte
Heuristiken im dynamischen und im i.i.d.-Kontext kennengelernt.

Fir folgende Untersuchungen wiirde es sich zunédchst anbieten, die bereits gebotenen
Heuristiken zu verfeinern oder neue zu entwickeln. Ferner ist es ratsam, die Wirksamkeit
des Importance Sampling in bestimmten Modellen, etwa aus der statistischen Physik,

zu untersuchen.
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